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Ueber die Methode des arithmetischen Mittels, insbesondere uber 

die Vervollkkommnungen, welche die betreffenden Poincaré’schen 

Untersuchungen in letzter Zeit durch die Arbeiten von A. Korn 
und EL. R. Neumann erhalten haben. 


Von 


C. NeumANN in Leipzig. 


Es sei gegeben eine geschlossene Fliiche 6 ohne Ecken und Kanten, 
mit dem Aussenraum % und dem Innenraum %. Auf dieser Fliche o seien 
irgend welche Functionswerthe f in bestimmter Weise vorgeschrieben, von 
denen nur bekannt ist, dass sie auf 6 iiberall stetig mit einander zusammen- 
hingen. 

Die Aufgabe, um die es sich hier handelt, ist nun eine doppelte. 
Einerseits soll eine Fundamentalfunction ©, des Raumes & construirt 
werden, welche auf 6 identisch ist mit den daselbst vorgeschriebenen 
Werthen /; und andrerseits soll eine Fundamentalfunction Y; des Raumes 9 
construirt werden, welche ebenfalls auf 6 mit jenen Werthen / iiberein- 
stimmt. Dabei ist das Wort ,,Fundamentalfunction“ in demselben Sinne 
za nehmen, wie es friiher*) von mir definirt wurde [vgl. die I. Abh. 
Seite 720—731]. 

Ks ist von mir (z. B. in der I. Abh.) gezeigt worden, wie man jene ge- 
suchten Functionen ®, und ¥; in sehr einfacher Weise zusammenzusetzen im 
Stande ist aus gewissen primdren Fundamentalfunctionen W,W’, W”, W’”,---, 
die ihrerseits auf Grund der vorgeschriebenen Werthe f leicht zu bilden 
sind. Doch beruht diese Methode — ich habe sie kurzweg die Methode 
des arithmetischen Mittels genannt — wesentlich auf der Voraussetzung, 
dass die gegebene Fliche o ‘iberall convex sei. 


*) Abgesehen von meinem Werk: Ueber das Log. wu. Newt. Potential, 1877, sind 
namentlich zwei Abhandlungen tiber diese Dinge von mir publicirt worden, 1887 und 
1888, beide in den Abhandlungen der Kénigl. Siichs. Ges. d. Wiss. Dieselben kiénnen 
etwa kurzweg als I. Abh. und II. Abh. bezeichnet werden. Uebrigens wird von der 
Il. Abh. im Folgenden kein Gebrauch gemacht werden. 
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Spiiter hat nun Poincaré (Acta mathematica, 1896, Bd. 20, 5. 59—142) 
durch recht miihsame und tiefgehende Untersuchungen, die zum Theil an 
gewisse friihere Untersuchungen von Schwarz sich anlehnen (Schwarz Ges. 
Werke, Bd. I, Seite 249, 250, etc.: Ueber ein die Flaichen kleinsten Flichen- 
inhaltes betreffendes Problem der Variations-Rechnung, October 1885), — 
dargethan dass diese Methode des arithmetischen Mittels wahrscheinlich 
auch dann noch anwendbar sein werde, wenn die gegebene Fliche o der 
Anforderung, iiberall convex zu sein, nicht entspricht. 

Poincaré hat wohl selber seine Untersuchungen immer nur als mehr 
oder weniger provisorisch angesehen, und namentlich es als einen Uebel- 
stand empfunden, dass seine Untersuchungen sich wesentlich stiitzen auf 
das Dirichlet’sche Princip, dass sie also auf einem Fundamente beruhen, 
welches der hinreichenden Zuverlissigkeit und Festigkeit einstweilen noch 
entbehrt. Trotzdem wird die ausserordentliche Wichtigkeit der in den 
Poincaré’schen Untersuchungen enthaltenen neuen Gedanken wohl keinem 
Mathematiker, der in diesen Gebieten einigermassen zu Hause ist, ent- 
gangen sein. Musste doch, angesichts dieser Untersuchungen, unwillkiirlich 
die Hoffnung entstehen, dass die in denselben enthaltenen neuen Gedanken 
friiher oder spiiter die Mittel liefern méchten zur Erreichung des eigentlich 
erstrebten Zieles, dass sie friiher oder spater die Bausteine liefern méchten 
zur Construction eines allen Anforderungen in voller Strenge entsprechen- 
den theoretischen Gebiudes. 

Und die in letzter Zeit von A. Korn in Miinchen (Lehrbuch der 
Potentialtheorie, 1899, Berlin bei Diimmler) angestellten Untersuchungen 
kénnen nur dazu dienen, uns in dieser Hoffnung weiter zu_bestiirken. 
A. Korn hat aus den schon genannten primiren Fundamentalfunctionen 
W, W’, W”, W’’,--- zuvérderst gewisse secunddre Fundamentalfunctionen 
W, W’, W”, W’’, --- zusammengesetzt, und sodann jene Poincaré’schen 
Gedanken auf diese neuen Functionen W, W’, W”, W’’,--- zu iibertragen 
gesucht. In solcher Weise ist es ihm gelungen, einen wesentlichen Schritt 
vorwirts zu machen, nimlich die Anwendbarkeit der Methode des arith- 
metischen Mittels auf nicht iiberall convexe Flichen zu beweisen, — ohne 
dass er dabei néthig gehabt hatte, auf jenes bedenkliche Dirichlet’sche 
Princip sich irgendwie zu stiitzen. 

Demgemiiss mag es mir gestattet sein, auf diese A. Korn’schen Unter- 
suchungen hier niaiher einzugehen. Dabei beabsichtige ich zu zeigen, wie 
man diesen Untersuchungen eine etwas anschaulichere Gestaltung, und 
namentlich auch gewissen Theilen derselben, durch Anwendung zweier 
von E. R. Neumann in Halle gefundener Sitze, ein etwas strengeres Gefiige 
zu verleihen im Stande ist. Ich erlaube mir, auf den Inhalt der einzelnen 
Paragraphe des vorliegenden Aufsatzes etwas niher einzugehen. 
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In den §§ 1, 2, 3 werde ich zuniichst die schon friiher von mir aus 
den vorgeschriebenen Werthen / successive sich ergebenden Fundamental- 
functionen W™, d. i. W, W’, W”, W’’,---, sowie auch die an diese W™ 
unmittelbar sich anlehnenden Korn’schen Fundamentalfunctionen W\, W“” 
zur deutlichen Anschauung zu bringen suchen. Dabei werden namentlich 
auch die den Function W”, we zugehérigen Schwarz’schen Constanten 
[Ww] und [w”| einer genaueren Betrachtung zu unterwerfen sein. Ich 
nenne diese. Constanten die Schwarz’schen Constanten, weil Schwarz der 
Erste gewesen ist, der (in seiner schon vorhin Seite 2 genannten Abhand- 
lung vom Jahre 1885) auf diese Constanten aufmerksam gemacht, und 
zugleich schéne und wichtige Methoden angegeben hat zur Untersuchung 
ihrer Werthe und der zwischen ihnen stattfindenden Relationen. 

Sodann werde ich in den §§ 4, 5, 6 auf den eigentlichen Kernpunkt 
der Poincaré’schen Untersuchungen, niamlich auf jene wichtigen Siitze ein- 
gehen, zu denen Poincaré (in seiner schon Seite 2 genannten Abhandlung 
vom Jahre 1896), auf Grund einer gewissen eigenthiimlichen Raumtrans- 
formation, gelangt ist. Doch werde ich von diesen Sitzen nur allein 
diejenigen angeben, welche ohne Anwendung des Dirichlet’schen Princips 
ableitbar sind, — und auch diese nur historisch angeben, ohne auf ihre 
Ableitung oder Begriindung mich niher einzulassen. 

Auf Grund dieser Poincaré’schen Siitze ergeben sich alsdann; wie 
schon Korn gezeigt hat, — und zwar auf Wegen, die im Wesentlichen 
schon durch die Arbeiten von Schwarz und Poincaré vorgezeichnet waren — 
gewisse Schranken fiir die Werthe der Constanten [wi], [w.” , und 


ebenso auch gewisse Schranken fiir die Werthe jener mit W\”) und W” 
bezeichneten Fundamentalfunctionen. 

Die beiden §§ 6A und 6B enthalten den nachtriglichen und ziemlich 
miihsamen Beweis fiir eine gewisse schon im § 6 ausgesprochene Be- 
hauptung. Die Methode des Beweises ist, der Hauptsache nach, dieselbe, 
die schon Poincaré gegeben hat, und die auch von Korn benutzt ist. 

Ich komme schliesslich zu den §§ 7, 8, 9. — Bis hierher habe ich 
im Wesentlichen den Untersuchungen von A. Korn (in seinem schon 
auf Seite 2 genannten Werk von 1899) mich anschliessen kénnen. Diese 
Wege von Korn noch weiterhin zu verfolgen, bin ich indessen nicht im 
Stande gewesen. Nach mancherlei vergeblichen Bemiihungen, trotzdem 
zum gewiinschten Ziel zu gelangen, — sind mir schliesslich zwei Sitze 
za Statten gekommen, die mein Neffe E. R. Newmann gefunden hat, und 
die derselbe (im November, 1899) mir miindlich mittheilte*). 


*) Implicite sind diese Siitze auch enthalten in dem inzwischen von EH. R. Neu- 
mann publicirten Aufsatz in den Gittinger Nachrichten, 1899, Seite 300. 
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Diese beiden E. R. Neumann’schen Siitze werde ich im § 7 angeben 
und beweisen. Und unter Anwendung derselben werde ich sodann im § 8 
zur Lésung der eigentlich gestellten Aufgabe gelangen. — Endlich wird 
der § 9 einige Erérterungen enthalten iiber die Zuverlissigkeit, resp. Un- 
zuverlissigkeit der in Anwendung gebrachten Schlussfolgerungen. 

Bemerkung. — Was die Functionen 
(a) W, W’, Ww", Ww’’,--- w™, 
betrifft, so werde ich im Folgenden festhalten an meinen bisherigen Be- 
zeichnungen. Demgemiiss sollen w und w die Werthe der Func- 
tion W™ in irgend welchen Punkten a und i der Riiume & und § 
vorstellen. Ferner soll, wenn s einen Punkt der Fliiche o bezeichnet, 
unter w derjenige Werth verstanden werden, den die Function W™ 
direct in diesem Punkte s besitzt; wiihrend andrerseits Ww” und wm) 
diejenigen Werthe sein sollen, gegen welche W, () und w convergiren, 
sobald man die Punkte a und i jenem Punkte s ins Unendliche sich 
nihern lisst. Alles zusammengenommen, besitzt daher die Function W™ 
im Punkte s drei Werthe: w™, we) und wo; und zwischen diesen 
drei Werthen findet die Relation statt: 

(6) 20) = Wy) + Ws 
so dass also der directe Werth W”) das arithmetische Mittel ist aus 
den beiden Convergenzwerthen W) und W.”). 

Zweite Bemerkung. — Unter «x soll im Folgenden ein ganz be- 
liebiger Raumpunkt verstanden werden. Im Besondern aber soll ein 
solecher Punkt x, jenachdem er ausserhalb 6, auf 6, oder innerhalb o 
liegt, respective mit a, s oder i bezeichnet werden. 

Dritte Bemerkung. — Endlich sei noch darauf aufmerksam ge- 
macht, dass im Folgenden gewisse rein geometrische Constanten auftreten 
werden, niimlich Constanten, deren Werthe lediglich von der Beschaffen- 
heit der gegebenen Fliche 6 abhiingen. Solche rein geometrische Con- 
stanten sollen stets durch den Index g ausgezeichnet werden. So z. B. 
wird die Grdsse der Fliche o (ihr Areal) mit 6, bezeichnet werden. Im 
Ganzen werden zehn solche Constanten auftreten: 


¥ 
A,; G,, H,, J, K,; L, und hy G4, &ys B, - 


Neben diesen rein geometrischen Constanten aber werden noch 
andere Constanten auftreten, die nicht blos von der Beschaffenheit der 
Fliche 6, sondern iiberdies auch noch von den auf o vorgeschriebenen 
Werthen f abhiingen. Derartige Constanten werden (ohne bestimmtes 
Princip) theils mit a,c, &, 6, €, &, theils auch mit C, D, y, ete. be- 
zeichnet werden. 
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on 


$ 1. 
Die aus den vorgeschriebenen Werthen f successive sich ergebenden 
Fundamentalfunctionen W, 


Es sei do ein Element der gegebenen Fliche 6, und v die auf do 
errichtete innere Normale. Ist nun iiberdies irgendwo im Raume ein Punkt x 
gegeben, und bezeichnet » den Abstand dieses Punktes « vom Elemente 
do, so soll unter (do), folgender Ausdruck verstanden werden: 


1 
p Bed 

r cos é 
Oe dé => a a de; 


(1) (d6)2= 


so diss also d den Winkel vorstellt, unter welchem die beiden von do aus- 
gehenden Linien y und yv gegen einander geneigt sind. [Vgl. die I. Abh. 


Seite 732, (2), wo E, T,h fiir r, ~, 2 gesetat sind], 


Nach bekannten Sitzen wird alsdann das iiber die ganze Fliche o 
ausgedehnte Integral 


(2) | “a 6)x 


=, oder = 22, oder = 4m sein, jenachdem der Punkt x ausserhalb o, 
oder auf 6, oder innerhalb 6 gelegen ist. Es unterliegt das keinem 
Zweifel, weil nach unserer gleich zu Anfang (Seite 1) gemachten Voraus- 
setzung die Flache 6 weder Ecken noch Kanten besitzen soll. |Vgl. die 
I. Abh. Seite 736 (7) und (a)]. 

Es mag mir noch gestattet sein, an die Art und Weise zu erinnern, 
wie die Functionen W, W’, W”,--- gebildet zu denken sind. [Vgl. die 
I. Abh. Seite 782]. 

Von den vorgeschriebenen Werthen f aus bestimmt sich die Functiun 
W mittelst der Formel: 


(3) W.=5- / f(d0)s, 


wo (do), die in (1) angegebene Bedeutung hat. Selbstverstiindlich ist in 
dieser Formel (3) die Integration ausgedehnt zu denken iiber alle Elemente 
der ganzen gegebenen Fiche o. 

Man bezeichne nun diejenigen Werthe, welche W direct in den ein- 
zelnen Punkten s der Fliiche o besitzt, mit W,, und setze iiberdies: 


(4) W, =f’, 


so dass also W, und /’ nur verschiedene Bezeichnungen fiir ein und dieselben 
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Werthe sind. Alsdann bestimmt sich, von den Werthen /’ aus, eine neue 
Function W’ mittelst der Formel: 


, 1 ” 
(5) W.= az ff d6)z; 
so dass also W’ zu f’ in genau derselben Beziehung steht, wie W zu f. 


In solcher Weise weitergehend, gelangt man, unter Wiederholung 
der Formeln (3), (4), (5), zu folgender Tabelle*): 


1 > 
We =z. | fae. 
Wi=L [TF (d0)., wo f = W, 
6 ”" 1 ad we , 
(6) Wad ft (do),, wo f” = Wy, e 


“nr 1 wrt wir ” 
WwW. —_ 2a, {r (d6)z, wo f — W, ’ 
ets. etc. ete. 


Nach bekannten Siitzen [I. Abh. Seite 748] bilden nun die Werthe 
W; und die Werthe W,-+ f, in ihrer Gesammtheit ein durchweg stetiges 
Werthsystem; so dass also z. B. in jedem Punkt s der Fliche o die Relation 
stattfindet: 
(7) Wi, = W.+ fa. 
Desgleichen werden auch die Werthe W. und W,—f,., zufolge jener 
Siitze, in ihrer Gesammtheit ein durchweg stetiges Werthsystem reprisen- 
tiren; so dass fiir jedweden Punkt s der Flache o die Relation zu notiren ist: 





(8) Wee — W, ues fe 
Aus (7) und (8) folgt durch Addition sofort: 
(9) Wi, + Was = 2 W,. 


Diese Formeln (7), (8), (9) gewinnen, falls man daselbst fiir W, die in 
(6) angegebene Bezeichnung /; substituirt, die Gestalt: 
Wa=f +h, 
(10) Was=fi — fy 
Wis + Was = 2fy. 
Analoge Formeln ergeben sich in analoger Weise fiir die Functionen 
WwW’, W”, W’’,---; so dass man, unter Wiederholung der Formeln (10), 


zu folgender Tabelle gelangt: 

*) Wenn z. B. in der zweiten Zeile der Tabelle (6) bemerkt ist, das im dortigen 
Integral enthaltene /’ solle = W, sein, so ist dabei offenbar unter s ein Punkt: des 
unter dem Integral befindlichen Elementes do zu verstehen. 








Ueber die Methode des arithmetischen Mittels. 7 


Wis =f, + fs, Wa=f. —f:; 
Wi. =f.’ +h, Wa=fs —fi, 
(11) Wi=t' +t’, \Wa=t —f, 
WwW; = fie’ + ee Ww. = fh’ — ’ agil 
etc. etc. 


Noch sei daran erinnert, dass die normalen Ableitungen der Fuanc- 
tionen W™) nach einem von mir bewiesenen Satz |Math. Annalen, Bd. 16, 
Seite 438] auf beiden Seiten der Fliche 6 im Allgemeinen einander gleich 
sind, dass also im Allgemeinen die Relation stattfinden wird: 

' aw” = aw) 
ay ee 

Einfiihrung der constanten A, und a. — Unter allen Werthen, 
welche / auf 6 besitzt, sei der absolut grésste mit M(f™) bezeichnet; 
so dass also die Formel zu notiren ist: 

(13) abs (f™) < M(f™), wo n=0,1,2,3,--- 
Markirt man nun auf der Fliche 6 irgend einen Punkt s, und bildet man 
das Integral 


£ fra), 


so wird der Werth dieses Integrals derjenige sein, der im Vorhergehenden 
bald mit W, bald mit f,’ bezeichnet wurde. Also: 


sd : 
fi=Wi=sz J f(dor. 
Hieraus folgt sofort: 
(14) abs fy’ < 5 | [abs /'] [abs (do),]. 


Nach (13) ist aber abs f< Mt(f). Somit folgt aus (14): 


(15) abs f,’< M(f) - B ] the (ae),| 


Der grésste Werth, den der hier in den eckigen Klammern enthaltene 
Ausdruck bei beliebigen Lagen des Flichenpunktes s anzunehmen vermag, 
wird offenbar eine der Flaiche 6 eigenthiimliche Constante sein. Und diese 
rein geometrische Constante mag [in Einklang mit unseren Festsetzungen 
Seite 4] mit A, bezeichnet werden. Alsdann gewinnt die Formel (15) 
die Gestalt: 


(16) abs f, < A, Mt(f). 
Nun ‘war s auf der Fliche o beliebig gewahlt. Und wir kénnen 
daher diesen Punkt s auf der Fliiche o beliebig verschieben, ohne dass 
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die Formel (16) ihre Giiltigkeit verliert. Mit andern Worten: Die Formel 
(16) wird giiltig sein fiir siimmtliche Werthe, welche die Function /’ auf 
der gegebenen Fliche o iiberhaupt besitzt. Demgemiiss kénnen wir dieser 
Formel (16) kurzweg die Gestalt geben: 


(17) abs f’ < A, M(f). 
In aihnlicher Weise wird sich offenbar ergeben: 
(18) abs f” < A, Mf"); 
und ebenso auch: 

(19) abs f’” < A, M(f”). 


U. s. w. U. s. w. 
Setzt man nun zur Abkiirzung Mt(f) =a, so ist nach (13): 


(a) abs f << M(f) =a; 
wihrend gleichzeitig die Formel (17) iibergeht in: 
(8) abs /’ <A, 0. 


Diese Formel (8) gilt fiir alle Werthe, welche abs /’ auf der gegebenen 
Fliche 6 iiberhaupt besitzt, und wird daher z. B. auch giiltig sein fiir 
den gréssten dieser Werthe. Auf Grund der fiir die Charakteristik Dt 
gegebenen Definition (13), ergiebt sich nun aus der Formel (8) sofort: 
Mf’) << A’a. Dies in die Formel (18) substituirt, erhalt man: 
(y) abs f” < A, A,a. 
Hieraus folgt z. B. Mt(f”)< A,A,a; und dies in der Formel (19) sub- 
stituirt, erhalt man: 
(0) abs f’"’ < A, A, A,a. 
U. s. w. U. s. w. 

Die Zusammenstellung all’ dieser Formeln (a), (6), (y), (0), ete. 
fiihrt zu folgender Tabelle: 


abs f <a, 
abs f’ <aA,, 
(20) abs f” < a A3, 
abs f°’ < aA}, 


etc. ete. 


Leicht lisst sich zeigen, dass die rein geometrische Constante A, > 1 
sein muss. Es ist nimlich offenbar: 


abs [tf (d 0).| << = / abs (d6),. 


Der hier in den eckigen Klammern stehende Ausdruck ist aber, nach (2), 
stets = 1. Somit folgt: 





. 
ooo 
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Nun bezeichnet aber A, [vgl. den Uebergang von (15) zu (16)| den 
gréssten Werth des hier in (21) auf der rechten Seite stehenden Ausdrucks. 
Somit folgt aus (21) sofort 1< A,, d. i. 


(22) A,>1.— Qed. 


§ 2. 
Die von Arthur Korn eingefiihrten Fundamentalfunctionen W”, 


Korn hat, statt meiner Fundamentalfunctionen W™, oder wenigstens 
neben denselben, gewisse andere Fundamentalfunctionen W) eingefiihrt, 
die mit jenen durch folgende einfache Relationen verbunden sind: 


W; = W,, W. = Wa, 
W; = Wi — W;, W. = Wi. + Wa, 
(23) Ww,” = W,” — Wi, W. = Ww. + Wi, 
WwW?" = W?"— W” Ww," = Wa" + We, 
etc. etc., etc. ete.; 


sodass also diese W“) zu t iden Seiten der Fliche o, d.i. in den Riumen 
3 und Y& durch verschiedene Formeln definirt sind. 

Liisst man in diesen Formeln (23) die Punkte ¢ und a unendlich 
nahe an einen auf 6 gelegenen Punkt s heranriicken, so erhalt man mit 
Hinblick anf (11) sofort: 








W.=f. +f, W.=f — fs, 
| Wis= fi” — hry Wa=f’ —f 
(24) Wi. = fr” — fi, Wi. =f" — fis 
Wee f’—f',  |Waepn—f’, 
etc. ete. | etc. etc., 


und hieraus folgt sofort: 
W;; — Woe — 2f., 





W;, — W.;:= 09, 





(25) Wi, — Wi. = 0, 
Wi; —Wai= 0, 
etc. etc.; 


sodass also W' W”, W’’,.-- (nicht aber W) zu beiden Seiten der Fldache 6 
eimerlet Werthe haben. 
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Die Formeln (24) linker Hand kann man in zwei Columnen bringen, 
indem man die geraden und die ungeraden W’s von einander sondert. 
Man erhialt in solcher Weise: 


Woh Of, WwW. wh —fe 

Ww.” =f” —f. Ww,” =f" —f"; 
(26) w® — f® i {wo it f i f® 

wenn pertn pen | yen jan_josa, 








und hieraus durch Addition: 
WWW + tO Kt, 
Rl +O + +R I +1, 

Wir kehren zuriick zu den urspriinglichen Formeln (23). Aus den 


beiden Formeln (23) erster Zeile ergiebt sich, mit Hinblick auf (12), sofort: 
aw, ew, 


(27) 


(A) =e 
; ow, , OW; aw 
(4) oe + ie 2a 


wobei es einerlei ist, ob man im Ausdruck aed unter W das W, oder 


das W; versteht. Ebenso erhilt man aus den beiden Formeln (23) 
eweiter Zeile: 





ow; ow; ow 

(B) SK 7s: 
ow' ow: ow’ 

, a e © 2 
(8) ov + Ge? Ge 


Desgleichen ergiebt sich aus den beiden Formeln (23) dritter Zeile: 
ow, @W,’ aw’ 








(C) dvd» ~*~ av”? 
aw, aw; aw” 

(C’) Ge te Fa 

U. s. w. — Hieraus ergeben sich nun weiter folgende wichtige Gleichungen: 
ow, ow, eae 
— 0, [namlich aus (A)f, 
ew, aw; aw, . aw, | ; 

(28) > = +> [aus (B) und (A), 
aw, dW; aw, aw; . 
oe Ge oe t+ Ze [aus (©) und (B)), 





ete. ete. ete. 





SO pn ee 
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§ 3. 
Ueber die den Fundamentalfunctionen Wi, W° zugehirigen 
Schwarz’schen Constanten [W;"], [W“"]. 
Sind fiir den Innenraum 3 irgend zwei Functionen gegeben: y;= (2,y,2) 


und y; = w(x, y, 2), so wird das iiber alle Elemente dr des Innenraumes 
~ ausgedehnte Integral 


: y eg; Ow, C9; 0%, 
(1) [vv =f (se Ox +; Oy oy ree 02 OY) ae 
zu bezeichnen sein als eine bestimmte den Functionen g; und y; zugehérige 
Constante. Sollte zufialliger Weise oy; = y; sein, so mag das betreffende 
Symbol [q;, g;] kurzweg mit [g;] benannt werden. Also: 
*((2%\7 , (297 , (2%? 
() (pd =food—f (2) + (G2) + (2) ) ae. 
3 


ey 


Analoges setzen wir fest mit Bezug auf den Aussenraum %. Sind 
niimlich fiir diesen Raum irgend zwei Functionen gegeben: gz = 9(«, y, 2) 
und % = V(x, y, 2), so wird das tiber alle Volumelemente dr des Aussen- 
raumes % ausgedehnte Integral 


eg QD, OW, 0g. oy 
9 a “6 a 
(2) [Pay Val = S Gea Ve +3 Oy + 3s 3s) % 


eine den Functionen g, und y, zugehérige Constante sein. Auch mag 
gesetzt werden: 


((2)) [pa] = (Pa, Pa] ={(() i Ga a (32) ') *. 
uw 


Endlich mégen diese Constanten (1), (2) speciell fiir die Korn’schen 
Functionen W”,W!” und W”,W® mit C®® und C )ezeichnet 
werden. Es mag also gesetzt werden: 


aw?) aw (2) 
one —_ [w., w?|= -{(° —— +.. : dt, 
3 


dx Ox 
(3) 
Ww (?) aw 
cM) [w, w?|— f(GE — <_4.. : dt; 
mT 


woraus mittelst bekannter Green’scher Transformationen sich ergiebt: 


Jaw = [w, w?| = — f w”) vin 3 dé, 


i Ov 


(4) 
lcm — fw, Wl] =+ [ws wer ° we. de, 
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die Integrationen ausgedehnt iiber alle Elemente do der gegebenen Fiche o. 
Offenbar sind diese Constanten in Bezug auf die Indices p, q symmetrisch, 
namlich: 


4, v(p,9) (9) (p,9) _ (ap) 
(5) Ch? == C und. C1?" = CO. 


Uebrigens gelten fiir diese Constanten noch mancherlei andere Formeln. 
Ableitung eines ersten Formelrystems. — Es sei zuvérderst erinnert 
an die bekannten Gleichungen [Seite 9 (25) und Seite 10 (28)];: 


(A) W?do=W de, — (p=1,3,3,--» 
ew, ew, 
(B) und j; ~ Fe =*- 


Multiplicirt man nun die Formel (B) mit dem Ausdruck (A), und integrirt 
man sodann iiber alle Elemente do der gegebenen Fliiche 6, so erhiilt 
man sofort: 


ow 
fwo y o— fw Ov ‘d6e= = 0, (p=1,2,3,---), 


also mit Hinblick auf (4): C®® + C%° = 0, oder was dasselbe ist: 
(6) e- + cc =0, (p=1,3,3,---); 
sodass sich also folgendes Formelsystem ergiebt: 


a + cc _ 0, 
_ a +} a hoe 0, 


(7) 
qm) 4 3) 9 
etc. ete. 
Ableitung eines zweiten Formelsystems. — Es sei erinnert an 
folgende Gleichungen [Seite 9 (25) und Seite 10 (28)]: 
g g (4 

(2) Wet de = W?tde, — (p=0,1,2,3,--, 

P owyt 1) aweth ew ew 
(B) —— —, (g=0,1,2,3,--+), 


‘Ov ~~ lS ov 


Multiplicirt man nun diese Formel (8) mit dem Ausdruck (%) und integrirt 
sodann iiber alle Elemente do der gegebenen Fliiche 6, so erhiilt man: 


° ewer) ewer) 
puerto. .—fuer <= do = 


as 


sid aa, 
i r(p+1) © "a - (p+) é < 
—{ wet) © de a, wets ~ ae, 
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also mit Hinblick auf (4): 


(©) cetsety +}. Cietnetn = cet - gers, (p,9=0,1,2,8,---), 


Fiihrt man nun zur augenblicklichen Abkiirzung die Bezeichnungen ein: 
5?) —_= or aa a, 


(®) (@, 8) (a, 8) (4, 8) 
A _ C, a, C; ? 
so gewinnt die Formel (€) die Gestalt: 
(€) Le+Le+l) — Arts), (p,9=2,1,2,8,-+-). 


Bekanntlich ist owe  [vgl. (5)| symmetrisch in Bezug auf a und B. Gleiches 
gilt von C\”. Und gleiches gilt daher nach (D) auch von £“” und 
A“?), Beachtet man dies, und beachtet man ferner, dass die Zahlen p 
und q beide denselben Spielraum 0, 1, 2, 3,---+ besitzen, so erkennt man, 
dass die in der Formel (€) auftretende Griésse X'?+42+ in Bezug auf 
ihre beiden Indices symmetrisch ist. Diese Grésse bleibt nun aber nach 
jener Formel (€) ungeiindert, wenn man ihren zweiten Index um 1 ver- 
mindert, und dabei gleichzeitig den Buchstaben = in A umwandelt. Folglich 
wird sie, in Anbetracht jener Symmetrie, auch dann ungeiindert bleiben, 
wenn man ihren ersten Index um 1 vermindert, und dabei wiederum & in 
A umwandelt. Kurz, jene Symmetrie fiihrt zu der Einsicht, dass parallel 
der Formel (€), auch folgende Formel stattfinden wird: 


(S) yY(et+1e+1) — Alat+), (p,9=0,1,2,3,---). 
Aus (€) und (%) folgt sofort: 
(€%) Alpet+) = Ae+19, (p,qg=0, 1, 2,8, -++) . 


Um einen Schritt vorwiirts zu kommen, wollen wir jetzt in (€) die 
Zahl p-+-1 durch p ersetzen. In solcher Weise erhalten wir: £°%¢+)—=A(9, 
oder was dasselbe ist: 


(G) . Al?) == F(re+)), ty Ol ) , 


9=0,1,2,3,--- 
wo q nach wie vor den Spielraum 0, 1, 2, 3,--- besitzt, wihrend p auf den 
etwas engeren Spielraum 1, 2, 3,--- beschrinkt ist. In Anbetracht dieser 
verschiedenen Spielriume von p und g wird zu sagen sein, dass die linke 
Seite A‘ der Formel (G) in Bezug auf ihre Indices p und q einer voll- 
kommenen Symmetrie ermangelt. Doch kann man eine solche vollkommene 
Symmetrie leicht dadurch herstellen, dass man den Werth gq =O ganz 
fallen liisst, der Formel (G) also die Gestalt giebt: 

(9) Alrd) == TlPetY), — (p,g=1,2,3,---). 

In dieser Formel () erfreut sich nun in der That die linke Seite A‘ 
in Bezug auf ihre Indices » und g einer absolut vollstiindigen Symmetrie. 
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Diese Grésse A‘® bleibt nun aber, nach der Formel (), ungeiindert, 
wenn man ihren zweiten Index um 1 vermehrt, und dabei gleichzeitig A 
in = umwandelt. Folglich wird sie in Anbetracht jener Symmetrie, auch 
dann ungeindert bleiben, wenn man ihren ersten Index um 1 vermehrt, 
falls man dabei nur wiederum A in £ umwandelt. Somit ergiebt sich, 
dass, parallel zur Formel ($), auch folgende Formel stattfinden wird: 


(3) Aled = Lle+1,9), (p,9@=1, 2, 8, - - -) : 
Aus () und (9) folgt sofort: 
(D3) y(p,e+1) = Lie+h9 | (p,qg=1,2,3,---). 


Ersetzt man = und A durch ihre eigentlichen Bedeutungen (D), so 
erhalten die gefundenen Formeln (€%) und ($9) folgende Gestalt: 
(®) -* eae oe — oo = agree, (,9=0,1,2,3,-+-), 
(2) ee a cers — er 4- qerse, (p,g=1,2,3,---). 
Hieraus aber folgt durch Subtraction und Addition sofort: 
(8) queers =— ala (p,Q=1,2,3,---), 
(9) or —_ oe, (p,9=1,2,3,---). 


Auf Grund der Formel (8) gelangt man, wie leicht zu iibersehen ist, zu 
den einzelnen Zeilen folgenden Systems, abgesehen von der ersten Zeile: 


(2) (1,1) 
Dr = CF"; 
(3) (1,2) (2,1) 
DP = C7" = CP", 
(10) pD® = a%) — o®) ce), 
Dp” —— oo) = Cm? on c® ae = c* ” 


etc. etc. ete. 





Hier sind die D,s als blosse Abbreviaturven anzusehen fiir die Werthe 
der Gréssen rechter Hand. Demgemiiss ist z. B. die erste Zeile des 
Systems (10) ohne nennenswerthen Inhalt; sie sagt nur aus, dass die 
Constante a weiterhin mit D® bezeichnet werden soll. 

Ferner ergeben sich aus der Formel (9) die einzelnen Zeilen folgen- 
den Systems, abgesehen von der ersten Zeile: 





D® = og ad 
3) wv, 2) v2, D) 
D; pea C, a C; ? 
(11) D” = hae = 0%) a oe), 
D® — = 4) = Cc , 3) =o )2) =o”, 
etc. etc. ete. 


the 
des 
die 


en- 





ow EL 
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wo ebenfalls die D,’s blosse Abbreviaturen sind; sodass also auch hier 
die erste Zeile eines tieferen Inhalts entbehrt. 

Ableitung eines dritten Formelsystems. — Man kann die Formel 
(©) Seite 13, indem man ihre Glieder etwas anders ordnet, auch so 
schreiben: 


(12) — - wrn te — —— eo" =(0, (P, ¢=0, 1, 2,3,---) , 
Hieraus folgt z. B. fiir p= gq = 0: 
(f,) (Cc 1) + cm) + — Bas "7 mt «ae 

0 t a i a 7 


Giebt man ferner in (12) den Zahlen p,q solche Werthe, deren 
Summe = 1 ist, d. i. die Werthe 0, 1 und 1, 0, so erhilt man: 
(c% 2) + oo ») & (ce »1) — co ») == 0, 
(f,) (c® D4 Oe ») + (c® 1) a ) eer oF, 


Giebt man endlich in (12) den Zahlen p, q solche Werthe, deren 
Summe = 2 ist, d. i. die Werthe 0,2 und 1,1 und 2,0, so erhilt man: 


(Cc? + e* + (ce —_ cy) a@ 

i a i a ? 

(£) (c*” 4. om) 4 (c® a o* » anit, 
(co? + C&) + (C% — C®) = 0. —* 

U. s. w. U. s. w. — Unter diesen Formeln (f,), (f,), (f), ete. sind 
die mit einem Stern (+) versehenen Formeln mit Gliedern behaftet, die 
den Index 0 enthalten, und die daher durch unsere Abbreviaturen D;, D,, 
(10), (11) nicht darstellbar sind. Die dbrigen Formeln aber sind ohne 


Weiteres fiir jene Abbreviaturen geeignet. Und zwar ergeben sich in 
solcher Weise die beiden ersten Zeilen folgenden Systems: 


(D® + D®) + (D® — D®) =O, [ergiebt sich aus (f,)], 
(D® 7s De) + (D® _ D*) =0, [ergiebt sich aus (f,)], 
(13) (D' D® + + DY) + (D® — Dd) _ 
( D® + D*) + ( Dp” — Dd) 


etc. etc. etc., 





dessen iibrige Zeilen in analoger Art zu erhalten sind. Diese Formeln 
(13) lassen sich zusammenfassen in der Generalformel: 


04) (DE-DE) + (DP — DY) =O, mrss 


? 


= 
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Bemerkung. — Aus der zuletzt angestellten Betrachtung (12), (13), 
(14), ergiebt sich, dass der Inhalt der Formel (12) durch die Gleichungen 
(18) oder (14) noch keineswegs erschépft ist. Vielmehr sind dabei noch 
iibergangen die in (f,), (f,), (f,), ete. mit einem Stern (*) bezeichneten 
Gleichungen. Diese letzteren liefern folgendes Formelsystem: 


(DP + DP) + (cf — Cf) — 0, [vgl. ()], 

(D® + D®) + (ce — o%%) 0, [vgl. (f)], 

(DM! + D®) + (c% — c@) —0, [vgl. d)], 

etc. etc. ete. 

Zur weiteren Abkiirzung dieser Formeln (15) kénnte man versucht 
sein, die Constante C{% , 0%, C& ete. und CO, C@%, C&2)  ete. 
respective mit dD, D®, Dp etc. und DD, D®), D®, ete. zu be- 
zeichnen. Das aber wiirde ganz wnzuldssig sein. Denn es wiirde z. B. 
das in solcher Weise definirte D® — c@ villig verschieden sein von 
der schon vorhin, in (10) definirten Constanten pD® = cfd), 


Uebrigens wird von diesen Formeln (15) im Folgenden kein Gebrauch 
gemacht werden. 


§ 4. 
Ueber einige Siitze, die aus der Poincaré’schen Raumtransformation 
sich ergeben. 


Poincaré hat in seiner schon genannten Abhandlung eine gewisse 
Raumtransformation angegeben, und aus dieser Transformation, zum Theil 
unter Anwendung des Dirichlet’schen Princips, wichtige Folgerungen ge- 
zogen. Von diesen Folgerungen wollen wir drei Sitze herausheben, und 
zwar drei Sitze, bei deren Ableitung das Dirichlet’sche Princip keine Rolle 
spielt, die also von der Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit dieses Princips villig 
unabhiingig sind. Im Anschluss an die bisher betrachtete geschlossene 
Flache 6, kénnen diese drei Sitze folgendermassen ausgesprochen werden: 

Erster Poincaré’scher Satz. — Es sei ; irgend eine Fundamental- 
function des Innenraumes 3 der Fliiche 6. Ferner denke man sich eine 
Constante y der Art bestimmt, dass das iiber die Fliiche 6 ausgedehnte Integral 


(1) [@—nds=0 
ist. Alsdann wird folgende Formel gelten: 
(2) { @—p)de < G,[9)). 


Hier bezeichnet G, eine der Fliiche 6 zugehirige Constante, wiihrend |%;| 
oder [®;, ®,| die im ((1)) Seite 11 angegebene Bedeutung haben soll. 





On 
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Dieser Satz wird im Folgenden nur einmal gebraucht werden, und 
zwar auf Seite 22. In den Integralen (1) und (2) sind offenbar unter ® 
diejenigen Werthe zu verstehen, welche die betrachtete Fundamental- 
function ®; auf der Fliche o besitzt. 

Zweiter Poincaré’scher Satz. — Es sei D, irgend eine Fundamental- 
function des Aussenraums X der Fliiche 6. Ferner denke man sich eine 
Constante 0 der Art bestimmt, dass das Integral 


(3) [@—s)do=0 
ist. Alsdann wird die Formel stattfinden: 


(a) | @—ay as < H, (04), 


wo H, eine der Fliche 6 eigenthiimlich zugehirige Constante bezeichnet, 
wahrend |_| oder [P.,_| die im ((2)) Seite 11 angegebene Bedeutung hat. 

Dieser Satz ist hier nur der Vollstindigkeit willen aufgefiihrt; er 
wird im Folgenden gar nicht gebraucht werden. In den Integralen (3) 
und (4) sind offenbar ® diejenigen Werthe, welche die betrachtete Func- 
tion ®, auf 6 besitzt. 

Dritter Poincaré’scher Satz. — Es seien 2; und %, Fundamental- 
functionen respective fiir 3 und U; und zwar migen diese beiden Functionen 
auf der Fliche 6 einerlei Werthe haben. Alsdann wird folgende Formel 
gelten: 


(6) ar S BY <4 





wo J, eine der Fliche 6 quinniains Constante vorstellt, wihrend [®;| 
und [P| die in ((1)) und ((2)) Seite 11 angegebenen Bedeutungen haben sollen. 
Aus der Formel (5) folgt iibrigens sofort: 


. 1 aiities cm 

(6) : ay, = J,, mithin: J,> Vi 
Setet man also 2J, = K,, so ergiebt sich: 
(7) K,>Yy2>1. 

Gleichzeitig wird die Formel (5) bei Einfiihrung dieser neuen Constanten 
K, = 2d, die Gestalt erhalten: . 
(8) z< <2 < x. 

[®.] 


Dabei sei noch wie bemerkt: Die positive Constante K, jst 


[nach (7)]>Y2. Und im Anschluss an diese Constante soll nun weiterhin 
eime neue Constante L, eingefiihrt werden mittelst der Formel: 


Mathematische Annalen. LIV. 


ro 
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9 pA ake 
(9) aes K,+1 ’ 
sodass also dieses L, ein positiver dichter Bruch sein wird. 

Dieser dritte Poincaré’sche Satz wird im Folgenden nur einmal zur 
Anwendung kommen, und zwar auf dieser selben Seite bei (11). 

Die in den Poincaré’schen Sitzen*) auftretenden Constanten G,, H,, 
J,, K,, I, sind durchweg der gegebenen Fliche 6 eigenthiimlich zu- 
gehérig. Sie sind zu bezeichnen als rein geometrische Constanten. |Vgl. 
Seite 4]. 


§ 5. 
Ueber gewisse Schranken fiir die Werthe der Constanten 
[wy | und [we |. 
Unter Anwendung zweier ganz beliebiger Constanten « und B, mégen 
aus den Korn’schen Fundamentalfunctionen Ww, _ und w” ; -* 


folgende neuen Fundamentalfunctionen gebildet werden: 
o = «aW” + pwet?, 

®, _ «aw oo pwr, (n=1, 2,8, ---), 
Nun ist bekanntlich |vgl. (25) Seite 9] auf der Flache o: 


jw; = WwW" und W"t? — wer (weil n=1,2,3,---), 
7s 3s as 


(10) 


as 


| mithin auch M;, = ®,,. 


Demgemiiss erhilt man, auf Grund des dritten Poincaré’schen Satzes (8), 
folgende Formel: 


(11) 


(10a) 


teller. 
k,=[%)= *’ 


und hieraus ergiebt sich sofort: 

{ K,|%:] = [®.] und 

| K,[%.] > [1]. 
Um die in diesen Formeln (11), (12) enthaltenen Constanten |[9;| 
und [®,] naher kennen zu lernen, notiren wir zuvérderst die aus (10) 
entspringende Gleichung: 

do, aw” ewe) 


~—>« —_-—: 
Ox Ox Ox 


(12) 





*  *) Was die Ableitung und Begriindung der drei Poincaré’schen Sédtze anbetrifft, 
so mag hier nur verwiesen werden auf die schon friiher (Seite 2) genannte Poincaré’sche 
Abhandlung. 
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Aus dieser und ahnlichen Gleichungen folgt sofort: 


a)* 0%)", (09; awe) | awetn: 
L(G +(5) +(52) )ar ={(es +6—Gz-) +--)ae, 
3 

also mit Hinblick auf (1), ((1)) Seite 11: 
[>] =[%:, 0] = o*[ Wi”, WP? ]+206[ Ww)”, We? | + ele), wit], 
also unter Anwendung der in (3) Seite 11 eingefiihrten einfacheren Be- 
zeichnungen: 

[0] = a CO” 4 2aBC™*tY 4 geCetnaty 
oder endlich mit Riicksicht auf (10) Seite 14: 
(13) [(O] = &@ DE” + 2ap Dt? 4 Det, (n=1,3,3,--); 


denn es ist zu beachten, dass die Zahl m, nach der in (10) getroffenen 
Festsetzung, auf den Spielraum 1, 2, 3,--- beschrinkt sein soll. 
Analog mit (13) wird sich nun offenbar auch folgeade Formel ergeben: 


(14) [@.] = a DO” + 2p DE"t) 4 BeDE"t), — (n=1,3,3,--, 


wo die D, die in (11) Seite 14 angegebenen Constanten sind. 
Substituirt man diese Werthe (13), (14) in den Formeln (12), so 
erhalt man sofort: 


K, [ «De 4. 2a8 D° n-+-1) + B D° i [a? _ + 2apD° n-+1) 4 p:D® eet : 


K, | a? De + 2a p De" + B De i” - [ «De +2up D® n-+1) + B De tin . 


Diese beiden Formeln gelten nun fiir ganz beliebige Werthe der Constanten 
«, 6. Man kann also in beiden Formeln, oder, falls es beliebt, auch nur 
in einer derselben, an Stelle von «, B beliebige andere Constanten setzen. 
Schreibt man nun die beiden Formeln von neuem hin, indem man dabei 
in der zweiten 6 durch — £ ersetzt, so erhialt man: 


a |K, DY”—D*” | + Qa | K, D° ~t)__ pe te +p |x, De ~t)_p@ -— > 0, 
2 | K, DY” —D®” | me Quep | K, p® n+1)__ ne — +6 [x p® n+?) __ pe _— > 0, 
9 «a t 9 @ i ga é = 
und hieraus durch Addition: 
as) a® (K,—1) (DP” + D®”) + 2a8 (K, +1) (DP"**” —DE"*”) 
+ B(K,— 1) (De"* + = > 0, (fir n=1,2,3,---), 
Setzt man jetzt zur augenblicklichen Abktirzung 


(16a) DE + DE” —s und Det 4 Det — 7, 
9* 
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und beachtet man, dass » eine der Zahlen 1, 2, 3,--- vorstellt, so wird 
zufolge der Gleichungen (13), (14) Seite 15: 
(16b) ppt) — Pt on — 7; 

i @ ? 


sodass also die Formel (15) die Gestalt erhilt: 

(17) a*(K,—1) 8 — 246(K,+1) 7 + #(K,—1)T>0, 

eine Formel, die man unter Anwendung der in (9) eingefiihrten Con- 
stanten LZ, offenbar nur so schreiben kann: 


2 € T ely, 


In dieser Formel (18) kénnen nun die Constanten «, B, ebenso wie 
in den friiheren Formeln, ganz beliebige Werthe haben. Man kann also 
z. B. a= L, und 6B = 1 setzen. In solcher Weise ergiebt sich: 


I—2F4+520, ai B25 


g 9= 8g? 
oder ein wenig anders geschrieben: 
, T 2 
(19) S < L, ? 
oder, falls man hier fiir S und 7 ihre eigentlichen Bedeutungen (16a) 
substituirt: 
(20) pert 4 yr < L* (DE + DP”), (wo n=1,2,3,---), 

Nun ist: 
p*” _ ow” oo | wy” Ww” | os | w:”| p 

i é e? é i ? 
wie sich solches successive ergiebt aus (10) Seite 14, aus (3) Seite 11 
und aus ((1)) Seite 11. Es ist also D?” = [ wy”, und ebenso offenbar 
auch y = [wo]. Substituirt man aber diese Werthe von | * ‘ a 
in (20), und fir D°*t”, D&"*” die analogen Werthe, so erhilt man: 


(21) ieee de ee < L’ (|W. + [ we” }), (a=, %,3,---). 
Die Constanten [ wi”, [wo | sind ihrer Natur nach alle positiv 


[vgl. ((1)), ((2)) Seite 11]. Wir wollen uns nun eine neue positive Con- 
stante AX in solcher Weise festgesetzt denken, dass 
(a) [W,] + [(W_] = 27a 


ist. Zu dieser Formel (a) fiigen wir hinzu die aus (21) successive fiir 
n = 1, 2,3,--- entspringenden Formeln: 
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[W."] +(W.] <L(Wi] + [W.)), 
(6) [Wi] + [W."] <L5((Wi"] 3+ [W.')), 
[wi] + [we] < 23 (we?) + [we-*). 


Multipliciren wir nun all’ diese Formeln (@), (8) mit einander, so erhalten 
wir sofort: 


(22) [wy] + [wi] < Ee, (wo n=1,2,3,---), 
Die Constanten [wy], [ we” sind, wie soeben bemerkt wurde, alle 
positiv. Somit folgt aus der Formel (22) a fortiori: 
[ w.”] <2a. 
ij="9 


(23) [wi] < L’* A, (n=1,2,8,---). 


Diese beiden Formeln (23) in denen & eine bestimmte positive Con- 
stante vorstellt [vgl. («)|, kénnen fiiglich als Schranken bezeichnet werden, 
denen die Werthe der [ Ww.” und [ we” | unterworfen sind. Die in diesen 


Formeln auftretende rein geometrische Constante Z, ist bereits friiher 
besprochen; sie ist ein positiver dchter Bruch, |vgl. (9) Seite 18]. 


g§ 6. 
Ueber gewisse Schranken fiir die Werthe der Korn’schen 
Fundamentalfunctionen W% und W®, 


Es sei zunichst erinnert an die Definition der Functionen W™) und f™ 
[vgl. (6) Seite 6]: 


[we = [1° a@o,, 


(1) 
| fet _ iia = w, (n=0,1,2,3,---), 


sowie auch an die betreffenden Flachenformeln [vgl. (11) Seite 7]: 
Wi = ft + 1°, 
(2) | Ww — ¢°t) _ -, mithin: 

We We = 2fF) = 2W™, — n= 0,1,2,3,--9. 





Ferner sei erinnert an die Definition der Korn’schen Functionen W“” 
[vgl. (23) Seite 9]: 
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(n) (n) —1) 
w" _ w - w" . 


a 


(3) a 
We = Wt We”, 0=1,3,3,--, 


und an die zugehérigen Fliachenformeln [vgl. (24), (25) Seite 9]: 
Wid ft — 60-9, 
(4) Wo am ft) _ fe—) mithin: 
Ww” — Ww = 0, — =1,,3,--9. 
Man denke sich nun eine Constante y™) der Art bestimmt, dass das 
Integral 
(5) fowe—yo) de gerade = 0 ist; (n=1,2,8,---), 


Ob man hier unter W” die W" oder die W" sich denkt, ist nach (4) 
gleichgiiltig. 
Wir stellen uns nun die Aufgabe, den Werth des Integrals: 


(6) Pr) =F (WM—yM)do, = (n=1,2,3,--), 
sowie auch die Werthe der Fundamentalfunction: 


n 1 
(1) 9% — 2 f(WH—yey(de).,  wanae-, 


einer genaueren Untersuchung zu wunterwerfen. Selbstversténdlich soll hier 
(do), die in (1) Seite 5 angegebene Bedeutung haben. 

Da y™ der Bedingung (5) unterworfen ist, so subordinirt sich das 
Integral [™ (6) ohne Weiteres dem ersten Poincaré’schen Satz (Seite 16); 
und man erhilt also: 


(8) r™ -| (w®—y)? de < G, [w.”|, (n=1,2,8,---) 
und hieraus folgt mit Riicksicht auf (23) Seite 21: 
(9) r™ -| (w” —y") dé < 1 G, zm", (n=1,2,8,---), 


Wir gehen iiber zu Q2™ (7), — Ebenso wie die Werthe der Funda- 
mentalfunction W™ innerhalb 6, auf « und ausserhalb 6 respective mit 


, w und w bezeichnet sind, ebenso mégen auch die Werthe der 
durch die Formel (7) definirten neuen Fundamentalfunction Q” mit 
2, Q” und Q benannt werden. Auch sollen die Doppelindices is und 


as bei Q™ genau in demselben Sinne angewendet werden, wie friiher. 
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Markirt man nun auf der Fliche 6 irgend einen Punkt s, so wird 
Q™ daselbst den Werth haben: 


s 


) m1 (rm _ pm m 
(10) Qy — id (W —=—_ ) (de),, (n=1,2,3,---), 
Hieraus folgt nach bekanntem Satz [vgl. (2) Seite 5]: 
m1 [wo (n) 
Q° = fw (do), —y, 


oder, falls man fiir W™ seinen Werth (4) substituirt: 
(n) 1 mts 1 [° n—1) (n) 

Q m= 2 f ft? (do), — 2 f fo), — 9, omnns-r- 
Diese letzte Formel kann man, mit Hinblick auf (1), auch so schreiben: 
Q” ae wety pe we-» an y” ouhan-3 
8 8 8 ? i ai ’ 


oder auch so: 
Qe — fet? — -) — (n=1,2,8,---), 


8 ? 


Die rechte Seite dieser Formel ist, wie ein Blick auf (4) erkennen lisst, 
in einfacher Weise ausdriickbar mittelst der Functionen W. Man erhilt 
in solcher Art: 


; (n) (n+ 1) (n) 
(11) = W, —_— Y ’ (n=1,2,3,--+) 5 


und dies diirfte wohl der einfachste Ausdruck sein, den man auf dem hier 
eingeschlagenen Wege fiir den Integralwerth (10) zu erlangen im Stande ist*). 

Wir werden nun aber diesen Integralwerth (10) in den beiden folgen- 
den Paragraphen von Neuem, und zwar auf einem ganz andern Wege 
untersuchen; und dabei zu der Einsicht gelangen, dass derselbe der Formel 
entspricht: 


(12) abs Q" < BA", (m= 1,,8,--9; 

hier sind’ 8 und A, positive Constanten; wnd zwar ist A, ein positiver 
tichter Bruch, der, falls es beliebt, identificirt werden kann mit VL,, wo 
L, die in (9) Seite 18 angegebene Bedeutung besitzt. 


Diese Kenntniss (12) einstweilen antecipirend, erhalten wir nun aus 
(11) und (12) sofort: 


(13) abs (WET? — 7) < Bay, w= 1,3,8,--9 
Ob man hier unter = den Werth 


(14) = oder den Werth wee" 


* 


) Man vergleiche, was weiterhin in (14) iiber die W’s gesagt wird. 
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versteht, ist einerlei. Denn diese beiden Werthe sind nach (4) unter- 
einander identisch. 
Bemerkung. — Blickt man auf die einfachen Betrachtungen des 
gegenwiirtigen Paragraphen zuriick, so erkennt man sofort, dass bei 
Ableitung der Formel (i1) keinerlei Kenntniss iiber den Werth der 
Constanten y” vorausgesetzt ist, dass also diese Formel (11) giiltig sein 
wird fiir ganz beliebige Werthe von y™). 
Die Formel (12) hingegen, deren Ableitung in den beiden folgenden 
Paragraphen gegeben werden soll, ist, wie sich dort herausstellen wird, 


nur allein dann giiltig, wenn man unter y jene ganz bestimmte Con- 
stante versteht, die der Formel (5), mithin z. B. auch den Formeln (8), 
(9) entspricht. 

Um die Hauptsache hervorzuheben: Von den beiden Formeln (11), 
(12) ist die zweite nur allein giiltig fiir jene ganz bestimmte der Glei- 


chung (5) entsprechende Constante y. Und dies tibertriigt sich selbst- 

verstiindlich auf die aus (11), (12) abgeleitete Formel (13). 
Nun ist were eine Fundamentalfunction des Raumes $. Die extremen 
Werthe einer solchen Function im Raume 3 (d. i. ihr grésster und ihr 
kleinster Werth) sind aber bekanntlich stets an der Grenze dieses Raumes 


d. i. auf der Flache 6 anzutreffen [I. Abh. Seite 724]. Folglich werden 
die Werthe 


(n-+1) 
wet, 


ihrer Grésse nach, gelegen sein zwischen den auf der Fliche 6 vorhan- 
denen Werthen 


(n-+1) 
wet, 


Demgemiss ergiebt sich aus (13) sofort: 
(15) abs of le — y) <8 a’, (n=1,2,8,---). 


Andrerseits ist _* eine Fundamentalfunction des Raumes Y&. Und 
die extremen Werthe einer solchen Function sind bekanntlich wiederum 
auf der Grenze des Raumes, d. i. auf der Flache 6 anzutreffen, [I. Abh. 


Seite 730]. Demgemiss gelangt man, auf Grund der Formel (13), auch 
zu folgender Formel: 


(16) abs (wort — y) < BAY, m= 1,2,8,.-), 


wo unter a jeder beliebige Punkt des Raumes a zu verstehen ist, ebenso 
wie man in (15) unter ¢ jeden beliebigen Punkt des Raumes 9 sich 
denken kann. 

Nimmt man nun insbesondere in (16) fiir a einen wnendlich fernen 
Punkt, so wird nach bekanntem Satze [I. Abh., Seite 739, zweiter Satz|: 
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= = 0; so dass sich also durch Anwendung der Formel (16) auf 
einen solchen unendlich fernen Punkt a folgendes Resultat ergiebt: 


(17) abs y < Bar, (w=1,3,8,--. 
Solches constatirt greifen wir nun zuriick zur Formel (11): 
(18) WEF 9) 49, (ent,3,--93 
aus der sich sofort ergiebt: 
abs W""t” < abs y” + abs Q”. 


Substituirt man hier auf der rechten Seite die Werthe (17) und (12), so 
erhalt man: 


(19) abs W"+) < 282" = (r) att (at2.8,-9, 


An Stelle von 8 wollen wir jetzt eine neue positive Constante © ein- 
fiihren, die der Anforderung entsprechen soll: 


(20) ~ <6; 
g 
und diese neue Constante © wollen wir uns so gross denken, dass sie 


nicht nur der Anforderung (20), sondern gleichzeitig auch folgender 
Formel entspricht: 


(u) abs W; < GA,, 
welche Lage man dabei dem Punkte s auf der Flaiche 6 auch immer zu- 
ertheilen mag. — Fiigen wir zu dieser Formel (u) noch hinzu die aus 


(19), (20) fiir » = 1, 2, 3,--- entspringenden Formeln: 
abs W,’ < ©2?, 
(v) abs W,” < 23, 
etc. etc., 

so gelangen wir, auf Grund all’ dieser Formeln (u), (v), zu folgender 
Generalformel: 
(21) abs W") < CA", (m=1,3,3,--9, 

Aehnlich wie vorhin ist nun zu bemerken, dass die w”, =, ihrer 
Grésse nach, alle gelegen sind zwischen den Werthen righ Somit ergeben 


sich aus (21) die allgemeinern Formeln: 
{ abs W.” < ©", 
| abs w” < Ci’, 


(22) 
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Diese Formeln (21), (22) werden zu bezeichnen sein als gewisse 
Schranken fir die Werthe W”, W”, W, d. i. als Schranken fiir simmt- 
liche Werthe der hier betrachteten Fundamentalfunction W”. 


Beilaufige Bemerkungen. — Wir haben soeben die Fundamental- 
function (7): 


. £ ' 
() Qo) = z f ow —y) do),, (w= 1,2,8,--9, 
e 


betrachtet, und ihre Werthe Q”) fiir alle auf o gelegenen Punkte s 
naher bestimmt, [vgl. (11)]. Leicht lasst sich aber auch tiber diejenigen 
Werthe niihere Auskunft erlangen, welche diese Function innerhalb und 
ausserhalb o besitzt. — Aus («) ergiebt sich nimlich sofort: 


Q”) — x fw (de), — 2y, ] 


1 
Qf) = 2 f Ww (do), ; 


falls man nur den Satz (2), Seite 5 in Anwendung bringt. Auf o ist 
aber nach (4): W™ = f+» — ¢—»_ Somit folgt: 


Q'") = ff f° de); — tf f° (do), — 27"), 
Q”) = xf fot" @o,—— af f"— de),, c 


oder mit Hinblick auf (1): § 


i aa 





” | 20) = Wet) — wier—D_ 94, , : 

Q” — wer) — we-, (n=1, 2, 3,---), ( 

Hiermit sind die Werthe der Function Q” in beliebigen Punkten i wnd a : : 
ausgedriickt durch -die dortigen Werthe der Functionen wt) und s 
wed vr 

: 

Leicht kann man schliesslich, von diesen Formeln (f) aus, von a 
Neuem hingelangen zu der schon in (11) erhaltenen Formel. Es ist By 
namlich nach (2): a 

(y) aw”) _ Ww + Ww; ‘4 L 

und ebenso ist offenbar auch: | 

(8) 2Q@ — Qi”) 4. Q@). 

( 

Substituirt man hier in (6) auf der rechten Seite die aus (f) sich er- 

gebenden Werthe, so erhalt man: A : 

‘ 

(e) 2Q@) — wer! _ -we-* + with a we-) = 2y™, RY 
(n=1, 2, 3, ---). iy 

Nach (2) ist aber: o f 

f wet — gore 4. ferry f Wert) — fir+ _ = ferry bs; ( 
q ry ’ s ’ cB 
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mithin: 
wer) + wath om aft, 


WE? + WE? = 270. 


Dies in (e) substituirt, erhiilt man: 


(0) 2 Q) iad aft?) = af”) = ay, 
oder mit Hinblick auf (4) 
(n) QM) — Wet) _ YM, (n= 1, 2,3,-+-). 


Dies’ aber ist die Formel (11). — Q. e. d. 


8 6A. 


Nachtriglicher Beweis einer im vorigen Paragraph ausgesprochenen 
Behauptung. 


Um die in (12) Seite 23 ausgesprochene Behauptung wirklich be- 
weisen zu kénnen, miissen wir zuvérderst gewisse der gegebenen Fiche o 
eigenthiimlich zugehérige Constanten 6,, a,, B, einfiihren. 

Die Constante 6, definiren wir durch die Formel 


6, =f do; 


so dass also 6, die Grésse der gegebenen Fliche o (ihr Areal) darstellt. 

Was ferner die Constante «, betrifft, so beschreibe man um irgend 
einen auf 6 gelegenen Punkt s eine Kugel, und denke sich sodann den 
Radius dieser Kugel so weit verkleinert, bis alle innerhalb derselben be- 
findlichen Flaichenelemente dé um weniger als 45° gegen die in s an 6 
gelegte Tangentialebene geneigt sind. 

Fiir jedweden auf 6 liegenden Punkt s ergiebt sich in solcher Weise 
eine Kugel von bestimmtem Radius. Und der -leinste von all’ diesen 
Radien mag mit «, bezeichnet werden. 7 

Was.endlich die Constante 6, anbelangt, so denke man sich zwei 
gleichgrosse Kugeln, welche die gegebene Fliche 6 in ein und demselben 
Punkte s beriihren; der Art, dass die Beriihrung der einen Kugel von 
Innen, die der andern von Aussen stattfindet. Im Allgemeinen wird ein Theil 
der Fliiche 6 innerhalb der einen Kugel liegen. Méglicherweise aber kann 
gleichzeitig ein anderer Theil der Fliche 6 innerhalb der anderen Kugel 
gelegen sein; denn die Fliche o kann ja méglicherweise im Punkte s 
eine sattelférmige Gestalt haben. — Wir wollen nun aber jetzt den gemein- 
schaftlichen Radius der beiden Kugeln so weit verkleinern, bis weder in 
der einen noch in der anderen Kugel irgend ein Theil der Flache 6 an- 
zutreffen ist; so dass alsdann simmtliche Punkte der Fliche 6, mit alleiniger 
Ausnahme des Beriihrungspunktes s, ausserhalb der beiden Kugeln liegen. 
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Fiir jedweden auf 6 gelegenen Punkt s erhilt man in solcher Weise 
ein Kugelpaar von gewissem Radius. Und der kleinste von all’ diesen 
Radien mag mit 8, bezeichnet werden. 

Bemerkung. — Selbstverstindlich setzen wir voraus, die gegebene 
Fliiche 6 sei von solcher Beschaffenheit, dass die soeben definirten Constanten 
a, und B, bestimmte, von Null verschiedene Werthe haben. 

Ueber den Ausdruck (d6),. — Dieser Ausdruck (do), hat [vgl. (1), 
Seite 5) den Werth: 


(1) (de), = “S* de, [vgl. die folgende Figur*)} 











A 


\ 
\ 


Die auf ¢em Element do errichtete innere Normale sei mit v be- 
zeichnet, sodass also 6 den Winkel vorstellt, unter welchem die beiden 
von de ausgehenden Linien v und r gegen einander geneigt sind. Und 


*) In dieser Figur ist das unendlich kleine Fliichenelement do nur durch einen 
Punkt angedeutet. Auch wird dasselbe (eben weil es unendlich klein ist) im Folgenden 
hin und wieder kurzweg ein Punkt genannt werden. 
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zwar mag diese Linie r, vom Elemente do aus, hinlaufen nach irgend 
einem Punkte s, der auf der Fliche 6 eine ganz beliebige Lage hat. 

Man construire nun zwei gleich grosse Kugeln, beide vom Radius £,, 
welche die Flaiche 6 im Element do von Innen und von Aussen beriihren, 
und bezeichne diese beiden Kugeln mit (6,); und (8,).. Nach der fiir 
B, gegebenen Definition werden alsdann sémmtliche Punkte der Fliche o, 
mit alleiniger Ausnahme des Elementes do, ausserhalb der beiden Kugeln 
liegen, und es wird daher im Allgemeinen z. B. auch der Punkt s ausser- 
halb der beiden Kugeln sich befinden, — es sei denn, dass s dem Element 
de unendlich nahe oder gar auf diesem Element gelegen wire. Die gerade 
Linie r (do »» s) verbindet daher den gegenseitigen Beriihrungspunkt do 
der beiden Kugelflichen mit einem Punkte s, der ausserhalb dieser beiden 
Flichen gelegen ist. Folglich muss diese Linie r (do »-> s), zwischen den 
beiden Punkten do und s, die eine der beiden Kugelfliichen schneiden, 
Und dieser zwischen do und s gelegene Schnittpunkt (der méglicher- 
weise dem Punkte do unendlich nahe liegen kann) mag mit m bezeichnet 
werden. Auch mag, um die Vorstellung zu fixiren, fiir den Augenblick 
angenommen werden, dass (#,); diejenige der beiden Kugelflichen sei, 
welche von der Linie r (do » > s) geschnitten wird, so dass also der 
Punkt m auf dieser Fliaiche (6,); liegt. Dieser Annahme entspricht die 
nebenstehende Figur. 

Um die Hauptsache hervorzuheben: Es ist die Linie 


(a) (do »>m) <r. 


Nun ist aber die Linie (do »-> m) die eine Kathete des in der Figur ge- 
zeichneten rechtwinkligen Dreiecks, mithin: 


(do »»> m) = 28, cosd. 


Somit geht die Formel («) iiber in: 


(8) 2B, cos <r; 
hierfiir kann man schreiben: 

208 0 1 
(7) <p , 


r 2 
9g 


oder falls man auf beiden Seiten durch r dividirt: 
°° cos 0 1 
(2) — & 2p, 

Ks kénnte nun aber auch der Fall eintreten, dass die Linie 7 (do »> s) 
nicht die Fliche (8,);, sondern die Fiiche (6,), schneidet, so dass also 
der Punkt m alsdann auf der Fliche ‘%,\, gelegen sein wiirde. In diesem 
Falle wiederholen sich, wie man leicht tibersieht, genau dieselben Be- 
trachtungen, nur mit dem Unterschiede, dass alsdann der Winkel @ ein 
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stumpfer ist: Kurz man wird alsdann, an Stelle der Formel (2), folgende 
Formel erhalten: 


cos (180° — 


, é —1) cosd 1 
(3) —— < 


. 4i 7 , 
2Bor’ ' r = 2657 





Die beiden Formeln (2) und (3) lassen sich nun zusammenfassen zu 
folgender Generalformel: 


( 4) sie cos d 1 


ef = 26 r 
Und mit Riicksicht hierauf erhilt man aus (1) sofort: 


d 
(5) abs (de), < 3,7 : 


Endlich gehen wir jetzt tiber zur Betrachtung des zu unter- 
suchenden Integrals, d. i. zur Formel (10), Seite 23: 


6) 229° — (Wy) (do),, wats 
wobei unter y” die durch die Formel (5), Seite 22: 
(7) {(w® —y) dé =0, (n =1,2,3,---), 


definirte Contsante zu verstehen ist. Dass unter so bewandten Umstinden 
z. B. auch folgende Formel stattfindet: 


(8) { (Ww — y)? de << UG, L;", (n=1,2,8,--), 
ist uns bereits bekannt. [Vgl. (9), Seite 22). 


Wir beschreiben nun um den auf der Flaiche 6 gelegenen Punkt s 
eine Kugel vom Radius «, [vgl. Seite 27], und errichten in s auf der 
Fliche 6 die inmnere Normale v. Ueberdies beschreiben wir um diese 
Normale (als Axe) eine Cylinderfliche von vorliufig noch beliebigem 
Radius g. Doch soll g@<«, sein, so dass also jene mit dem Radius a, 
beschriebene Kugelfliiche von dieser Cylinderfliiche geschnitten wird. [Vgl. 
die folgende Figur. | 

In solcher Weise zerfillt alsdann die gegebene Fliiche 6 in drei 
Theile, nimlich in einen Theil 6,, der innerhalb der Cylinderfliiche (@) 
liegt, ferner in einen Theil 6, der zwischen der Cylinderfliche (9) und 
der Kugelfliche (@,) gelegen ist, und endlich in einen dritten Theil 6,, 
der ausserhalb der Kugelfliche (a,) sich befindet. 

In beistehender Figur findet man den Punkt s, die Normale v, die 
in s an die Fliche o gelegte Tangentialebene, ferner die Kugelfliiche («,) 
und die Cylinderfliche (@) angedeutet. Die in der Figur durch s gehende 





; 


+2 Seg RED 
. 


Eo men eT Nag ar 





C 


di 


al 
de 
Ze 


ze 


FY 


ew" ww 


—_——" &-. 


~“ 





ee 


Lif SRR 
. 


Ueber die Methode des arithmetischen Mittels. 31 
Curve soll die gegebene Fliche 6 andeuten. Ferner bemerkt man in 
der Figur die Flachenelemente 
dé,, dé,, de,, 
die respective den vorhin genannten Flichentheilen 
G,, G, Gs 
angehéren sollen. Die Entfernungen des Punktes s von den Elementen 


d6,, do,, do, mégen alle drei, ohne weitere Unterscheidung, mit r be- 
zeichnet werden: 


(f ~ «, J 





er Cg ™ 
¢ 














Substituirt man nun im Integral (6) fiir (do), den Werth (1), und 
zerlegt man zugleich das Integral in zwei Integrale, entsprechend den 
Flachentheilen 6, und 6, + 6,, so erhilt man: 


®) 209 — fw — 7) aa + f (wr — 7%) 8? ae; 


a O_-+ 0, 
woraus folgt: 


(10) 2a abs Q” < abs f + abs } 


e 
9, G+; 


J a J (we — ») = as 
‘Cat Oy “Gxt 0, 


Nun ist offenbar: 
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also nach einem bekannten Satz von Schwarz: 


a 2 > 2 y 
J < J (w” = yy as! J a 3 *, 
Og+ ds O_-+ 03 ‘O_-+ a 


also nach (8) a fortiori *): 
i [stan fss corto +f Sit ae | 
02+ 05 


Was die rechte Seite dieser letzten Formel betrifft, so wird nach 
(4) auf der ganzen Fliche 6, mithin z. B. auch auf 6,: 








cos? d 1 
fe = 2.2 
4por 





sein. Insbesondere aber wird auf 6,: 


cos? d 1 1 
7 < pe < oe 
rf =r= as 





sein, denn alle Elemente de, liegen [vgl. die letzte Figur] ausserhalb der 
Kugel (@,), so dass also all’ diese Elemente do, vom Punkte s Abstinde 
besitzen, die > «, sind. 

Somit ergiebt sich: 


if [ewour[ fats + 5} 


Oo+ 05 
hieraus folgt a fortiori: 


2 2 : ‘ 2 6 
J [sez lag e+3|, 
9G. 9 


Got 3 





wo 6, die auf Seite 27 angegebene Bedeutung hat. Somit ergiebt sich 
schliesslich: aie 


(11) abs S UG, L3"| + “! 
— 46) r «, 
O_+ 05 Oy 
Dies ist ein Theil der rechten Seite der Formel (10). Was nun 
ferner den anderen Theil jener rechten Seite betrifft, so lautet derselbe: 


abs ] = abs {wo — yr) on? do 


oO oO 





*) Nach (8) ist das dortige iiber die ganze gegebene Fliche o ausgedehnte 
Integral < UG, Ls". Solches gilt daher a fortiori von dem hier vorliegenden Inte- 
gral, welches nicht tiber die ganze Fliche ¢, sondern nur iiber den mit 6, + 6, be- 
zeichneten Theil derselben sich ausdehnt. 
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und hieraus folgt sofort: 
abs J < <f (abs W™ +- abs »™) - abs (*°5") de; 


und hieraus folgt weiter mit Riicksicht auf (4): 
(n) (n) 
(12) abs ff abs W™" + abs y ory _ 


Wir haben im oueniatiagn Paragraph unter » iiberall eine der Zahlen 
1,2,3,--- zu verstehen, wie aus (6), (7), (8) ersichtlich ist. Auf der 
Flache o ist daher [nach (4), Seite 22] allenthalben: 
TE WED WD me ft 00, 
mithin z. B.: 
abs w” < abs ft” + abs f, tine 


also nach (20), Seite 8: 
abs W\” < aA*t' + aA", 
oder ein wenig anders geschrieben: 
(a) abs W" <cA*, wo c—a(4,+ A>’) ist; 


so dass also ¢ (ebenso wie a) eine bestimmte positive Constante vorstellt. 

Es reprisentirt y™, wie unmittelbar aus (7) ersichtlich ist, einen 
gewissen Mittelwerth unter denjenigen Werthen wr, welche die Function 
W” auf der gegebenen Fliche 6 besitzt. Und die Formel («) wird 
daher, weil sie fiir all’ jene Werthe w” gilt, auch giiltig sein fiir diesen 
mittleren Werth. Demgemiiss ergiebt sich aus (a): 


(8) abs yp < cA’. 
Aus (a), (6) folgt nun weiter: 
(7) abs W"”) + abs y <2cA". 
Dies iv (12) substituirt, erhailt man sofort: 
(13) abs fs s Sf. 


Unsere eigentliche Hauptformel (10) site nun durch Substitution 
der Werthe (11) und (13) folgende Gestalt: 


P n) — ty ['d P 
(14) 2a abs 9° < e f 2 4 UG, L’ Pee i) 


Um die hier noch vorhandenen, héchst einfachen Integrale (iiber 6, und ,) 
niher zu bestimmen, zerlegen wir [vgl. die Figur Seite 31] die im 


Mathematische Annalen, LIV. 3 
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Punkte s an die Fliche 6 gelegte Tangentialebene, durch von s aus- 
gehende Radien und um s beschriebene concentrische Kreise, in lauter 
unendlich kleine Rechtecke ududv, wo u der Centralabstand und v das 
Azimuth sein soll. Zugleich denken wir uns die einzelnen Elemente do 
‘der Fliche 6 der Art eingerichtet, dass ihre senkrechten Projectionen auf 
jene Tangentialebene identisch sind mit diesen unendlich kleinen Recht- 
ecken wdudv. Alsdann ist offenbar: 

(15) a. du dv 


cos# ? 





wo # den Neigungswinkel des Elementes do gegen jene Tangentialebene 
vorstellt. 

Nun liegen die Elemente do, und do, (vgl. die Figur Seite 31) 
simmtlich innerhalb der um s beschriebenen Kugelfliiche (a,). Nach der 
fiir die Linge a, gegebenen Definition (Seite 27) wird daher jener 
Winkel @ fiir die Elemente do, und do, durchweg < 45° sein, woraus 
folgt: cost > T, mithn — > <VY2. Demgemiiss wird die Formel (15) 
fiir all’ diese Elemente do, und do, die Gestalt erhalten: 

(16) de < (V2) ududv. 


Und mit Riicksicht hierauf ergeben sich fiir jene in (14) enthaltenen 
Integrale die Formeln: 


(17) fusvef fe, 


(18) Sc yz fs%. 


Aus der geometrischen Anschauung ergiebt sich sofort, dass hier in (17) 
und (18)-das r > ist (denn w reprasentirt die senkrechte Projection von 


r auf die Tangentialebene). Somit folgt aus (17), (18) a@ fortiori: 
(19) fesvaf fre, 
20) fisvaf fest 


Oo 








Hier sind die Integrale auszudehnen iiber gewisse in der Tangential- 
ebene liegende Flichen 2, und a. Und zwar repriisentirt 2, die senk- 
rechte Projection von 6, auf die Tangentialebene, so dass also 2, eine 
mit dem Radius @ um den Punkt s beschriebene Kreisfléche ist, |vgl. die 
Figur Seite 31]. Andererseits reprisentirt 2, die senkrechte Projection 
von 6, auf die Tangentialebene, so dass also dieses z, eine in der Tangential- 
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ebene liegende ringformige Fliche vorstellt. Der innere Rand dieser ring- 
férmigen Fiche z, ist offenbar eine um s beschriebene Kreislinie vom 
Radius g. Bezeichnet man nun andererseits den Radiusvector ihrer diusseren 
Randeurve mit 9’, so kann man die Formeln (19), (20) folgendermassen 
schreiben: 


(21) Sisvef faim eave, 


¢ 22 an 
de = dudv 5 e 
(22) S< y2f J Sede vf (log) av. 
Os @ 


Nun ist aber offenbar [vgl. die Figur Seite 31] der Radiusvector 9’ 
durchweg <a,. Somit folgt aus (21), (22): 


(23) iG < (2x2) e, 
(24) fe es (2x V2) (log “ *). 


Unsere Hauptformel (14) gewinnt nun durch Substitution der Werthe 
(23), (24), wnd indem man zugleich durch 2x auf beiden Seiten dividirt, 
folgendes Aussehen: 


(25) abs <5 Py [er og 2 + - rot 


Bis zu diesem Augenblick ist der Cylinderradius g noch immer 
disponibel geblieben; nur sollte er <a, sein, [vgl. Seite 30]. Dieser 
Anforderung entsprechend kénnen wir setzen: 


(26) f= (3Y; 


g 9 





denn L, ist ein positiver aichter Bruch, und A, eine positive Constante, 
die >1 ist. [Vgl. Seite 18, (9) und Seite 9, (22)]. Nimmt man aber 
fir @ diesen Werth (26), so wird zugleich: 
a A 
n n _ “9 
(27) Ate = Li, und log“ = n/(log z): 


wodurch unsere Hauptformel (25) iibergeht in: 


(28) abs Q" < L* “rn $V 2 (% Or log —2 = *:) + (<* -.)]} (n=1,3,8,-). 


3* 
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Dass hier in der Formel (28) unter » eine der Zahlen 1, 2,3,--- 
za verstehen ist, bedarf keiner weiteren Erlauterung. Denn in sdimmilichen 
Formeln des gegenwirtigen Paragraphs reprisentirt » eine der Zahlen 
1,2,3,---; wie solches z. B. bei (6), (7), (8) besonders notirt worden 
ist. Ferner repriisentiren hier in (28) die Buchstaben c, U, A,, G,, Ly, 
6,, % , B, lauter positive Constanten, d. i. positive Griéssen, die weder 
von der Zahl » noch auch von der Lage des Flichenpunktes s abhingen. 
Insbesondere sind A,, G,, L,, 6,, &, By rein geometrische Constanten. 
Auch ist LZ, ein positiver dchter Bruch. 

Zur Abkiirzung kénnen wir die Formel (28) folgendermassen schreiben: 


(29) abs Q” < L"(A + YnC + B), (n=1,2,3,--), 
wo alsdann A, B, C ebenfalls positive Constanten sind; und zwar wird 


alsdann der Quotient - eine rein geometrische Constante sein, und folgenden 
Werth besitzen: 
/ 4 

| © _(#)(#.) (og 4). 
7 B GC e log 7 

Der Ausdruck (29) wiirde offenbar, falls nur C—O wire, die von 
uns gewiinschte Gestalt, niimlich die im vorigen Paragraph [in (12), 
Seite 23] angegebene Gestalt besitzen. Trotzdem nun aber C in Wirklich- 
keit nicht =O ist, wird es doch méglich sein, dem Ausdruck (29) jene 


eigentlich gewiinschte Gestalt zu verleihen. Dies soll im folgenden 
Paragraph gezeigt werden. 





§ 6B. 
Fortsetzung des im vorigen Paragraph begonnenen Beweises. 
Es ist im Auge zu behalten, dass A, B, C und L, positive Con- 
stanten sind, und dass iiberdiess L, ein dchter Bruch ist. Es bezeichne 
nun y eine feste aber beliebig gewiahlte positive ganze Zahl; es sei z. B. 
y= 17. Alsdann ist offenbar: 
B< B+ 7¢, 
B+ C<B+7C, 
B+2C<B+7C, 
B+TC<B+7C. 
Diese Ungleichungen werden nur noch weiter verstirkt werden, wenn 


man ihre rechten Seiten mit irgend welchen Factoren multiplicirt, die 
= 1 sind. So ergiebt sich: 
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B+ 8C\° 
| BS (440) (B+70), 
: B+ 8c\! 
B+ o< (Ett?) @+10, 
B+8C 
" B+20<(s470) ¢ sii 
B+ 8c 
B+10< (8490) (B+7C). 
Multiplicirt man die letzte dieser Formeln mit BET so erhalt man 
sofort: 
CF 8 
(8) B+80< (517%) (B+70). 
Nun gilt offenbar die Formel*): oe ae Multiplicirt man 


B+8C—B+7C 
aber diese Formel mit der Formel (8), so erhalt man: 


(y) B+ 90< (5 tts) (B+ 70). 


B+100 _ B+80 
B+oe = B+7C0 
aber diese Formel mit der Formel (y), so erhilt man: 


(6) B+100< (B55) (B+ 70). 


U. s. w. U. s. w. 

All? diese Formeln (a), (8), (vy), (6), etc. sind von einerlei Typus, 
nimlich zusammenfassbar in die Generalformel: 
(1) °B+nc< (etre) (B70), — (wo n= 0,1,3,3,--). 


Von gleicher Allgemeinheit ist iiberdiess auch folgende Formel: 


Nun gilt weiter die Formel**): Multiplicirt man 


i. ws 2H), ewan 


die keines weiteren Beweises bedarf. 
Zieht man aus der Formel (1) die Quadratwurzel, und ebenso auch 
aus (2), so erhilt man: 


(3) VB+n0<( aro) VBL iC, 
B+8c\" ,. 
“ 4<(VEER) 4 


*) Dass diese Formel richtig ist erkennt man sofort, falls man nur die Nenner 
durch Multiplication fortschafft. 

**) Von der Richtigkeit dieser Formel tiberzeugt man sich wieder durch Fort- 
ntalibins der Nenner. 
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und hieraus durch Addition: 


, o_o B+80)\" 
(6) A+VBHnO<(VBESY) (A+ VB+TO), — wmouas-» 
Nun hatten wir im vorigen Paragraph |in (29), Seite 36] gefunden: 


(6) abs Q” < L"(A + VB + nC), (n=1,2,3,--). 
Hieraus aber folgt durch Substitution des Werthes (5): 
(1) abs <(Z,/ BEE) (44+ YBF7O), — wmnas-» 

Nur beispielsweise haben wir jene feste positive ganze Zahl y, von 
der zu Anfang dieses Paragraphs die Rede war, — 7 gesetzt. Geben wir 
derselben irgend welchen anderen Werth y, so werden wir offenbar zu 
folgender mit (7) ganz analogen Formel gelangen: 


(n) B+(y+1)C : 
(8) abs Q' <(z, Baa toe py (A+ VB+4 70), w=nas--9. 
Es fragt sich nun, ob wir nicht vielleicht durch passende Wahl von y dieser 
Formel (8) die eigentlich gewiinschte Gestalt (12), Seite 23 zu verleihen im 
Stande sind. 

LI, ist ein positiver achter Bruch und A, B, C sind positive Con- 
stanten. Wir wollen nun jene feste positive ganze Zahl y so gross uns 
denken, dass der Anforderung entsprochen wird: 

B+yC 

B+y+H02 

was offenbar immer méglich ist, weil man die linke Seite dieser Formel 
durch Vergrésserung von y beliebig nahe an 1 herandriicken kann. Als- 
dann ist B+@+HOe1 

B+yeo =L” 
oder, falls man auf beiden Seiten die Quadratwurzel zieht und hierauf 
noch mit LZ, multiplicirt: 

L, B+ | pete <VI,. 


Hierdurch aber geht alsdann die Formel (8) iiber in 


(9) abs Q” <(VZI,)"(A+VB+ 70), — @=1,2,3,--9, 
wofiir man auch schreiben kann: ' 
(10) abs Q" < 2"B, (m= 1,3,3,--). 


Hier ist 4, = YVL,, also (ebenso wie L,) ein positiver achter Bruch und 
zugleich eine rein geometrische Constante, wahrend andererseits 


B=A+VB+y7C 


eine positive Constante vorstellt. 
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Durch diese Formel (9) oder (10) ist num endlich der Beweis erbracht 
fiir die Richtigkeit jener friiher, in (12), Seite 23, aufgestellten Behauptung. 
Kaum bedarf es der Bemerkung, dass beim Uebergang von (8) zu (10) 
eine gewisse Willkiir stattgefunden hat. Man hiitte z. B. durch passende 
Wahl von y auch dafiir sorgen kiénnen, dass 4, nicht = YL,, sondern 
= (VZ,) geworden wire. U. s. w. Ganz allgemein wird man jene positive 
ganze Zahl y der Art einrichten kinnen, dass 1, = Lt wird, wo p einen 
beliebig gegebenen dchten Bruch vorstellt. Dieser aichte Bruch p kann 
beliebig nahe an 1 liegen; folglich kann 4, selber beliebig nahe an L, 
gelegen sein. 


8 7. 


Vorbereitung zu weiteren Untersuchungen, insbesondere iiber zwei 
von Ernst Richard Neumann aufgestellte Siitze. 


Die auf der Flache 6 vorgeschriebenen Werthe f/ sind, abgesehen 
von ihrer Stetigkeit, als ganz willkiirlich gegeben anzusehen. Markirt 
man nun auf o irgend einen Punkt s, so wird der direct fiir diesen 
Punkt s sich ergebende Integralwerth 


(A) + [rao 


derjenige sein, den wir im Vorhergehenden [vgl. Seite 5 etc.] bald mit 
W,, bald mit f, bezeichnet haben. Es ist also 


(B) p= z free). 


Auch ist bekannt [vgl. Seite 6, (10)], dass fiir jeden solchen Punkt s 
folgende Relationen stattfinden: 


Wis =f; + fs; 
©) ght Rear 


Wir wollen nun annehmen, jene auf 6 vorgeschriebenen Werthe f 
seien zufalliger Weise von solcher Art, dass die aus ihnen, vermége der 
Formel (B), entspringenden /’ mit den f selber villig identisch sind, so 
dass also fiir jedweden Punkt s der Fliche o die Gleichung stattfindet: 


(D) fmf, di =X f Fo. 


Alsdann ergiebt sich aus (C), dass fiir jeden solchen Punkt s der Werth 
W.; = 0 ist. Hieraus aber folgt nach einem bekannten Satz [I. Abh., 
Seite 730], dass die Function W, im Raume & allenthalben = 0 ist. 
Und hieraus folgt weiter mittelst eines friiher von mir aufgestellten Satzes 
[Untersuchungen iiber das logarithmische und Newton’sche Potential, 
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Leipzig bei Teubner, 1877, daselbst Seite 157, (5)], dass die der Function 
W zu Grunde liegende Function f eine Constante ist, dass nimlich jene 
auf der Fliche 6 ausgebreiteten f daselbst iiberall ein und denselben con- 
stanten Werth haben. Somit ergiebt sich folgender Satz: 


Erster E. R. Neumann’scher Satz. — Ls seien auf der Fliche 6 
irgend welche Werthe f ausgebreitet, die daselbst iiberall stetig sind; und es 
sei in irgend welcher Art nachgewiesen, dass fiir stimmtliche Punkte s der 
Fliiche 6 die Gleichung (D) stattfindet: 


(E) fi = ff f (de),. 


Alsdann folgt hieraus, dass jene auf 6 ausgebreiteter f daselbst iiberall ein 
und denselben constanten Werth haben. 

Wir gehen jetzt iiber zu einer etwas anderen Betrachtung, indem 
wir annehmen, jene auf 6 ausgebreiteten Werthe f seien von solcher Be- 
schaffenheit, dass die aus ihnen, vermége der Formel (B), entspringenden 
f’ mit jenen Werthen f entgegengesetzt gleich sind, so dass also fiir jed- 
weden Punkt s der Fliche 6 die Gleichung stattfindet: 

(F) f=—fi, i. f—— afi f (de). 

Alsdann ergiebt sich aus (C) sofort, dass fiir jeden solchen Punkt s der 
Werth W;,=0 ist. Hieraus folgt nach bekanntem Satz [I. Abh., Seite 724], 
dass die Function W; im Raume 9 allenthalben = 0 ist. Und hieraus 
folgt weiter [Unters. iib. d. log. und Newt. Potential, Seite 158, (9)], 
dass die Function f aus 6 iiberall — 0 ist. Demgemiiss gelangt man zu 
folgendem Satz: 


Zweiter E. R. Neumann’scher Satz. — Auf der Fliche 6 seien irgend 
welche Werthe f ausgebreitet, die daselbst stetig sind; und es sei bekannt, 
dass fiir stimmtliche Punkte s der Fliche 6 die Gleichung (F) stattfindet: 


1 


(@) f= — zg. [rao 


Alsdann folgt hieraus, dass jene auf 6 ausgebreiteten Werthe f daselbst 
iiberall = 0 sind. 


§ 8. 


Die eigentlich gesuchten Fundamentalfunctionen, welche auf der 
gegebenen Fliche die daselbst vorgeschriebenen Werthe besitzen. 


Fiir die Korn’schen Fundamentalfunctionen W haben wir folgende 
Gleichungen erhalten [vgl. Seite 9, (25)|: 


ws 2 
- Sue as 


2 
. 





(1) 


di 


sil 


sa 





er 


|, 


as 
I} 


u 





Ueber die Methode des arithmetischen Mittels. 


W;, —W,: = 2h: 





ws —w" — 0, 


as 





(1) w® _w® —0 
w® Ww? —0, 
etc. etc. 


und ferner auch ‘folgende Gleichungen [vgl. Seite 10 (27)]: 


, (Ww. +W®4+we4...4 wee eg, 
|w,, WwW? We 4. WO me fet 4 


Ersetzt man hier in (2) die W;,, unter Anwendung der Formeln (1), durch 
die W,,;, so erhalt man sofort: 


(Wo? +w” +w® + si + wer) a f** ™ 
|w + Ww +w” oo | we — forty a? 


s? 


(3) 


die rechten Seiten der Formeln (2), (3) sind ziemlich asymmetrisch, es 
sind daselbst drei Minuszeichen, und nur ein Pluszeichen vorhanden. 

Ueberdies haben wir gefunden [vgl. Seite 25 (21), (22)], dass fiir 
simmtliche Punkte i, s, a die Formeln stattfinden: 


abs W\" <4", mithin auch: abs Wi)” <€ | 
(4) jabs Wi” < 6a", 
abs w” <A", mithin auch: abs w”” < Ga, 


fiir n==1,2,3,--- 





wo © und A, positive Constanten sind, und zwar A, ein positiver dichter 
Bruch. 
Aus (4) folgt sofort, dass die Reihen 

< 


5 
(5) S=W +W®+ W+... 


in allen Raumpunkten, d. i. in allen Punkten i, s, a convergent sind. 
Auch werden, wie man auf Grund der Formeln (4) leicht beweisen kann, 


R, und 8, (ebenso wie die w”) Fundamentalfunctionen des Raumes 3 
sein. Und andererseits werden die R, und Ss. (ebenso wie die Ww”) 


Fundamentalfunctionen des Raumes M% sein. Wir stellen uns nun die 
Aufgabe, diese Fundamentalfunctionen R,, S; und R,, Sa, namentlich auch 
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die Werthe derselben auf der gegebenen Fiche 6, einer niiheren 
suchung zu unterwerfen. 
Nach (5) ist: 


R,, nae w” +} w” +4 w+ oe, 
S,=W, + W4+ws..., 
also mit Hinblick auf (2): 
= (29 — 1) + wor wae 4, 
S,,= (4°79 + 4) + Wert? 4 Werth +... 
Was die hier in R;, auftretenden Restglieder betrifft, so ist offenbar: 


(6) 


abs (W2"t) 4 Wert) 4...) <abs W2"t” + abs Wot) 4 ..., 
also nach (4): < Caer (a+ a; +. ay +...), 


c 


: 2n+1 
di: CRA", wo R= ii 


Demgemiiss kann man schreiben: 


= + woeet® + - = Rare? go) 


3 ? 


wo alsdann die i auf der Flache 6 ausgebreitete Werthe vorstellen, die 


simmtlich zwischen — 1 und + 1 liegen. 
In analoger Art wird man den Rest der Reihe S;, (6) untersuchen 
kénnen; sodass man schliesslich zu folgenden Formeln gelangt: 


R,, ae (fe —f) + "s, 
=(f"t? +f) + RAF 9 ©) 


wo Ye und n” auf der Flache 6 ausgebreitete. Functionen vorstellen, 


(7) 


deren Werthe durchweg zwischen — 1 und + 1 liegen; wahrend unter & 
die positive Constante zu verstehen ist: 


c 
(8) Pr sie 
Lést man die Gleichungen (7) auf nach f°” und or, so erhalt man 
sofort: 
fi” =e,—Ra TB”, = woo =R,, +f, 
(9) fort — — RET? y (n) 


q, ? 


2n+2) 2n ) 
fort a= _ “3a 


wo S, = S,, aad 
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die letzte dieser Formeln (9) folgt namlich unmittelbar aus der ersten 
durch Vertauschung von » mit + 1. 

Markirt man nun auf der Fliche 6 irgend einen Punkt s, so ist 
bekanntlich [vgl. Seite 6 (6) und auch Seite 39 (B)]: 


e@n+1) 2n) 
f\ — tft (do), 
@n+2) 1 2n-+1) 
f' be ihe tft (do), . 
Substituirt man hier in (10) fiir die f’s die Werthe (9) so erhalt man: 
2n+2  (n) 1 2n+1 ¢(n) 
?.—e< h6= £ f(e—82 &) (do),, 
n n 1 n n 
9, — RATS OTD sf (e—92 +34) (da)... 


Lasst man nun hier die Zahl » ins Unendliche wachsen, und beachtet 
man dabei, dass die §™), 4 durchweg zwischen —1 und + 1 bleiben, 
und dass 4, ein positiver achter Bruch ist, so erhalt man: 


1 

en i fe (do),, 
1 

oma f (ao); 


weraus durch Addition und Subtraction sich ergiebt: 


(10) 


Qe + Se + F fo+s) (ao), 
o— oe — #. [(e—s) (ao). 


Aus diesen beiden letzten Formeln folgt nun, unter Anwendung der beiden 
E. R. Newmann’schen Sitze [Seite 40 (F) und (G)] sofort, dass die 
Werthe 0,-+ ¢, auf der Flache 6 constant, etwa —2C, und dass die 
Werthe 0, — ¢, daselbst iiberall 0 sind. Also 


o+o=2C und o,—¢=—90, 
folglich : 
(11) o=C und g—C, 
wo C eine unbekannte Constante vorstellt. 


Angesichts dieser Ergebnisse (11) gewinnen jetzt die Formeln (9) 
folgende Gestalt: 
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- _ 7 ee", 
| font) — ne Ratt, 


woraus sich z. B. ergiebt: 


(12) 


gy = C, 
( ft) at 
8 n=O ? 
so dass also C als diejenige Constante zu bezeichnen ist, gegen welche alle 


Functionen nn. Sita bet ins Unendliche wachsendem n convergiren. 


Was nun die eigentlich zu untersuchenden Fundamentalfunctionen (5) 
anbetrifft: 


(14) 


(13) 


(R= WO4+WO4 WO+..., 
ls=W +W®+W+..., 


so sind diese Ausdriicke offenbar auch so darstellbar: 


R=(W® + W® 4+ WO +4...4 Wer-),_., 
= =(W + W®%+ WH+...4+ Wer),_.. 
Hieraus folgt mit Riicksicht auf (2) und (3): 


R,, te (°”—F),—.» {5., _ ta 


R= (°"—f),-.) ls,,= (°* —f), 03 
also mit Hinblick auf (13): 
on Cc— - eee 8 
R= C—f, Sas= C — fs; 
und diese Formeln (15) kann man schliesslich auch so schreiben: 
(+fi=—C—R,,, (—f,=—C—S,,, 
l+ f= C— Ru, lt+fh=C—Su. 


Diese Formeln (16) liefern die Lisung des eigentlichen Problems. In 
der That zeigen die beiden Formeln (16) linker Hand, dass 


(17) C—R; ud C—R, 


jene eigentlich gesuchten Fundamentalfunctionen sind, welche auf der gegebenen 
Fliche 6 die von Hause aus vorgeschriebenen Werthe f besitzen. 
Gleichzeitia zeigen die beiden Formeln (16) rechter Hand, dass 


(18) C—S; wud C—S, 


zwei Fundamentalfunctionen sind, die auf der gegebenen Fliiche 6 einander 
entgegengesetzte Werche, némlich die Werthe — f und + f besitzen. 


(16) 
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Kinigermassen beachtenswerth diirften noch sein die aus (15) durch 
Addition und Subtraction sich ergebenden beiden Formeln: | 


(19) Ris + Sis = 20, 

(20) Ras — Sas = 9. 

Nach (19) besitzt die Fundamentalfunction R; + S; auf der Flache ¢ allent- 
halben ein und denselben constanten Werth 2C. Und hieraus folgt nach 
bekanntem Satz, dass diese Function R;-+ S; auch im Innenraum § der 
Flache iiberall = 2C ist. Also 

(21) R; + 8; = 2C. 

Ebenso folgt aus (20) dass allenthalben im Raume % 

(22) R, — S, = 0 

sein wird. 

Vergleichung mit friiheren Resultaten. — Bei meinen friiheren 
Untersuchungen habe ich die den vorgeschriebenen Werthen / entsprechen- 
den Fundamentalfunctionen der Riume 3 und Y respective mit Y,; und ®, 
bezeichnet. Die damals [Il. Abh. 8. 784 (8)] fiir ¥; und ©, erhaltenen 
Ausdriicke lauten: 

(Yi C+ (Wi Wi) + (WP — We") +>, 

(O,—= C — [(Wat Wa) + (Wa + Wa") +--+]. 

Diese Formeln kann man nun mit Riicksicht auf Seite 9 (23) auch so 
schreiben: 


(B) 


() 


‘se C— [Wi + Wi" +--+, 
= O— [Wit We +--+], 


oder, falls es beliebt, auch so: 

[¥, = C— [We + we +we+---], 
(7) lo =—c—[Wo+w®4+w4..- 
o=— C [ a + a + a + |- 


Diese Formeln (vy) aber kann man endlich, bei Anwendung der in (5) 
eingefiihrten Bezeichnungen, auch so schreiben: 


IY, O— RB, 
(@) be ieee 


Und dies ist in voller Uebereinstimmung mit den in (17) erhaltenen Resultaten. 
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§ 9. 
Schlussbemerkungen. 


Man wird bereits erkannt haben, dass die in diesem Aufsatz dar- 
gelegte Theorie noch mit erheblichen Méingeln behaftet ist. So z. B. ist, 
was die Function 


(«) wo = 2 fr (as), 


anbelangt, vielfach Gebrauch gemacht worden von der in (12) Seite 7 
angegebenen Formel: 

ow” aw 
(6) — a 


trotzdem, dass schon damals bemerkt wurde, diese Formel sei nur ,,im 
Aligemeinen® giiltig. In der That wird sowohl die Existenz wie auch die 
gegenseitige Gleichheit dieser beiden normalen Ableitungen (oder vielmehr 
ihrer Grenzwerthe) nur dann mit Sicherheit behauptet werden diirfen, 
wenn sowohl die gegebene Fliiche 6 selber, sowie auch die auf ihr aus- 
gebreiteten Werthe /™ geeigneten niheren Determinationen unterworfen 
werden; wie solches z. B. aus meiner Abhandlung vom Jahre 1880 (Math. 
Annalen, Bd. 16, Seite 436) deutlich hervorgeht. 

Hiermit hangt zusammen, dass die in (3) Seite 11 gegebene Definition 
der Constanten 


(y) a und gee 


einigermassen bedenklich erscheint. Denn es ist fraglich, ob die bei 
jener Definition benutzten Ableitungen 





ew?) aw ew) aw® 
(0) =, ae un =, = oe a 
ox Ox * Ox Oa? 


in unmittelbarer Nahe der gegebenen Fliche 6 bestimmte endliche Werthe 
besitzen. 

Ferner sind bei Ableitung der EF. R. Neumann’schen Siéitze (Seite 
39—40) zwei von mir in meinen Untersuchungen iiber das Logarithmische 
und Newton’sche Potential [daselbst Seite 157 (5) und Seite 158 (9)] 
aufgestellte allgemeine Theoreme benutzt worden. Diese beiden Theoreme 
aber werden von dem in Betreff der normalen Ableitungen (8) geiusserten 
Bedenken ebenfalls beriihrt, und werden daher, strenge genommen, als 
mehr oder weniger unzuverlissig zu bezeichnen sein. 

Ganz besonders ist ferner hervorzuheben, dass auch die [auf Seite 
16—18 besprochenen| Poincaré’schen Sétze, auf welche unsere Unter- 
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suchungen sich wesentlich stiitzen, — allerdings unabhingig sind vom 
Dirichlet’schen Princip — dennoch aber bis jetzt noch nicht mit der 
erforderlichen Strenge bewiesen sind. 

Kurz wir sehen: Das im vorliegenden Aufsate aufgefiihrte theoretische 
Gebdude ist einstweilen nur als ein vorléufiges Geriist zu bezeichnen, 
welches in seinen einzelnen Theilen noch miihsamer und sorgfiltiger Durch- 
forschungen dringend ledarf. Immerhin aber diirfte zu erwarten sein, dass 
dieses provisorische Geriist durch solche tiefer gehende Forschungen, durch 
mancherle: Determinationen und Rectificationen, schliesslich in ein wirklich 
festes Gebdéude sich verwandeln werde. 

Zu einem strengeren Beweis der Poincaré’schen Sitze kénnte man 
vielleicht durch Benutzung der isothermen Fliichen gelangen; falls man 
nicht etwa — nach dem Vorgange von Korn — die gegebene Fliche o 
der Beschrinkung unterwerfen will, sie solle convex sein mit Bezug auf 
einen bestimmten innern Punkt; (darunter ist zu verstehen, dass von 
diesem Punkt aus keine Tangenten an die Fliche méglich sein sollen). 

Was andererseits die Frage nach dor Existenz und gegenseitigen 
Gieichheit der normalen Ableitungen (8) betrifft, — so diirften fiir diese 
und die damit zusammenhingenden Fragen von grésster Bedeutung sein 
die ausgezeichneten Arbeiten von Tauber, Liapounoff und Steckloff. Man 
findet die Arbeit von Tauber im VIII. Jahrgang der in Wien von 
v. Escherich und Gegenbauer herausgegebenen Monatshefte fiir Mathematik 
und Physik, 1897; ferner die ganz besonders schénen und sorgfiltigen 
Arbeiten von Liapounoff in den Comptes rendus, 8. Novbr. und 22. Novbr., 
1897, in den Schriften der mathematischen Gesellschaft zu Charkow, 1897; 
und im Journal de Mathématiques, Tome IV, Paris, 1898; endlich die 
Arbeiten von Steckloff in den Comptes rendus, 1897, 1899 und 1900. 

Es wiirde ein grosser Irrthum sein, wenn man die soeben aus- 
gesprochene Kritik als eine irgendwie abfallige oder abweisende ansehen 
wollte. Man mége bedenken, dass ich den Poincaré’schen Untersuchungen 
ein ganz ausserordentliches Verdienst beilege; und man midge ferner be- 
denken, dass die Arbeiten von A. Korn und E. R. Newmann, nach meiner 
Ansicht, einen héchst schitzbaren weiteren Fortschritt reprasentiren, insofern 
als durch sie die genannten Untersuchungen losgelést worden sind vom 
Dirichlet’schen Princip; wie solches schon in der Hinleitung (Seite 2) von 
mir hervorgehoben wurde. 


Leipzig, Marz 1900. 
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Nachtrigliche Bemerkung. 


Meine Methode des arithmetischen Mittels (1870) hat spiiter ein beachtenswerthes 
Seitenstiick gefunden in einer von Robin entdeckten Methode (1887). Es kann keinem 
Zweifel unterliegen, dass beide Methoden von gleicher Wichtigkeit sind, und einander 
gegenseitig ergiinzen, indem die letztere Methode mit einfachen Belegungen in ganz 
iithnlicher Weise operirt, wie die erstere mit den sogenannten Doppel-Belegungen. — 
Man vergl. den Aufsatz von HK. R. Newmann in den Giétting. Nachrichten, 1899, 
Seite 291—301. 








Friedrich Ludwig Wachter, 
ein Beitrag zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie. 


Von 


Pauu SrAcket in Kiel. 


1 


In dem achten Bande der Werke von Gauss (S. 175—176) findet 
man Stiicke eines Briefes abgedruckt, den ein ehemaliger Zuhdrer, 
Friedrich Ludwig Wachter, am 12. December 1816 von Danzig aus an 
ihn gerichtet hat. Dieser Brief ist gewiss vor allem wegen der darin 
iiberlieferten Aeusserungen von Gauss werthvoll, er enthilt aber auch die 
Ergebnisse von Untersuchungen iiber die Parallelentheorie, zu denen 
Wachter selbst durch eine Unterredung mit Gauss angeregt worden war 
und in denen er sich als selbstindiger, schépferischer Denker bewihrt, 
eine Meinung, die durch Wachters iibrige Briefe an Gauss und durch 
eine kleine im Jahre 1817 veréffentlichte Schrift iiber das elfte Axiom 
Euklids nur bekriiftigt wird. Auf diesen Beweisversuch Wachters hat 
bereits Camerer in seinem vortrefflichen Kacursus ad El. I. 29 hin- 
gewiesen (Euclidis Elementorum libri sex priores. Edidit J. G. Camerer. 
T. I. Berlin 1824. 8S. 439—440); wiihrend er lobend anerkennt, dass der 
Verfasser den Gegenstand auf neuen, verborgenen Wegen angegriffen 
habe, glaubt er sein endgiiltiges Urtheil aufschieben zu miissen, bis die 
in Aussicht gestellte ausfiihrlichere, die noch vorhandenen Dunkelheiten 
aufklirende Darstellung erschienen sei. Sonst habe ich, abgesehen von 
mangelhaften Angaben in biographischen und bibliographischen Nach- 
schlagewerken, Wachter nirgends erwihnt gefunden. Es liegt das wohl 
daran, dass jene Schrift sehr selten ist und dass Gauss’ Nachlass bis vor 
kurzem unzuginglich war. Nachdem diese reichhaltige Quelle erschlossen 
ist, will ich im Folgenden iiber Wachters Leben und seine Leistungen 
fiir die nichteuklidische Geometrie einen kurzen Bericht geben und darauf 
als Belegstiicke einige Briefe sowie die Demonstratio von 1817 in deutscher 
Uebertragung folgen lassen. Der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften 
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zu Gottingen, die mir die Benutzung des Gauss-Archivs und den Abdruck 
der oben erwihnten Briefe freundlichst gestattet hat, sowie der Kénig- 
lichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, die mir einen Brief von 
Wachter an Bessel zur Verfiigung gestellt hat, méchte ich auch an dieser 
Stelle meinen ergebenen Dank aussprechen. 


2. 


Friedrich Ludwig Wachter ist am 20. Juli 1792 zu Cleve geboren. 
Nachdem er das von seinem Vater Christian Friedrich Wachter geleitete 
Gymnasium in Hamm absolvirt hatte, wurde er am 1. Juli 1809 in 
Géttingen immatriculirt und studirte daselbst Mathematik und, unter 
Gauss’ Leitung, Astronomie. Gauss war damals mit den 1801 bis 1807 
entdeckten kleinen Planeten Ceres, Pallas, Juno und Vesta beschiiftigt. 
Wihrend er die umfangreichen Rechnungen zuerst allein auf sich genommen 
hatte, zog er jetzt seine Schiiler Encke, Gerling, Mébius, Nicolai, 
Wachter zu Hilfe. Im Besonderen erhielt Wachter die Juno zugewiesen; 
Zachs Monatliche Correspondenz aus den Jahren 1811 und 1812 sowie 
die wihrend derselben Zeit erschienenen Astronomischen Jahrbiicher fiir 
1814 und 1815 enthalten die Ergebnisse der Rechnungen Wachters, dessen 


grosse Sorgfalt und Geschicklichkeit Gauss in den begleitenden Worten 


wiederholt lobend hervorhebt. Astronomischen Inhalts war auch eine 
tiichtige Dissertation, die Wachter angeregt durch Gauss im Jahre 1813 
entworfen hatte, die aber wegen seiner Theilnahme an dem Befreiungskriege 
(Dec. 1813 bis Mai 1814) erst 1815 unter dem Titel: De elementis quae 
ad corporum coelestium revolutionem circa proprium axem spectant, ex obser- 
vationibus geocentricis derivandis in Gottingen erschienen ist. Die Druck- 
legung hatte Encke besorgt, da Wachter auf Gauss’ Hmpfehlung seit 
Juni 1813 als Professor der Mathematik an dem Friedrichsgymnasium zu 
Altenburg angestellt war. Im Friihjahr 1816 legte er seine Stelle nieder 
und folgte im Herbst desselben Jahres einem Ruf an das Gymnasium 
illustre in Danzig. Hier nahm er schon friiher begonnene Untersuchungen 
iiber ,die Philosophie der Mathematik“ wieder auf. Er beabsichtigte iiber 
diesen Gegenstand ein Buch zu schreiben, als dessen Vorliufer er im 
Februar 1817 die kleine Schrift: Demonstratio aaxiomatis in LEuclideis 
undecimi (16 S. 16°) drucken liess. Zur Ausfiihrung seines Planes ist 
Wachter nicht gekommen. Am 3. April 1817 begab er sich auf den 
gewohnten Abendspaziergang, von dem er nicht zuriickgekehrt ist. Alle 
Nachforschungen seiner Freunde und Collegen waren vergebens, und das 
Rathsel seines plétzlichen Verschwindens ist niemals gelést worden. 
Welchen Eindruck die Nachricht von dem jihen, geheimnissvollen Ende 
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seines ,,jungen Freundes“ auf Gauss gemacht hat, zeigt ein Brief an Gerling 
vom 15. Mai 1817: ,Jch bin im Innersten erschiittert“, heisst es darin. 
»Wachter hatte einen braven Charakter, gewiss ausgezeichnete Talente, 
eine reine Leidenschaft fiir die Wissenschaft, und wenn auch seine meta- 
physischen Schwirmereien ihn auf Abwege fiihrten, so glaube ich doch, 
dass ein reiferes Alter ihn immer mehr von jenen geheilt hiitte, und dass 
er viel fiir die Wissenschaft geleistet haben wiirde“.*) 


3. 


In ,,metaphysischen Speculationen“ hatte Wachters Interesse fiir die 
Grundlagen der Geometrie seinen Ursprung; dass itiberhaupt das Wieder- 
erwachen dieses Interesses seit dem Ende des achtzehnten Jahrhunderts 
mit dem Einflusse der Kantischen Philosophie zusammenhiingt, habe ich 
schon an anderer Stelle hervorgehoben.**) Wie Wachter selbst bezeugt, 
wurde es verstirkt durch die fiir den Schulunterricht erforderliche Be- 
schiftigung mit den Elementen. Dazu kam endlich im April 1816 eine 
michtige Anregung durch eine Unterredung mit Gauss. 

Noch vor diese Unterredung fiallt eine Kritik der 1815 erschienenen 
Vollstiindigen Theorie der Parallelen von Matthias Metternich, ein Beitrag, 
den Wachter fiir die soeben durch v. Lindenau und Bohnenberger ins 
Leben gerufene Zeitschrift fiir Astronomie und verwandte Wissenschaften 
geliefert hatte. Wachter deckt zunichst den argen Fehlschluss auf, dessen 
Metternich sich schuldig gemacht hatte (Bd. II, 8. 64—74) und setzt dann 
seine eigene Ansicht iiber einen méglichen Beweis des Parallelenaxioms 
auseinander, indem er folgende Betrachtung anstellt. 


*) Als Quelle fiir die vorstehende Skizze haben gedient: die gedruckten Brief- 
wechsel Gauss-Olbers (Gauss, den 8. April 1813, 24. Juni 1815, 3. April und 
4. Juni 1816, 28. April und 2. August 1817, Olbers, den 15. April 1816), Gauss-Schu- 
macher (Gauss, den 10. Marz 1811, Schumacher, den 17. Juni 1814), Bessel-Olbers 
(Bessel, den 8. Mai 1817, Olbers, den 23. Mai 1817) und die ungedruckten Briefe Gauss 
an Gerling, den 15. Mai 1817, Gerling an Gauss, den 15. Juni 1817 und 25. Miirz 
1818 und Wachter an Gauss den 19. Mai, 29. Juni, 27. September und 16. December 
1814, 28. Marz 1815, 12. December 1816 und 25. Februar 1817, sowie zwei Briefe von 
Wachters Vater an Gauss, einer vom 10. Mai 1817, ein spiiterer ohne Datum. 
Dazu kommen einige zum Theil ungenaue Angaben in den Schriften: M. Geyer, 
Geschichte des Friedrichsgymnasiums zu Altenburg seit 1789, Altenburg 1891, S. 6, 
33, 80 und C. Bruhns, Johann Franz Encke, Leipzig 1869, 8. 16, 17, 18, 25, auf 
die mich F. Engel in Leipzig hingewiesen hat. 

**) Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf Gauss, eine Urkunden- 
sammlung zur Vorgeschichte der nichteuklidischen Geometrie, in Gemeinschaft mit 
F. Engel herausgegeben von P. Stiickel, Leipzig 1895, 8. VI; im Folgenden mit P. Th. 
angefiihrt. 


4* 
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Steht die Gerade ND auf der Geraden MN senkrecht, wihrend die 
Gerade MF mit MN einen spitzen Winkel bildet, so besagt das Axiom, 
dass MF und ND gehirig verlingert einander schneiden werden. ,,Man 
setze jetzt MF sey parallel {nicht schneidend] mit ND. Daraus wiirde 


a. 

















Fig. 1. 


folgen, dass es senkrechte, wie qq’, zwischen M und WN gebe, welche die 
MF nicht schneiden, oder, wenn auch keine andere, wenigstens ND selbst 
eine solche senkrechte wire. Eine von diesen, welche die MF’ nicht 
mehr schneidet, ist von N nach M zu gewiss die letzte. Man nehme un- 
bestimmt qq’ dafiir; dann ist zwischen ihr und der MF keine senkrechte 
mehr méglich, ohne die M/F’ zu schneiden. Auch fallen die Durch- 
schnittspunkte derselben, wie der p’p, der p’’p” u.s. w. in immer grdssere 
Entfernungen von M, je mehr sie sich der Asymptote gq’ nihern. Der 
letzte Durchschnittspunkt aber, lisst sich wegen der Unendlichkeit der 
MF nicht angeben; er wiirde in dem Augenblicke, wo p’’p” in qq’ iiber- 
gienge, statt gefunden haben in einem Abstande von WM, der iiber alle 
Griinzen hinausfiele. Die Winkel aber, wie Mp’ p’”, unter welchen MF 
von jeder Senkrechten geschnitten wird, kénnen nie Null werden, weil 


keine Senkrechte mit MF zusammenfallen kann; sie fallen also nothwendig 
1 _R und = R, so dass nie =, R= 0. Nach Satz I 


zwischen irgend ein ai 
liegt dann aber der Durchschnitt in einer Entfernung von M stets kleiner 
als 2"L. Dieser miisste aber wegen der Unendlichkeit der MF iiber jede 


Griinze hinauswachsen. Mithin fiihrt die Annahme, dass qq’ die MF nicht 


schneide, auf den Waiderspruch: dass die Grénze fiir -; nicht = 0, 


zugleich aber doch die Grénze fiir 2” = co seyn soll. Also kann 
MF nicht parallel mit-qgq’ also auch nicht mit ND seyn; weil, was jetzt 
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von der MF und qq’ gezeigt ist, offenbar auch allgemein von jeder 
andern Linie durch M und jeder andern Asymptote gilt. W.Z. B. W.“ 
In dem Versuche einer apagogischen Beweisfiihrung ist Wachter mit 
Saccheri und Lambert zusammengetroffen, deren Arbeiten ihm freilich 
unbekannt waren. Ja noch mehr, seine Deduction, eine Asymptote qq’ 
sei deshalb nicht méglich, weil sie mit MF den Winkel Null bilden 
und alsdann MF mit qq’ zusammenfallen miisste, ist der Kern des ersten 
Beweises von Saccheri*). Wachter selbst scheint die Unzulinglichkeit 
seines Verfahrens gefiihlt zu haben, denn am Schlusse seiner Besprechung 
bemerkt er: ,Ob aber der eben versuchte Beweis fiir das elfte Axiom 
des Euklides wirklich die von den Mathematikern gewiinschte Form habe, 
oder ob sich ihm nicht vielleicht eine noch strengere Form geben lasse, 
wagt Rec. nicht zu entscheiden“, und meint, wollte man als Axiom 
aufstellen, dass eine gerade Linie nicht Asymptote einer andern geraden 
Tinie sein kinne, ,so schiene dieses wenigstens viele andern, in der 
Paralleltheorie versuchten, Axiome an Anschaulichkeit zu iibertreffen.“**) 


4. 


ys bleibt in der Geschichte der Mathematik gewiss merkwiirdig“, 
schrieb Wachter am 17. Miirz 1817 an Bessel, indem er ihm seine Demon- 
stratio iibersandte, ,dass noch niemand die Wahrheit des elften euklidischen 
Axioms* bezweifelt hat, wie es, der Form nach, schon die sonst gebriuch- 
liche apagogische Beweisart mit sich gebracht haben wiirde; und wie es 
des Geometers allein wiirdig gewesen wire, wenigstens die Folgen zu 
entwickelu, die Statt haben miissten, sobald der Satz vielleicht falsch, 
oder doch véllig unbeweisbar war. Doch diese Folgen, von denen einige 
interessant genug scheinen, darzulegen, kommt mir — obgleich ich der 
erste gewesen bin, der die ersten aus einer dem elften Axiom entgegen- 
gesetzten Hypothesis handgreiflich folgenden Siitze angedeutet. hat, in 
einer in der astronom. Zeitschrift abgedruckten Recension — weniger 
za als Gauss, der, wie ich spiter von ihm erfuhr, schon seit vielen Jahren 
mit solchen Entwickelungen beschiaftigt gewesen ist.“ 

Wachter bezieht sich hierbei auf eine Unterredung mit Gauss, die 
er auch in seinem Briefe an Gauss vom 12. December 1816 wiederholt 
erwahnt. Fiir den Zeitpunkt dieses ,letzten Aufenthalts in Gittingen“ 
giebt zunichst der Hingang des Briefes einen Anhalt. ,,Nach einem in Zer- 
streuungen verlebten halben Jahre, nach einer ermiidenden Reise, nach 


*) Euclides ab omni naevo vindicatus. Mailand 1733, S. 86. P. Th. 8. 122. 
**) Dieses Axiom hatte bereits Duttenhofer vorgeschlagen (Versuch eines strengen 
Beweises der Theoreme von den Parallellinien. Stuttgart 1813). 
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dem Eintritt in einen neuen Wohnort“, so erklirt Wachter entschuldigend, 
schreibe er endlich an seinen verehrten Lehrer. Verbindet man hiermit 
die Angabe, die Gauss selbst in dem Briefe an Olbers vom 4. Juni 1816 
macht: er [Wachter] war im April hier“, so ist als ‘Zeitpunkt jener 
Unterredung der April 1816 gesichert. 

Dass in ihr das elfte euklidische Axiom beriihrt wurde, ist sehr 
erklirlich; Gauss und Wachter hatten sich damals beide mit Metternichs 
Parallelentheorie befasst. Wachters Besprechung ist schon erwahnt worden. 
Gauss’ Recension erschien anonym in den Gottingischen Gelehrten Anzeigen 
vom 20. April 1816*); es ist gewiss kein Zufall, dass sie von Wachter 
in der Kinleitung zur Demonstratio erwihnt und als Verfasser ,,summus 
geometra“ genannt wird. Indem man die Angaben in den beiden vorher er- 
wahnten Briefen Wachters verbindet, wird man annehmen diirfen, dass Gauss 
seinem jungen Freunde berichtet hat, er habe sich schon seit vielen Jahren 
mit der ,,antieuklidischen Geometrie“ beschiftigt und sei sogar dazu gelangt, 
die dabei geltende ,,transcendente Trigonometrie“ auszubilden. Die Art, 
in der Wachter diese Trigonometrie erwahnt, erweckt den Eindruck, als 
habe Gauss ihn aufgefordert, nun auch seinerseits die betreffenden Formeln 
herzuleiten, eine Aufgabe, der Wachter freilich nicht gewachsen war. 

Wann hatte Gauss die ,,transcendente Trigonometrie“ entdeckt? Um 
auf diese Frage zu antworten, muss man, was bisher nicht geniigend ge- 
schehen ist, scharf unterscheiden zwischen nichteuklidischer Geometrie 
und Unbeweisbarkeit des elften Axioms. Auch ein Mathematiker, der 
von der unbedingten und ausschliesslichen Giiltigkeit der euklidischen 
Geometrie iiberzeugt ist, kann eine nichteuklidische Geometrie hypothetisch 
ausbilden, hat doch Saccheri weder an der Beweisbarkeit des Parallelen- 
axioms noch an der empirischen Richtigkeit des Euklidischen Systems 
gezweifelt. Daher darf auch aus Schumachers Aufzeichnung vom 
November 1808, «Gauss habe die Theorie der Parallelen darauf zuriick- 
gebracht, dass wenn die angenommene Theorie nicht wahr wire, es eine 
constante a priori der Linge nach gegebene Linie geben miisse, welches 
absurd ist», nicht geschlossen werden, dass Gauss damals die ,,transcendente 
Trigonometrie“ noch nicht besessen habe; es ist vielmehr sehr wohl denkbar, 
dass er sie bereits im Sept. 1799 entdeckt hat, als er in sein Tagebuch 
die Notiz eintrug: In principiis Geometriae egregios progressus fecimus**), 


*) Sie ist abgedruckt Werke Bd. IV, S. 364—368, Bd. VIII, 8. 170—174, P. Th. 
8. 220—223. 

™*) Werke, Bd. VIII, 8. 162; auch der Brief von Gauss an Bolyai vom 16. Dec. 
1799 spricht nur zu Gunsten dieser Vermuthung. Dass Gauss’ Nachlass keine Auf- 
zeichnungen dariiber enthilt, ist kein entscheidender Gegengrund, denn Gauss besass 
auch auf anderen Gebieten viel mehr, als er aufgeschrieben hat. 
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und wenn Engel sagt, dass Bartels, der bis 1807 mit Gauss verkehrte, 
von diesem ,nicht wesentlich mehr iiber die Parallelenfrage erfahren hat, 
als das was er ebensogut aus Gespriichen mit Kaestner oder aus den 
damaligen Lehrbiichern der Geometrie, insbesondere aus den Eléments 
Legendres entnehmen konnte“*), so scheint mir damit mehr behauptet, 
als sich beweisen lisst. Dagegen stimme ich Engel darin vollstiindig zu, 
dass ,Gauss in der Zeit bis 1808... zwar an der unbedingten Wahrheit 
des Euklidischen Parallelenaxioms zweifelhaft geworden, aber seiner Sache 
doch noch nicht ganz sicher war“ und glaube sogar, dass man auf 
Grund des Briefes von Wachter dasselbe fiir die Zeit bis 1816 annehmen 
darf. Denn hatte Gauss seinem jungen Freunde gerade heraus erklirt, 
das elfte Axiom lasse sich schlechterdings nicht mittelst der ibrigen 
Axiome beweisen, so miissten sich doch irgend welche Riickwirkungen 
einer solchen Aeusserung bei einem Mann, wie Wachter zeigen, der von 
der gréssten Verehrung fiir Gauss beseelt war. Hiermit stimmt auch 
sehr gut iiberein, dass Gauss am 20. April 1817, veranlasst durch 
Wachters Demonstratio, an Olbers schreibt: ,Ich komme immer mehr zu 
der Ueberzeugung, dass die Nothwendigkeit unserer Geometrie nicht be- 
wiesen werden kann, wenigstens nicht vom menschlichen Verstande noch 
fiir den menschlichen Verstand. Vielleicht kommen wir in einem andern 
Leben zu andern Einsichten in das Wesen des Raumes, die uns jetzt 
unerreichbar sind. Bis dahin miisste man die Geometrie nicht mit der 
Arithmetik, die rein a priori steht, sondern etwa mit der Mechanik in 
gleichen Rang setzen“ und dass er in dem Briefe an Taurinus vom 
8. November 1824 von seinen vergeblichen Anstrengungen erzihlt, ,,einen 
Widerspruch, eine Inconsequenz in dieser nichteuklidischen Geometrie zu 
entdecken.“ 

Man darf hierin eine Bestiatigung der von mir friiher ausgesprochenen 
Ansicht sehen, ,,dass die Erkenntniss von der logischen Unanfechtbarkeit 
der nichteuklidischen Geometrie Gauss nicht durch eine geniale Intuition 
zu Theil ‘geworden ist, sondern dass er sie erst im harten Kampfe gegen 
das alte Vorurtheil errungen hat“**), 

Hierzu méchte ich eine Bemerkung psychologischer Natur hinzu- 
fiigen, die das Vorangehende wohl erst in dem rechten Lichte erscheinen 
lasst. Es ware irrig sich vorzustellen, dass Gauss die Fragen, um die es 
sich bei den Grundlagen der Geometrie handelt, mit der Klarheit und 
Deutlichkeit erfasst hatte, die nach ihm durch die Arbeit emer Generation 


*) Nicolaj Iwanowitsch Lobatschefskij. Zwei Geometrische Abhandlungen. Zweiter 
Theil. Leipzig, 1899, 8. 378—379. 

**) P. Stickel und F. Engel, Gauss, die beiden Bolyai und die nichteuklidische 
Geometrie. Diese Annalen, Bd. 49, 8. 151. 
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von Mathematikern erworben worden ist. Wir miissen zwar annehmen, 
dass er, um einen Ausdruck Goethes zu gebrauchen, mit der Dumpfheit 
der Genies so manches vorausgeschaut hat, was wir jetzt besitzen, aber 
das schliesst nicht aus, dass der Process der Loslésung von der zwei- 
tausendjaihrigen Autoritait Euklids sich bei ihm allmahlich und unter 
Schwankungen vollzogen hat, unter Riickfillen in die alte Anschauung, 
wenn er bei der Durchfiihrung der neuen Ideen auf Schwierigkeiten stiess, 
wie zum Beispiel auf die Forderung, dass es eine constante, a priori der 
Lange nach gegebene Linie geben solle. Von diesem Gesichtspunkte aus 
wird man die Annahme, dass Gauss schon im Jahre 1799 in jugendkriiftiger 
Entfaltung seines Genies zu der Conception einer nichteuklidischen Geo- 
metrie mit Einschluss der transcendenten Trigonometrie vorgedrungen ist 
und dass ihm diese Entdeckung ,die Wahrheit der Geometrie zweifelhaft 
gemacht“ hat (Brief an Bolyai vom 16. Dec. 1799), mit der Thatsache in 
Einklang bringen kémnen, dass derselbe Gauss dennoch fiinf Jahre spiiter 
einen Beweis des elften Axioms fiir méglich gehalten hat (Brief an Bolyai 
vom 25. Nov. 1804). 


Zum Schluss dieses Abschnittes méige noch bemerkt werden, dass 
auch der wiederholt auftretende Begriff mehrdimensionaler Raiume durch 
Gauss an Wachter vermittelt worden zu sein scheint. Allerdings reicht 
die Geschichte dieses Begriffs mindestens bis ins siebzehnte Jahrhundert 


zuriick, sodass die Méglichkeit einer andern Quelle nicht geleugnet 
werden kann; allein Wachter coquettirt mit den » Dimensionen wie jemand, 
- der erst kiirzlich davon erfahren hat, ja er versteigt sich in jugendlichem 
Enthusiasmus zu Raumen von unendlich vielen Dimensionen! Dass Gauss 
schon friih die n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten gehabt hat, kann 
als sichergestellt gelten. 


5. 

Was hat nun Wachter in seinem langen Briefe vom 12. Dec. 1816 
fiir die Grundlagen der Geometrie geleistet? Da muss zuniichst constatirt 
werden, dass es ihm an Selbstkritik gar sehr mangelte. Ein betricht- 
licher Theil seiner Ausfiihrungen muss als unreif und verfehlt bezeichnet 
werden. Vor allem tragt hieran seine unklare Auffassung des Unendlichen 
Schuld, die schon in der Besprechung der Metternichschen Parallelen- 
theorie zu Tage tritt. Auf der andern Seite aber finden sich viele scharf- 
sinnige Bemerkungen, und durch sein geniales Apercu, dass, unabhingig 
von dem Parallelenaxiom, auf der Kugel von unendlich grossem Radius 
die Euklidische Geometrie verwirklicht ist, erhebt sich Wachter zu der 
Héhe von Lobatschefskij und Johann Bolyai. 
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Dass in der Euklidischen Geometrie die Ebene als Grenze der Kugel 
angesehen werden kann,, ist gewiss schon den griechischen Geometern 
bekannt gewesen, denen ja bereits der Sache nach die Transformation 
durch reciproke Radienvectoren im Raume geliiufig war. Allein die Er- 
kenntniss, dass umgekehrt die Annahme, die Grenzkugel sei eine Ebene, 
mit dem Parallelenaxiom fquivalent ist, scheint jungen Ursprungs zu sein. 
Vor Wachter kann ich dafiir nur Grashof anfiihren, in dessen 1806 
erschienenen Theses sphaerologiae*) dieser Gedanke in etwas verschwom- 
mener Form entwickelt wird. Aus der spiiteren Zeit ist die vortreffliche 
Darstellung von J. W. H. Lehmann (Mathematische Abhandlungen, Zerbst 
1829) zu nennen**). Ein ganz neuer Gedanke aber war es, die Geometrie 
auf einer Grenzkugel zu betrachten, und Wachter gebiihrt der Ruhm auch 
schon diesen weiteren Schritt gethan zu haben. 

Weiter ist hervorzuheben, dass Wachter die gerade Linie als die nur 
auf einzige Weise zwisck:n zwei gegebenen Punkten liegende definirt. Bei 
Euklid lautet die Erklirung der geraden Linie: ,,Kine Linie ist gerade, 
wenn sie gegen die in ihr befindlichen Punkte auf einerlei Art gelegen 
ist“, es folgt dann die Forderung, dass sich von jedem Punkte nach 
jedem Puankte eine gerade Linie ziehen lasse, und endlich besagt der 
neunte Grundsatz, dessen Echtheit allerdings angezweifelt wird, dass 
zwei gerade Linien keinen Raum einschliessen. Schon die griechischen 
Geometer haben versucht, diese Erklirung zu verbessern oder durch eine 


brauchbarere zu ersetzen, und spiiter ist eine umfangreiche Litteratur tiber 
die Definition der Geraden entstanden.***) Die Definition, deren sich 
Wachter bedient, habe ich in den ilteren Schriften nirgends gefunden. 
Es scheint fast, als ob sie auf Kliigel zuriickgeht. In seinem Mathematischen 


*) P. Th. S. 304 und 315, wo nachzutragen ist, dass Grashof 1770—1841 gelebt 
hat. Er ist tibrigens 1826 auf diesen Gegenstand zuriickgekommen (Ueber die ersten 
Begriffe der Geometrie, zunichst mit Bezug auf Parallelen-Theorien, Programm des 
Karmeliter-Gymnasiums zu Kiln), ohne dass seine Auseinandersetzungen an Klarheit 
gewonnen hitten. Zum Schluss (S. 11) fasst er das Ergebniss seiner Untersuchungen dahin 
zusammen, ,,dass eine Parallelen-Theorie ohne sphaerologische Begriindung nothwendig 
eines Axioms bedarf, um in allen ihren Folgerungen bewiesen zu werden, und dass 
es vergeblich ist, einen Beweis fiir das elfte Euklidische Axiom oder fiir jedes iihn- 
liche auf dem bisherigen Wege zu suchen.“ 

**) Siehe meine Biographie von F. A. Taurinus (Abhandlungen zur Geschichte 
der Mathematik. Heft 9. Leipzig 1899. 8S. 426—427). 

***) Fiir die Griechen ist auf die Euklid-Kommentare von Proklos und von An- 
Nairizi (herausgegeben von M. Curtze, Leipzig 1899) zu verweisen. Eine Zusammen- 
stellung der neueren Litteratur findet man bei Schotten, Inhalt wnd Methode des 
planimetrischen Unterrichts, Bd. 1, Leipzig 1890, Kapitel 5; freilich giebt dieses Sammel- 
werk iiber die historische Entwicklung der Untersuchungen in Betreff der Grund- 
begriffe der Geometrie keine Auskunft. 
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. 
Worterbuche (Theil III. Leipzig 1808. 8. 449) heisst es: ,,Daher kann man 
auch die gerade Linie fiir diejenige erklaren, welche durch zwei Punkte, 
in ihrer ganzen unbegriinzten Ausdehnung, nur auf eine einzige Art ge- 
zogen werden kann.“ Kiliigel fiigt hinzu, diese Eigenschaft der Geraden 
benutze Euklid bei seinen Beweisen, seine urspriingliche Erklirung brauche 
er dabei gar nicht*). 

Gegen Kliigels Erklirung, die auf den ersten Blick etwas bestechendes 
hat, ist schon von seinem Schiiler Grashof mit Recht eingewendet worden, 
dass diese Eigenschaft der Geraden nicht ausreicht, alle iibrigen zu be- 
weisen, ,,z. B. dass jede Gerade nach beiden Seiten verliingert werden kann, 
dass sie als Ganzes, wie man sich ausdriickt, unendlich ist und dass es 
iiberhaupt von jedem Punkte nach jedem Punkte eine Gerade giebt.“**) 

Etwas ganz anderes ist es, wenn Hilbert***) unter seinen sieben 
Axiomen der Verkniipfung als erstes aufstellt: ,,Zwei von einander ver- 
schiedene Punkte A, B bestimmen stets eine Gerade a“. Immerhin war 
die Erkenntniss, dass Euklids Definition der Geraden fiir die Beweise ent- 
behrlich sei, ein wesentlicher Schritt vorwiirts auf dem Wege zu der Auf- 
stellung eines formalen Systems der Geometrie. 

Auch auf die Definition der Ebene kommt Wachter zu sprechen und 
bemerkt sehr richtig, dass schon durch zwei gerade Linien, die einen 
Punkt gemein haben, eine Ebene bestimmt ist und dass man aus dieser 
Definition die gewéhnliche ableiten miisse, wonach die Ebene diejenige 
Flache ist, in welcher nach allen Richtungen gerade Linien gezogen 
werden kénnen. Er trifft hier mit Gauss zusammen, der, wie sein geo- 
metrischer Nachlass gezeigt hat, wiederholt auf diese Liicke in der Definition 
der Ebene zuriickgekommen ist+)- 


6. 


Die in dem Briefe vom 12. December 1816 ausgesprochenen Gedanken 
hat Wachter weiter verfolgt. Die Ergebnisse seiner Untersuchungen enthilt 


*) Genau ebenso hat. Leibniz gedacht. In Aufzeichnungen, die Gerhardt 1858 
herausgegeben hat (Leibniz’ Mathematische Werke, Bd. 5), bemerkt er zu Euklids 
Definition: Haec definitio nullius momenti est, neque uspiam ab Euclide in demon- 
strando adhibitur neque satis intelligitur (In Euclidis wera, 8. 185), und in der 
Characteristica geometrica von 1679 sagt er (a. a. O. S. 145): ‘Haec autem linea quae 
a duobus solis punctis, per quae transit, determinata est, . . . linea dicitur recta. 

**) Grashof, Theses sphaerologiae, Berlin 1806, 8. 62. Vergl. auch Killing, 
Einfiihrung in die Grundlagen der Geometrie. Bd. Il. Paderborn 1898, Abschnitt 
VII, § 3. 

***) Grundlagen der Geometrie, Festschrift zur Enthiillung des Gauss-Weber- 
Denkmals in Géttingen. Leipzig 1899. 

+) Werke, Bd. VIII, S. 193—199. 
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seine Schrift: Demonstratio axiomatis in Euclideis undecimi; ihren wesent- 
lichen Inhalt giebt ein Brief wieder, den er am 25. Februar 1817 an 
Gauss gerichtet hat. 

Wachters Ziel ist: ohne Benutzung des Parallelenaxioms zu beweisen, 
dass durch drei beliebige Punkte der Ebene stets ein Kreis gelegt werden 
kann, woraus dann die Richtigkeit des elften Axioms selbst erschlossen 
werden kénnte. In dieser Tendenz trifft er einerseits mit Lambert zu- 
sammen, dessen Beweisversuche auf die Frage nach der Existenz eines solchen 
Kreises hinauslaufen, was freilich bei Lambert selbst nicht deutlich zu Tage 
tritt*), andrerseits mit Wolfgang Bolyai, dessen Ausspruch: ,,kénnten 
jede 3 Punkte, die nicht in einer Geraden sind, in eine sphirische [Fliche] 
fallen; so wire das Eucl. Ax. XI bewiesen“**), wie man leicht erkennt, 
auf dasselbe herauskommt. Mit Recht hat Frischauf erklirt, dass von 
den Axiomen, die zum Ersatze des Parallelenaxioms vorgeschlagen worden 
sind, die Voraussetzung, dass drei Punkte, die nicht in einer Geraden 
liegen, stets auf einer Kugelfliche liegen sollen, am anschaulichsten ist***). 

Dass Wachters Beweisversuch, der an Originalitiit fast alle Versuche 
dieser Art weit iiberragt und Camerers Lob, dass darin neue, verborgene 
Wege eingeschlagen worden seien, durchaus verdient, dennoch gescheitert 
ist, hat zwei Ursachen. Seine Deduction in § 3, Fall Il enthilt einen 
Fehlschluss, es wird dabei die Méglichkeit der Hypersphdren+) iiber- 
sehen, deren Normalen zu einander Hyperasymptoten sind. Aber auch 
wenn man hiervon absehen wollte, kann seine Demonstratio nicht be- 
friedigen, weil ihre Grundlage: die Theorie der ,,Fliche von vier Punkten“ 
ungeniigend ist. 

Wachter definirt die Flache von vier Punkten als diejenige Flache, 
die durch vier Punkte und nicht mehr vollstiindig bestimmt ist und mit einer 
andern Fliiche derselben Art nicht mehr als einen Schnitt gemeinsam hat, 
der seinerseits durch drei Punkte und nicht mehr bestimmt ist; auf 
ganz iihnliche Art sei die ,Linie von drei Punkten“ zu erkliren, waihrend 
die gerade Linie die ,,Linie von zwei Punkten“ ist. Wenn Wachter nun 
fortfahrt: ,Man schliesst hieraus leicht, dass unsere Fliche stetig ist, 
dass sie keine verschiedenen Fortsetzungen (Zweige) und keine doppelte 


*) Theorie der Parallellinien § 17—26, § 88, P. Th. 8. 167—176, 206—207, vergl. 
dazu die Bemerkung auf S. 144, die Schur bei seiner Besprechung (Jahrbuch der 
Fortschritte der Mathematik, Bd. XXVI fiir 1895, S. 59) iibersehen hat. 

**) Kurzer Grundriss eines Versuches u. s. w., Maros-Vasarhely 1851, 8. 46. Auf 
8.45 hatte Bolyai bemerkt, dass in der absoluten Geometrie die Méglichkeit, ,,um 
jeden A einen Kreis zu beschreiben“ wegfillt. 

**™*) Absolute Geometrie nach Johann Bolyai. Leipzig 1872. S. 91. 

+) Vergl. Gauss Werke Bd. VIII, S. 221. 
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Kriimmeng [d. h. nicht die Gestalt einer Sattelfliche] hat“, so méchte 
ich mich trotz Wachters Versicherung, dass er diese Behauptung zur 
héchsten Evidenz bringen kénne, Killing anschliessen, der in seiner 
Ejinfiihrung in die Grundlagen der Geometrie (Bd. Il. Paderborn 1898. 
S. 178) sich so dussert: ,,.Was kann denn der Ausdruck: Eine Linie oder 
eine Flaiche ist durch eine gewisse Zahl von Punkten bestimmt, fiir einen 
Inhalt haben, solange man die Higenschaften der Linie oder der Flache 
nicht als bekannt voraussetzt? Vergebens sieht man sich nach einer Er- 
klirung dieses Ausdrucks um, die doch gegeben sein muss, ehe man mit 
der aufgestellten Definition operieren darf. —_— -— Man versuche nur, der 
Untersuchung des Kreises [allein] die Eigenschaft zu Grunde zu legen, 
dass er durch drei Punkte bestimmt sei; man wird schwerlich zum Ziele 
gelangen.“ 

Somit halt vor der Kritik nur der erste Paragraph der Demonstratio 
Stand, auf den Wachter selbst grossen Werth gelegt zu haben scheint; 
sagt er doch in einem Briefe an seinen Vater, der wahrscheinlich 
aus dem Februar 1817 stammt, nachdem er sich geriihmt hat, das 
Problem der Parallelentheorie gelist zu haben, fiir das die Anstrengungen 
zweier Jahrtausende nicht hingereicht hatten: ,,Doch hiernach wire der 
Werth dieser Arbeit zu gering angeschlagen. Man hat bisher noch gar 
nicht einmal daran gedacht, die eminenten Folgen zu iiberblicken, die es 
hatte, wenn die Parallelentheorie nicht wahr wire. Man hat nicht einmal 
gewagt, an der Wahrheit des 11°" Eucl. Axioms zu zweifeln, obgleich alle 
Bemiihungen es zu beweisen vergebens waren.“ In der That enthalt § 1 
einen bemerkenswerthen Ansatz zu einer nichteuklidischen Geometrie. 
Wachter beweist hier auf originelle Art den Lehrsatz ,,Leugnet man das 
elfte Axiom, so giebt es aus jedem Punkte auf dem einen Schenkel eines 
rechten Winkels eine gerade Linie, die den andern Schenkel asymptotisch 
beriihrt,, und umgekehrt: auf dem einen Schenkel eines jeden spitzen 
Winkels giebt es einen solchen Punkt, dass die aus ihm unter rechtem 
Winkel gezogene Linie eine Asymptote des andern Schenkels ist,“ ein 
Theorem, das freilich schon Saccheri in seinem Euclides ab omni naevo 
vindicatus im Jahre 1733 ausgesprochen hatte (Lehrsatz XVII, XXVII 
und XXXII, P. Th. 8. 70, 98—100, 107). 





Belage. 


Wachter an Gauss. Danzig, den 12. Dec. 1816. 


... Als ich mich vor ein paar Tagen mit den Principien der Geometrie 
beschiftigte, ward mir von neuem klar, wie die Kantische Ansicht, dass 
die Geometrie auf einer blossen Anschauung des Raumes beruhe, (desselben 
Ansicht der Arithmetik, als auf Anschauung der Zeit begriindet, enthiilt, 
wie sich streng zeigen liisst, einen Paralogismus) das innere Wesen der 
Wissenschaft gar nicht erfasse, und eigentlich leer und nichtssagend da- 
stehe. Und wenn man noch betrachtet, was sein bester Ausleger und 
Kpitomator, der Kénigsberger Schulze, der, nach Kants eigenem Gestiind- 
nisse, ihn am besten und durchaus verstanden haben soll, fiir die Prin- 
cipien der Geometrie geleistet hat: so darf man nicht fiirchten, dem 
grossen Manne durch dieses Urtheil Unrecht zu thun. — Ich schlug den 
entgegengesetzten Weg ein; zeigte durch die strengste psychologisch- 
mathematische Analyse in mathematischer Form: 

1) Dass mit der urspriinglichen Vorstellung des Ausgedehnten die 
urspriingliche Vorstellung der Bewegung, eine zugleich mit der andern, 
und wechselsweise durch die andere gegeben sey, ohne welche Nachweisung 
sich, meinem Urtheil nach, die metaphysischen Einwiirfe der Eleatiker 
vorziiglich des Zeno gegen die Méglichkeit der Bewegung iiberhaupt, und 
dann des Sextus Empiricus gegen die Méglichkeit einer Geometrie a priori 
nie befriedigend méchten widerlegen lassen. 

2) Dass wirklich kein beschriinkter, sondern ein nach allen Seiten 
hin unendlicher Raum uns gegeben sey. Erst wenn auf solche Weise 
nachgewiesen ist, dass man aus einem beschrinkten, vorgeschriebenen 
Raume herausgehen kénne, dass z. B. die Welt nicht in einer einzigen 
Kreislinie, Spirale oder Kugelfliche u. dergl. enthalten sey, kann man 
sich von einer speciellen Geometrie, die in jenem Falle allein méglich 
seyn wiirde, zur allgemeinen und reinen Wissenschaft erheben. 

Wie nun diese mit der Aufgabe, die Lage zweier Punkte zu 
bestimmen, anfange, daraus die Nothwendigkeit der geraden Linie, 
als der nur auf einzige Weise zwischen zwei gegebenen Punkten 
legenden, erhelle; — wie also der Geometer sich die Definition der 
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geraden Linie, als derjenigen, welche von einer andern geraden in nicht 
mehr als einem Punkte geschnitten wird, selbst mache, und in keinem 
andern Sinne, als insofern sie ihm nothwendig ist; — wie erst 
bewiesen werden muss: dass ihre andere Eigenschaft, dass sie nicht 
mehrere Zweige habe, oder auch ihre Verlingerung auf einzige Weise 
méglich sey, erst Folge dieser Definition sey; (den Beweis fiihrte 
ich auf eigenthiimliche Weise apagogisch, indem ich diesen Satz auf den 
zuriickfiihrte, dass eine gerade Linie keinen Raum einschliessen kénne; 
denn das oft gebrauchte Verfahren, nach dem man zuerst die Gleichheit 
aller rechten Winkel beweist, und dann hieraus den Satz ableitet, dass 
eine gerade Linie nicht Segment einer andern seyn kénne, beruhet auf 
einem Paralogismus) etc. das versteht sich, glaube ich, fiir den eigent- 
lichen Geometer von selbst; obgleich die meisten, alle aus der Kantischen 
philos. Schule, und alle empirischen, die gerade Linie nur als durch An- 
schauung gegeben sich denken kénnen, wenn ihnen gleich nie eine in 
der reinen Anschauung zu Theil geworden ist. 

Die Aufgabe der Lagebestimmung dreier Punkte fiihrt sodann zur 
Aufgabe der Lagebestimmung zweier gerader Linien, die einen Punkt 
gemein haben, und zur Lésung dieser Aufgabe durch den Winkel in der 
Ebene, als derjenigen Fliiche, welche von einer andern derselben Art in 
nicht mehr, als einer geraden Linie geschnitten wird. Aus dieser, durch 
jene Aufgabe sich als nothwendig ergebenden Definition der Ebene, ist 
dann die gewéhnliche abzuleiten: dass sie diejenige Flache ist, in welcher 
nach allen Richtungen gerade Linien gezogen werden kénnen. Nach diesen 
Grundbegriffen — andres, als weniger hieher gehdérig, iibergehe ich — 
kam ich wieder zur Parallel-Theorie und fand dariiber Folgendes. Die 
von dieser Theorie unabhingigen Siitze Euklids setze ich voraus. Von 
dem geradlinigten Winkel, und der Oefnung seiner Schenkel ging ich 
wieder aus. 

I) Die Basis eines gleichschenklichten Dreiecks ABC, welches ent- 
steht, wenn auf beiden Schenkeln eines geradlinigten Winkels vom Scheitel 
aus gleiche Abschnitte genommen, und deren Endpunkte durch eine gerade 
Linie verbunden werden, wichst mit gréssern Abschnitten iiber jede 
endliche Granze hinaus. 

Beweis. Man setze der Satz sey falsch: so muss es fiir jene Basis 
irgend eine Grinze geben. Sie sey gleich der endlichen Linie L = BC 
= CD = DE, welcher sich jene Dreiecksbasen asymptotisch mehr und 
mehr nihern, je weiter sie vom Scheitel A abstehen. 

Man denke sich an dem Winkel BAC die Punkte B, C in unend- 
licher Entfernung vom Scheitel A (oder in einer Projection so, dass bei 
Verkiirzung der Abstinde AB, AC, die Winkelschenkel am Scheitel A 
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noch innerhalb der alsdann krummen Linien AB, AC liegen, und erst 
im unendlichen asymptotisch sie erreichen), ziehe darauf in derselben 
Ebene die geraden AD, AE etc., so 
dass < BAC=XCAD=<xDAEete, 
wiederhole es, bis der Winkel BAE> 90°. 
(Dass dieses méglich ist, lisst sich aus 
der unendlichen Theilbarkeit des Raumes 
streng beweisen. Doch bedarf es 
hier keines Weitern, und ich erwahne 
das nur, weil ein solcher Beweis fiir 
die oben angedeutete Art einer Be- 
griindung der Geometrie nothwendig 
gehért.) Alsdann wire (Euklid 1, 19,20) EB< BC+ CD-+ ED ete. 
<mnL, wenn n, L endliche Gréssen, und zugleich > AB d. i. 00, welches 
widersprechend. 

2) Das Grinzverhiltniss der Peripherie des mit unendlichem Radius 
beschriebenen Kreises, oder auch nur des einem Winkel BAC ent- 
sprechenden Theils zu diesem Radius, ist = oo. 

Beweis. Der Winkel BAC kann ins unendliche fort in kleinere 
Winkel getheilt werden. Von jedem gilt Satz (1), d. i. das Grinzver- 
hiltniss des ihm entsprechenden Theils der Peripherie zum unendlichen 
Radius ist —1 und fiir » soleche Winkel =x. Da nun jene Theilung 
keine Griinzen hat, so hat auch » keine Grinzen, (und wichst fort 
bis co?) 

Auf diesen Satz griindete ich nun, nach mehrern vergeblichen Ver- 
suchen fiir ‘oder gegen die Euklideische Parallel-Theorie, einen Beweis 
gegen sie. Ich glaube aber nicht, dass er Ihre Billigung finden kann, 
so wie ich ihn auch jetzt nicht mehr fiir bindend halte, und er mir von 
neuem zeigte, wie man beim Gebrauche des Begriffs oo nie vorsichtig 
genug seyn kann; — er stehe hier nur um des ferneren sich an ihn 
kniipfenden Ideengangs willen. 

3) In der Euklideischen Paralleltheorie haben die Parallel-Linien 
tiberall gleichen Abstand; also wiirde das Verhiltniss des Perimeters des 
Quadrats von unendlich grosser Seite, zu dieser Seite — 4:1 seyn. 
(Weil nun aber sowohl durch dieses Quadrat, da iiber den tiberall un- 
endlich weit von einander abstehenden Seiten kein Theil der Ebene weiter 
hinausliegt, als auch durch die mit unendlich grossem Radius beschriebene 
Kreisfliiche die ganze unendliche Ebene umfasst wird, und derselbe Peri- 
meter nach §S. (2) == co, nach S. (3) aber = 4 ist, so ist dieses wider- 
sprechend, und die Euklideische Theorie muss falsch seyn.) In der ihr 
entgegengesetzten wird dieser Widerspruch aufgehoben, weil dort eben- 
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falls der Abstand der Parallelen, so wie der Winkelschenkel iiber jede 
endliche Grésse hinaus wiichst. 

Also die anti-Euclideische oder Ihre Geometrie wire wahr. {Die 
Constante in ihr aber bleibt unbestimmt: warum? liesse sich vielleicht 
durch folgendes begreiflicher machen. 

Wenn in einer Ebene die geraden AB, AC, BD und %CAB 
+x DBA < 180° gegeben sind, soll entschieden werden, ob die BD 

die AC schneide oder nicht. Hier ist 
B nun zu bemerken, dass die Ebene durch 
Ee die 3 Punkte A, B, C villig gegeben ist, 
dass sie aber, nach meiner oben gegebenen 
Erklarung, nur in so fern construirt 
wurde, als die Lage von drei Punkten 
zu bestimmen war, und im allgemeinen 
also auch nichts weiter leisten kann, als 
dieses. Jetzt aber ist von einem Problem 
von 4 Punkten die Rede, da zu A, B, C noch ein 4" Punkt in der- 
selben Ebene hinzukommen muss, um die Lage von BD zu bestimmen, 
und es handelt sich also hier um einen speciellen Fall des allgemeinen 
Problems der Lagebestimmung von 4 Punkten, welches nur durch rium- 
liche Construction zu lésen méglich ist. Mithin nur durch Herausgehen 
aus der Ebene kann entschieden werden, ob die BD die AC schneide 
oder nicht; aber auch, dass es iiberhaupt unentschieden bliebe, wiire 
sehr wohl denkbar. Es kénnte als zufillig erscheinen, dass die Natur 
der geraden Linie und der Ebene, anfainglich durch ganz andere 
geometrische Beziehungen bestimmt, auch schon implicite eime 
bestimmte auf den Parallelismus Bezug habende Eigenschaft in sich 
schliésse. — Aber gesetzt: jenes miisste also, dem Wesen der geraden 
Linie urd Ebene nach, wirklich unbestimmt bleiben, giibe es dann keine 
Geometrie iiber Euklid’s 28 Satz hinaus? 

1) Gewiss nicht, sobald man bei der geraden Linie und Ebene stehen 
bleiben wollte. 

Mithin mit derselben Nothwendigkeit, mit der die Bildung der 
geraden Linie und Ebene zur Lagebestimmung von 2 und 3 Punkten 
gefordert wurde, wiirden jetzt Linien gefordert, welche jene bestimmte 
Eigenschaft der Euklid. Parallelen haben, weil ohne diese alle Geometrie 
aufhéren wiirde. Jenes Geriiste miisste dann wieder fallen; gerade Linie 
und Ebene triten in das Gebiet anderer Linien zuriick, und es wiiren 
eben so, wie fiir diese, Gleichungen darzustellen, nur mit der ihnen noth- 
wendig beiwohnenden Unbestimmtheit; — nur Verhiltnisse kinnten gegeben 
werden, und Ihre transcendente Trigonometrie wiire es, welche dieses leistete. 
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2) Diese Linien mit ihrer Ebene wiiren auch bald gefunden. Es 
sind die gréssten Kreise einer mit unendlich grossem Halbmesser be- 
schriebenen Kugelfliche. Wenn sonst die Geometer, um den Begriff der 
Ebene festzustellen, sagten: man solle sich eine Fliche denken, in der 
nach allen Richtungen hin gerade Linien méglich: — wiirde man jetzt, 
um die Vorstellung der nothwendigen Fundamentalflache zu erhalten, 
fordern: sich eine Kugelfliche ins unendliche hin erweitert su 
denken. Alles kame nur darauf an, dass diese classische Flache nur auf 
einzige Weise médglich sey. Wire sie es nicht: so versiinke alle 
Geometrie in einem unbestimmten Unendlichen; das Loos des Geometers 
sowie des ganzen menschlichen Geistes kénnte furchtbar genannt werden; 
es giibe nichts absolut Wahres, keine Geometrie, keine Astronomie, keine 
Physik; alles lage vergraben in dem unergriindlichen Meere des unendlich 
mal unendlichen Raumes. Wunderbare unbegreifliche Granzen der mensch- 
lichen Fassungskraft; — nicht einmal wesenlose, ohne gittlichen Geistes- 
hauch todte Raumformen verméchte selbstiindig zu erschaffen der Mensch. 
Aber es ist zum Gliick nicht so. Denn, wie man sich leicht tiberzeugen 
kann, ist jene unendliche Kugelflache nur einzig, oder wenigstens eine 
mit der andern symmetrisch. 

3) Auf jener Kugelfliche gilt offenbar die ganze Euklidische Geometrie, 
aber nur bis zur Stereometrie, welche unbestimmt bleibt. Nur in 
einem Raume mit vier Dimensionen 
wiirde auch diese sich geben lassen. 
Man denke sich nemlich als méglich, 
dass iiber der geraden Linie ACB 
statt 2 Recht. Winkel 4 R. W. lagen, 
und beschreibe mit dem Radius CA 
einen Halbkreis ADEB, ziehe CD 
und CE so, dass ACD = BCE= 90°. 
Dann wiirde man das einemal eine 
Kugel beschreiben, fiir welche CD die 
Aequatorebene bildete, das andremal eine fiir CE. Beide Kugeln wiirden 
eine Beriihrung der dritten Art, oder eine kérperliche Begrinzung an 
ihrem Durchschnitt haben. Man denke sich diesen kérperlichen Raum 
zi einer Fliche zusammengezogen. Dann wire diese die fiir die Stereo- 
metrie klassische Fliiche, durch welche der Raum bei stereometrischen 
Constructionen begrinzt gedacht werden miisste. — 

Vor kurzem suchte ich die Construction des Fundamentalkérpers, 
(der, was der Wiirfel fiir den Raum von drei Dimensionen) allgemein 
fiir einen Raum von beliebig vielen Dimensionen. Ich fand, dass dieses, 
wotttn eine gewisse Schlussart richtig ist, mit der Zahl der 
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rechten Winkel um einen Punkt in der Ebene zusammenhinge, dass 
namlich der Raum » Dimensionen haben wiirde, wenn die Summe der 
rechten Winkel um einen Punkt herum = 2"~—', und dass dann die Zahl 
der Ecken des Fundamentalkérpers in diesem Raum von » Dimensionen 
durch 2", die Zahl der Begriinzungen der ersten Art von der Dimension 
(m — 1) fiir jede Ecke durch n, und die Zahl derselben, der Granzkérper 
von der Dimension (w — 1) fiir den ganzen K6rper durch 2m, die Zahl 
der Beriihrungen der 
zweiten Art von d. Dim. 
(mn — 2) durch 4n, sein 
kérperlicher Inhalt, wenn 
die Seite Z, durch L’, 
und seine Diagonale durch 
LYn gegeben werde. — 
Von einer andern Seite 
lisst sich zeigen: dass 
wenn es méglich, dass 
eine gerade Linie 
Zweige habe, sie der- 
selben unendlich viele, 
und auch der Raum un- 
endlich viele Dimen- 
sionen haben wiirde. 
Auf gewisse Weise 
kéunte man sagen, dass 
auch in Ihrer, der anti- 
euklideischen Geometrie, 
der Raum unendlich viele 
Dimensionen habe, die 
aber alle wieder im un- 
endlichen liegen. Nim- 
lich es sey*) BAC ein 
# Sek S vechter Winkel, AD die 

Constante fiir das recht- 
winklichte asymptotisché Dreieck, dessen anderer Winkel = 45°; der 
rechte Winkel werde durch AD halbirt, dann liesse sich dieselbe Con- 
struction durch DE, EF u.s. w. an den Punkten D, E, F u.s. w. 
wiederholen, ohne dass die Linie AC jemals erreicht wiirde, — und 
dieses auf analoge Art riumlich gedacht giibe innerhalb des von den drei 
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*) [Die fliichtig gezeichnete Figur des Originals ist durch eine genauere ersetzt 
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rechtwinkligen Ebenen begrinzten Raumes kérperliche Ecken, welche 
zuerst durch 3 Ebenen von 45° Oeffnung begriinzt, der Reihe nach durch 
eben so viele Kérper von der Dimension 3, 4, 5 u.s. w. bis oo, begrinzt 
gedacht werden kénnten. 

Das Resultat des Bisherigen wire also so auszusprechen: 

Die Euklideische Geometrie ist falsch; aber dennoch muss die wahre 
Geometrie mit demselben elften Euklideischen Axiom d. i. mit dem Postulat 
von Linien und Flachen anfangen, welche die in jenem Axiom behauptete 
Kigenschaft haben. Statt der geraden Linie und Ebene sind nur die 
gréssten Kreise jener mit unendlichem Radius beschriebenen Kugel nebst 
ihrer Oberfliche zu setzen. Es entsteht zwar die eine Unbequemlichkeit 
daraus, dass die Theile dieser Fliche bloss symmetrisch, nicht wie bei 
der Ebene, congruent sind, d. i. dass der Radius nach der einen Seite 
hin unendlich, nach der andern imaginir ist; aliein wie jene Unbequem- 
lichkeit durch viele andere Vortheile, welche die Construction auf einer 
Kugelfliche darbietet, wieder aufgewogen werde, ist klar: sodass viel- 
leicht auch dann noch, wenn die Euklideische Geometrie wahr wire, 
zwar nicht mehr die Nothwendigkeit obwaltete, die Ebene als eine un- 
endliche Kugelflaiche zu betrachten, aber doch noch die Fruchtbarkeit 
dieser Ansicht dieselbe empfehlen kénnte. 

Allein als ich alles dieses durchdacht, als ich mich tiber das Resultat 
schon vollig beruhigt hatte, theils weil ich glaubte der Grund (la méta- 
physique) jener der Geometrie nothwendig anhaftenden Unbestimmtheit, 
— auch selbst der vollendeten Unentschiedenheit in dieser Sache, dann, 
wenn jener Beweis gegen die Euklideische Geometrie, wie ich nicht er- 
warten durfte, nicht fiir stringent zu halten sey — [, lasse sich aufklaren]; 
theils weil doch alle die vielen bisherigen Untersuchungen aus der ebenen 
Geometrie nicht fiir verloren zu achten: sondern mit einigen Modificationen 
zu gebrauchen waren, und denn doch wenigstens bis zu einer ziemlich 
weiten Grianze hin, die sich vielleicht auch naher bestimmen liesse, auch 
die Siatze der kérperlichen Geometrie und der Mechanik naherungsweise 
Giiltigkeit hitten; fand ich heute Abend — eben mit einem Versuch be- 
schiftigt, einen Eingang zu Ihrer transcendenten Trigonometrie zu finden, 
und weil es mir nicht gelingen wollte, in der Ebene dafiir hinreichende, 
bestimmte Functionen zu erhalten, zu raumlichen Constructionen fort- 
gehend, — zu meiner nicht geringen Uberraschung folgenden Beweis fiir 
die Euklideische Parallel-Theorie. 

1) Man beschreibe mit einem asymptotischen rechtwinklichten 
Dreieck einen geraden Kegel, welches méglich nach Eukl. XI. Lehrs. 4. 
Die krumme Oberfliche desselben wird also ebenfalls mit der Basis 
asymptotisch zusammenlaufen. 

5* 
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2) Man nehme vom Scheitel A aus in der Oberfliiche des Kegels 
drei gerade Linien AB, AC, AD, so dass alle drei in dieselbe Halb- 
kegelfliche fallen; und lege curch je zwei AB u. AC, ABu. AD, 
AC u. AD Ebenen resp. ABCA, ABDA, ACDA, von denen also. jede 
nur in den zwei gegebenen geraden Linien von der Kegelfliche begranzt 
und ausserdem in keiner andern von ihr geschnitten wird. 
Ferner kinnen diese Ebenen nicht die Kegelbasis schneiden, weil sonst auch 
ihre Griinzen AB, AC, AD sie schneiden wiirden*) gegen die Construction 
(1). Mithin miissen diese Ebenen soweit sie innerhalb des Kegels liegen, 
mit der Basis, also auch mit der Oberfliche des Kegels asymptotisch 
zusammenlaufen, und werden daher einen asymptotischen Raum 
einschliessen. 

3) Man setze, von den Linien AB, AC, AD liege AC in der Mitte, 
sodass der ebene Winkel BAD> BAC>CAD, und ziehe aus irgend 
einem Punkte der begrainzten Ebene A BDA ein Perpendikel auf dieselbe 
(es wird hier nur gefodert, dass es ein solches Perpendikel gebe, (Eukl, XI 
Lehr. 4), nicht [dass es] eigentlich construirt werde, obgleich auch diese 
Construction, welche bei Euklid die Paralleltheorie voraussetzt, unab- 
haingig und zwar mit mehr Concinnitiit durch die Kugel geleistet werden 
kénnte), so muss dieses gehérig verlingert, aus jenem asymptotischen 
Raum (2) wieder herausgehen, und also die Ebenen ABCA oder ACDA 


schneiden. Durch einen Punkt dieses Perpendikels, innerhalb des asympto- 
tischen Raums, denke man sich eine Ebene, parallel der Ebene ABDA 
d. i. eine solche, auf welcher jenes Perpendikel ebenfalls senkrecht steht. 
Dieselbe wird entweder eine der Ebenen ABCA oder ACDA oder beide 


u. in diesem Falle auch ihre gemeinschaftliche Durchschnittslinie AC 
schneiden, und aus der Figur der Durchschnittslinie wiirde, wie man sich 
leicht tiberzeugt, folgen, dass entweder eine Ebene eine andere in mehr 
als einer geraden oder in einer krummen Linie schneiden, oder folgen, 
dass entweder eine gerade Linie, oder zwei eine Ebene begrainzen kénnten, 
welches unméglich. 

Also ist kein solcher asymptotischer Kegel méglich, also auch kein 
solches asymptotisches Dreieck. W. Z. B. W. 

Der Beweis hitte sich iibrigens auch leicht auf den Satz zuriickfiihren 
lassen, dass zwei gerade Linien nicht zugleich in einem Punkte einander 
schneiden, und nach der andern Seite hin asymptotisch zusammenlaufen 
kénnen. 

Kénnten Sie iibrigens, grosser Mann! dieses und anderes Aehnliche 
Ihrer Billigung nicht unwerth achten: so wire ich geneigt, in einiger 


*) [Das cursiv gedruckte ist im Originale rot unterstrichen. | 
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Zeit, unter dem Namen: Philosophie der Mathematik, ein Werk er- 
scheinen zu lassen, welches die Grundprincipien dieser Wissenschaft, der 
Arithmetik, Geometrie und Analysis, und vielleicht auch der reinen 
Mechanik enthalten soll. Schon vor geraumer Zeit wurde ich von zwei 
Mannern, welchen in deutscher Philosophie, Art und Kunst, eine be- 
deutende Stimme zuerkannt wird, von Bouterwek und Fries dazu er- 
muntert, meine Ansichten iiber Mathematik, so weit diese mit der Philo- 
sophie zusammenhiingt, bekannt zu machen. Ich zégerte, einestheils weil 
ein solches Unternehmen nur durch die strengste mathematische Ana- 
lyse begriindet werden darf, und mir hier noch manches fehlte; und dann 
auch, weil ich durch laingeres Studium, vorziiglich des Plato, mir eine 
gewisse Form der Darstellung anzueignen hoffte, von welcher jenes Werk, 
das auch einen rein philosophischen Theil erhalten musste, nicht entblésst 
sein sollte. Wiirden Sie urtheilen, « ss dasselbe von mir nicht temere 
susceptum sey: so wiirde es mir zum grossen Gliicke gereichen, wenn 
ich dann dem Zuge meines Herzens folgen und diese Arbeit, von der ich 
alles, was von eigentlich mathematischem Sinn zeugen kénnte, nur Ihnen 
zu verdanken hiitte, als ein dffentliches monumentum pietatis Ihnen 
weihen diirfte. 

Gerade im Begriff zu schliessen bemerke ich noch, dass der obige 
Beweis fiir die Eukl. Parallel-Theorie fehlerhaft ist. Der Fehler liegt 
offenbar in den roth unterstrichenen Zeilen. Der Durchschnitt jener 
drei Ebenen mit der Kegelbasis geschieht nur in einem asymptotischen 
Dreieck, dessen 3 Winkel —O sind. Giibe es eine von drei ebenen 
Winkeln begrinzte kérperliche Ecke, von denen der eine Winkel = der 
Summe der beiden iibrigen, so liesse sich auch dann noch der Beweis 
fiihren; aber dieses ist nicht méglich. — Also wire auch hier die Hofnung 
verschwunden, zu einem vdllig entschiedenen Resultat zu kommen, und 
ich muss mich wieder bei dem vorhin Angefiihrten beruhigen. Ubrigens 
glaube ich auf jenem Wege wenigstens einen Schritt zu Ihrer transcen- 
denten “‘Trigonometrie gethan zu haben, indem ich mit Hiilfe der sphi- 
rischen Trigonometrie, die Verhiiltnisse aller Constanten, wenigstens durch 
Construction in rechtwinklichten Dreiecken, angeben kann. Es fehlt 
mir noch die wirkliche Berechnung der Basis eines gleichschenklichten 
Dreiecks aus der Seite, wofiir ich suchen werde vom gleichseitigen Dreieck 
auszugehen. ... 
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Wachter an Gauss. Danzig, den 25. Februar 1817. 


Wohlgeborener, 
Hochgeehrtester Herr Professor, 


Sie haben noch nicht die Giite gehabt, verehrtester Lehrer, meinen 
Brief vom Dec. v. J. zu beantworten, und ich muss daraus schliessen, 
dass sie ihn keiner Antwort wiirdig geachtet haben. Mir wollte es spiter, 
in der Erinnerung, selbst so scheinen, als sei manches noch zu schiilerhaft, 
Wahres mit vielem Halbwahren vermischt gewesen, als dass Sie es Ihrer 
Aufmerksamkeit hitten werth halten kénnen. Es bleibt mir nichts anders 
iibrig, als dass ich versuche, meinen Fehler wieder gut zu machen, indem 
ich Ihnen etwas Gediegeneres mitzutheilen wage, im Vertrauen auf Ihre 
giitige Nachsicht. 

Sie finden mich nach zweimonatlicher Unterbreciung wieder zu dem- 
selben Punkte zuriickgekehrt, zur Paralleltheorie. Ich weiss nicht, ob es 
meine wissenschaftliche Ausbildung hindern oder fordern mag, dass ich 
mich immer noch an der Schwelle der Mathematik herumdrehe; ich muss 
selbst fiirchten, dass Sie solches sehr missbilligen werden; allein eines- 
theils treibt mich leider der Elementarunterricht, zu dem meine Ver- 
hialtnisse mich néthigen, immer wieder dazu zuriick; und dann auch glaube 
ich ein tieferes Eindringen in die Wissenschaft, durch ein volliges Klar- 
werden iiber ihre Grundbegriffe und Methode, erst gehérig begriindet zu 
haben. Genug, ich hoffe, dass diesmal mein Bemiihen nicht vergebens 
gewesen ist, und ich glaube jetzt, das Riithsel der Paralleltheorie gelést 
zu haben. 

Vor einigen Tagen ergab sich mir die Idee, und ich hielt sie fest, 
dass der Satz: Durch jede 3 Punkte in der Ebene sei ein Kreis 
méglich, nicht erst durch Hiilfe der Paralleltheorie: sondern umgekehrt 
diese durch jenen erwiesen werden miisse. Allein es zeigte sich bald, 
dass der letztere Beweis auch nicht méglich. Es blieb nichts anders 
iibrig, als zu 4 Punkten fortzugehen, und zu untersuchen, ob durch 
jede 4 Punkte im Raume eine Kugelflaiche méglich, oder nicht 
méglich; mit welcher Untersuchung die ganze Geometrie stehen, oder 
fallen muss. Es gelang mir bald der Beweis, und ich wage es, Ihnen 
hier die Grundziige desselben vorzulegen. Ich setze dabei vores, dass 
das 11% Euklidische Axiom falsch sei, und zeige, dass jener Satz wahr 
sei, véllig unabhangig von aller Paralleltheorie. 

1) Postulat. Durch jede 4 Punkte im Raume ist eine Fliche 
méglich, welche von einer andern, einzig und allein durch 4 Punkte be- 
stimmten, in nicht mehr als einer allein durch 3 Punkte bestimmten 
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Linie geschnitten wird. Ich sehe dieses als die Definition der Fliche an, 
welche ich kurz die Flaiche der 4 Punkte nennen will. 

Es ist dieses das allgemeinste und einzige Postulat der Geometrie, 
von dem die Postulate einer Ebene durch 3 Punkte, oder der geraden 
Linie durch 2 Punkte, oder auch einer krummen Linie durch 3 Punkte 
in einer Ebene, nur besondere Fille sind. ‘s’ bin tiberzeugt, dass sich 
dieses Postulat zur héchsten Evidenz bringen fisst, und man muss es 
entweder zugeben, oder die ganze “eometrie laugnen. 

2) Theorem. Die Flache von 4 Punkten s ‘esst einen Raum ein. 

Gesetzt es sei falsch, so wird sie entweder 4»rch eine Ebene irgend 
wo asymptotisch begrinzt, oder es giebt fiir sie keine soiche asymptotische 
Ebene zur Granze. 

I. Man setze, sie habe eine solche Grinze. Dann fille man aus 
irgend einem Punkte der Fliaiche eine Senkrechte auf diese asymptotische 
Ebene. Aus ihrem Durchschnittspunkte mit der Fliche giebt es eine 
gerade Linie, welche Asymptote der asymptotischen Ebene. Mit dieser 
beschreibe man einen asymptotischen Kegel, welcher entweder die 
Flache in einem Theile schneidet, sodass gerade Linien in der Kegel- 
fliche erst aus der inneren Seite der Fliche von 4 Punkten auf die 
aussere treten, und spiter wieder asymptotisch diese Fliche zwischen sich 
und der asymptotischen Ebene (der Kegelbasis) einschliessen, oder die 
Flaiche bloss von innen asymptotisch beriihren. In beiden Fallen ist eine 
(Beritihrungs)ebene an der Kegelfliiche méglich, welche im letztern Falle 
die Fliche von 4 Punkten in zwei Linien (von drei Punkten) schneidet, 
gegen die Definition, oder im ersteren Falle in einer Linie von solcher 
Gestalt dass die beiden Zweige af und 
ey asymptotisch zusammenlaufen, welches 
aber eine Linie nicht von 3 Punkten, © 


sondern von 4 Punkten seyn wiirde, eben- g 
falls gegen die Definition. ‘ss a 

Der zweite Theil des Beweises ist ai 
leichter, da er sich auch schon von der esd 
Linie durch drei Punkte in einer Ebene auf gleiche Weise fiihren lisst, 
welches von dem ersten Fall des vorigen Theils nicht gilt, denn sonst 
brauchte man bei dem ganzen Beweise fiir das 11% Eucl. Axiom nicht 
aus der Ebene herauszugehen. Doch fand ich diesen Theil des Beweises 
erst spiter, und erst nach erhaltener Uberzeugung, dass er in vier 
Dimensionen méglich. 

II. Man setze die Flaiche von 4 Punkten habe keine asymptotische 
Ebene. Es werde eine Ebene A so durch die Flache gedacht, dass sie 
dieselbe in keiner geschlossenen Linie schneidet. Andere Ebenen darauf 
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senkrecht, und unter einander parallel, werden mithin, der Hypothesis 
gemiiss, bis ins unendliche fort die krumme Flache schneiden. Darauf 
wahle man irgerid 3 Punkte in dieser Fliiche, nur nicht in der Ebene 
A, sondern auf einer Seite derselben, und beschreibe durch sie eine 
Kugelfliche von unendlich grossem Halbmesser, welche, wie leicht zu be- 
weisen, ihre hohle Seite der convexen der Fliche von 4 Punkten zu- 
kehren und in den hohlen Raum der letzteren eintreten wird. Der Durch- 
messer der Kugel ist die Linie, die auf einer Ebene durch jene 3 
Punkte senkrecht, und schneidet entweder die Ebene A oder irgend eine 
andere dieser parallelen Ebene. Woraus mit Hiilfe der Siitze, die ich schon 
bei Gelegenheit der Metternichschen Recension in der Zeitschrift bewiesen, 
folgen*) wiirde, dass der Mittelpunkt der Kugel wieder ausserhalb des 
von der hohlen Flaiche umgebenen Raumes fallen miisste; als die Ebene 
die krumme Flache noch in einer zweiten Linie schnitte; gegen die De- 
finition. 

3) Theorem. Die Fliche von 4 Punkten ist eine geschlossene, 
und mithin eine Kugel. Wie leicht zu beweisen. 

4) Theorem, Durch jede 3 Punkte in der Ebene ist ein Kreis 
méglich. Folgt aus Th. 3. 


5) Beweis fiir das 11 Axiom. 


Es kann seyn, dass ich mich irre, allein ich habe mich so von der 
Evidenz meines Beweises iiberzeugt, dass ich wagte, ihn drucken zu lassen. 
Wenige Seiten dariiber enthalten die im vorigen angedeuteten Beweise; 
zwar nur kurz, weil ich sonst fiirchtete, wiederholt in den im vorigen 
Briefe an Sie begangenen Fehler der Weitliufigkeit zu verfallen; allein 
ich glaube, dass es fiir den eigentlichen Mathematiker hinreichen wird. 
In wenigen Tagen werde ich so frei sein, ein Exemplar der Abhandlung 
an Sie abgehen zu lassen. 

Indem ich bescheiden die Hoffnung hege, dass Sie mir, verehrtester 
Lehrer, Ihr richtendes Urtheil iiber meinen Beweis nicht vorenthalten 
wollen, verharre ich in unbegriinzter Hochachtung 


Ihr 


ergebener 


F. L. Wachter. 


*) [Der Brief ist stellenweise beschiidigt. Die. ergiinzten Worte hier und im 
Folgenden sind durch cursive Typen gekennzeichnet worden. | 
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Wachter an Bessel. Danzig, den 17. Miirz 1817. 


... Der Titel der beiliegenden Abhandlung empfiehlt sie nicht als eine 
solche, welche man mit vielen Erwartungen zur Hand nehmen kénnte. 
Die vielen meist sehr zuversichtlich angekiindigten, aber misslungenen 
Versuche einer Begriindung der Euklideischen Parallel-Theorie haben das 
Zutrauen, das man sonst in neue Versuche iiber diesen Gegenstand setzen 
durfte, fast vernichtet. Dennoch bleibt die endliche Vollendung dieser 
zweifelhaften Lehre ein Bediirfniss, ohne dessen Befriedigung alle Geometrie 
nebst ihrer Anwendung auf blossem empirischen Glauben beruhen miisste, — 
einer Uberzeugungsart, welche dieser Wissenschaft vollig fremd, ja geradezu 
entgegengesetzt ist. Allein gerade der Mangel an allgemeinerer Verbreitung 
der achten mathematischen Methode zeigt sich auch nirgends deutlicher 
als hier, wo man sich in einem steten logischen Kreise herumgedreht hat. 
Der wirkliche Beweis dafiir, dass bei allen bisherigen Versuchen tiber 
Parallel-Theorie ein solcher Kreis zum Grunde liegt, ist nicht schwer zu 
fiihren; und es bleibt in der Geschichte der Mathematik gewiss merk- 
wiirdig, dass noch niemand die Wahrheit des elften euklideischen Axioms 
bezweifelt hat, wie es, der Form nach, schon die sonst gebriauchliche 
apagogische Beweisart mit sich gebracht haben wiirde; und wie es des 
Geometers allein wiirdig gewesen wire, wenigstens die Folgen zu ent- 
wickeln, die Statt haben miissten, sobald dieser Satz vielleicht falsch, oder 
doch voéllig unbeweisbar war. Doch diese Folgen, von denen einige 
interessant genug scheinen, darzulegen, kommt mir — obgleich ich der 
erste gewesen bin, der die ersten, aus einer dem elften Axiom entgegen- 
gesetzten Hypothesis handgreiflich folgenden Siitze angedeutet hat, in 
einer in der astronom. Zeitschrift abgedruckten Recension, — weniger 
zu als Gauss, der, wie ich spiter von ihm erfuhr, schon seit vielen 
Jahren mit solchen Entwickelungen beschiftigt gewesen ist. Ich bin nur 
froh, mich durch meine jetzige Arbeit von einer viermonatlichen Qual 
befreit zu haben, die durch ein vélliges Verzweifeln an der Wahrheit der 
euklideischen Parallel-Theorie, mithin an der Méglichkeit aller Geometrie 
iiber den 28' Satz des Euklides hinaus, denn auch keine andere ihr 
entgegengesetzte Geometrie kénnte als wahr begriindet werden -— und 
durch den daraus unmittelbar folgenden Zweifel an aller, so weit sie 
von der Geometrie abhingig, absolut wahren Astronomie und Physik, 
entstanden war. 

Das von mir zum Beweis des elften Axioms gebrauchte Verfahren 
ist in sich selbst klar, und ich muss nur wiinschen in der Ausfiihrung 
desselben durch mein Streben nach gedriingter Kiirze nicht in den Fehler 
der Unverstindlichkeit gefallen zu seyn. . 
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Wachter, der Vater, an Gauss. Hamm, den 10. Mai 1817. 


... Welche grosse Plane hatte er noch! Als er mir sein letztes Werk 
die Demonstratio axiomatis geometrici in Euclideis wndecimi iibersandte, 
rasonnirte er vieles iiber die interessanten Folgen, die es gehabt hitte, 
wenn die Euclidische Geometrie nicht wahr wire, deren Wahrheit er 
nun durch seine Schrift bewiesen zu haben iiberzeugt war. Indem er 
mir ihre Entstehungsgeschichte in seinem Kopfe meldet, sagt er: 

»Hitte ich in gewdhnlichem Tone schreiben wollen, so hitte ich 
5—10 Bogen gebraucht und Kupfertafeln, die ich hier schwerlich er- 
halten konnte. Ich habe mich der gréssten Kiirze befleissigt, sodass es 
jedem andern Mathematiker als H. Gauss schwer seyn wird, zu folgen. 
Es mag auch interessant scheinen, das, woriiber seit Euclides Zeiten, 
Quartanten sind vergebens gearbeitet worden, auf einem einzigen Bogen 
ausgefiihrt zu sehen. Sie sehen, dass ich mit vieler Zuversicht schreibe. 
Aber halten Sie das nicht fiir Folgen meiner Phantasie, die Ihnen viel 
zu lebhaft scheint, sondern seyen Sie versichert, dass ich dabei so 
niichtern gewesen bin und noch bin, dass ich am Ende nicht weiss, 
wohin mich diese Niichternheit noch fiihren wird. Ich sollte viel 
Freude iiber das Gelingen meiner Arbeit empfinden, aber ich empfinde 
sie nicht. Ich habe das gefunden, wovon ich friiher glaubte, wenn ich 
das erreicht, ruhig aus dieser Welt scheiden zu kénnen. Ich kénnite 
hoffen, viel Ruhm einzuarnten, fiir die Lisung eines Problems, fiir das 
die Anstrengung zweier Jahrtausende bisher nicht hingereicht hatte. Doch 
hiernach wire der Werth dieser Arbeit zu gering angeschlagen. Man 
hat bisher noch gar nicht einmal daran gedacht, die eminenten Folgen 
zu iiberblicken, die es hatte, wenn die Paralleltheorie nicht wahr wire. 
Man hat nicht mal gewagt, an der Wahrheit des 11%" Eucl. Axioms zu 
zweifeln, obgleich alle Bemiihungen es zu beweisen vergebens waren, 
und es des Geometers nicht allein wiirdig, sondern ihm selbst noth- 
wendig war, so lange auch das Entgegengesetzte dieses Satzes fiir méglich 
za halten. Dass dieses nicht geschehen, ist ein sehr béses Zeichen fiir 
den Zustand der Wissenschaft und des geometrischen Sinnes. Man muss 
durchaus verzweifeln aicht mathematischen Sinn als Gemeingut unter die 
Menge zu bringen, vielleicht noch mehr als icht dsthetischen und rein 
philosophischen Sinn zu verbreiten. Es giebt keine Schulen fiir reine 
Geometrie; sondern bloss empirische fiir den Tastsinn, gleichviel aussern oder 
innern, auch die sogenannte intellectuale Anschauung gehért hieher. — 
Es giebt in der Mathematik kein Axiom; will man sie, so muss man 
die Wissenschaft aufheben. Der einzige Mathematiker, von dem man 
hoffen darf, das anerkannt zu sehen, ist Gauss; er ist aber der einzige 
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Mathematiker, den es giebt und gegeben hat, und er ist noch viel zu 
wenig anerkannt. Von Minnern wie Newton, LaGrange, La Place, Le 
Gendre, Euler, Euclid, Archimed, Apollonius etc. kann man dieses nur 
in so fern sagen, als es die mathematischen tiefsinnigen Combinationen 
und Anwendungen auf Astronomie und Physik betrifft. Die Principien, 
von welchen alles abhiingt, haben sie nicht weiter gebracht. Ein Gliick, 
dass der menschliche Geist eine solche Organisation besitzt, dass ein 
feiner Tact oft eben so sicher leitet, als eine wissenschaftliche Uber- 
zeugung, und -jener fiihrt schneller zum Ziele als das meistens mihsam 
erhaltene. Hitte man gewartet bis die Principien aufs Reine gebracht 
waren: so ware in héherer Mathematik und Physik bis dahin gar nichts 
geschehen. Hierin kénnte sich das Walten eines héheren Geistes iiber 
den Menschen offenbaren, der dem menschlichen Geiste instinktartig ein- 
giebt, was ihm zuvoérderst zu wissen noth thut. — Mich aber kann so 
etwas nicht befriedigen. Indess mein Geschaft ist geendigt; mir kommt 
es nicht zu, die Wahrheit dieses Gegenstandes vor Augen zu legen. Kin 
Ort fiir die Auseinandersetzung der mathematischen Methode kann in 
Zukunft meine Philosophie der Mathematik werden. Dieselbe zu schreiben, 
halt mich nichts weiter ab, als noch nicht getriebenes Studium der 
platonischen Formen und Mangel an Aufmunterung von aussen, und daher 
an Lust das, was ich selbst fiir mich lange besitze, und mir unwider- 
sprechlich klar ist, zu Papier zu bringen. — Indess begniige ich mich, 
durch die Lésung jenes Problems mich von einer 4 monatlichen Qual 
und Pein wegen meines Zweifels an der Wissenschaft befreit zu haben, und 
das ist mir genug Fremdes Urtheil kann dazu wenig hinzuthun oder 
entfernen. — In dieser Welt erwarte ich kein Heil fiir Mathematik. Die 
mathematische Methode ist ein Extrem, das Ausserste der geistigen Ab- 
straction, und in dieser Welt laisst Mangel an abstractem Sinn und an 
gehériger Leitung dazu oder andere davon abziehende historische Wissen- 
schaften oder das Practische ihres Lebens oder Mangel an Selbstdenken 
wenige zu diesem Aussersten kommen. — Verzeihen Sie mir diesen Ton, in 
den ich gefallen bin; er ist nicht bése; ich tiberhebe mich nicht iiber mich 
selbst; ich tiberhebe mich nicht iiber andre; ich weiss was ich, wie viel 
ich besitzen mag, und dies ist ein Minimum, aber schon das ist viel, 
etwas Rechtes zu wissen; wenigstens mehr als andre, die sich mit einer 
Masse von Kenntnissen briisten, ohne zu wissen, wie und warum ihnen 
diese Kenntnisse geworden sind.“ .. . 
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Beweis 
des geometrischen Axioms, das bei Euklid das elfte ist. 


Von 


Dr. Frreprich Lupwie WacuTer. 


Danzig 1817. 


Vorrede. 


Nur wenig habe ich vorauszuschicken. Bekanntlich hat der im 
Folgenden behandelte Gegenstand bis jetzt jeder Anstrengung der 
Geometer gespottet, ja der grésste Geometer hat vor kurzem versichert 
(Gétting. gel. Anzeigen. April 1816), die ganze Theorie der Parallelen 
habe von den Zeiten Euklids bis auf diesen Tag durchaus keinen Fort- 
schritt gemacht. Daher schien es sicher, dass die bis jetzt zur Lésung 
dieses schwierigen Problems angewandten Methoden niemals zum Ziele 
fiihren werden, und ein andrer, von den friiheren vdéllig verschiedener 
Weg war einzuschlagen. Die Sache der Kenner ist es jetzt, zu beurteilen 
ob wir dem Ziele naiher gekommen sind; davon bin ich wenigstens iiber- 
zeugt, dass man die Ursachen, die bewirkten, dass ein gliicklicherer Er- 
folg bis jetzt versagt war, aus dem Folgenden mit Leichtigkeit er- 
kennen wird. 

Was die Behandlung des Gegenstandes betrifft, so haben wir fiir 
Gelehrte, nicht fiir Anfanger geschrieben und uns auf Details nicht ein- 
lassen wollen; Lehrsitze, deren von der Theorie der Parallelen unab- 
hangigen Beweis jeder leicht finden wird, haben wir nur fliichtig gestreift. 
Uberhaupt glauben wir den Dank der Geometer dadurch verdient zu 
haben, dass wir uns der gréssten Kiirze befleissigten, denn so wird, wie 
wir hoffen, der wahre Nerv des Beweises um so leichter erkannt werden, 


Geschrieben Danzig, den 24. Februar 1817. 
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Zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie. 


a 


Lehrsatz. Leugnet man das elfte Axiom, so giebt es aus 
jedem Punkte auf dem einen Schenkel eines rechten Winkels 
eine gerade Linie, die den andern Schenkel asymptotisch berihrt, 
und umgekehrt: auf dem einen Schenkel eines jeden spitzen 
Winkels giebt es einen solchen Punkt, dass die aus ihm unter 
rechtem Winkel gezogene gerade Linie eine Asymptote des 
andern Schenkels ist.*) 

Gegeben sei der rechte Winkel ABC. Man ziehe aus dem Punkte A 
des Schenkels BA die Gerade AD unter dem Winkel BAD, der kleiner 
als ein Rechter ist. Es giebt augenscheinlich Lote, die aus Punkten der 
Geraden AD auf AB gefallt sind und mit 
AB in Punkten zwischen A und Bmu- 4 
sammentreffen. Wir wollen annehmen, dass ie 
in Widerspruch mit dem Euklidischen Axiom D 
die Gerade BC von AD nicht geschnitten 
wird. Hieraus folgt, dass es Senkrechte 
auf AB giebt, die mit AD[**)] nicht m- *” 
sammenlaufen. Es bezeichne PQ diejenige # 
Senkrechte, die in der Richtung von B 
nach A die letzte der die Gerade AD nicht schneidenden ist, alsdann 
ist es auch die Grenze der schneidenden Senkrechten, und man erhilt 
daher die Asymptote PQ der Geraden AD. Die Gerade BC miége eine 
Hyperasymptote und das Dreieck APQ ein asymptotisches Dreieck 
heissen. 

Der umgekehrte Lehrsatz ist etwas weniger zuginglich. Mit einem 
asymptotischen Dreieck beschreibe man einen Kegel, dessen Grundfliiche 
also seine Mantelfliche asymptotisch beriihrt. Man denke sich durch die 
Axe des Kegels zwei Ebenen gelegt, die mit einander und mit der Grund- 
fliche rechte Winkel bilden. Alsdann mége durch die Schnitte, die sie mit 
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Fig. 1. 


*) Vergl. Zeitschrift fiir Astronomie und verwandte Wissenschaften. Bd. 2, 
8. 76, 1816, wo wir schon vorher den Lehrsatz behandelt haben. 
**) [Im Originale 8. 5. Z. 6 v. u. steht AC statt AD.] 
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dem Kegelmantel gemein haben, die Ebene gelegt werden. Diese hat, 
wie man leicht beweist, einen dritten Schnitt mit der Grundfliche, und 
hieraus schliesst man: dass die Schnitte der drei Ebenen mit der Grund- 


fliche des Kegels die Figur 
eines rechtwinkligen Dreiecks 
bilden, bei dem die beiden 
Seiten, von denen der rechte 
Winkel eingeschlossen wird, 
asymptotische Linien der 
dritten dem rechten Winkel 
gegeniiberliegenden Seite sind. 

Nunmehr kann man, wie 
leicht zu erkennen, aus irgend 
einem Punkte [B] der zu dem 
rechten Winkel [A] gehéren- 
den Hypotenuse gerade 
Linien [BC] unter einem 
beliebigen Winkel [BCA] 
der von der Grésse eines 
rechten Winkels bis zu einem 
verschwindenden abnimmt, 
nach einer der beiden andern 
Seiten ziehen, die alsdann den Scheitelpunkt [C] des Winkels und den 
einen der Schenkel [CA] enthalten wird. Der andere Schenkel ist die 
gezogene Gerade [BC] selbst, die verlingert mit einer gewissen Geraden 
[DE] asymptotisch zusammentrifft, die auf dem ersten Schenkel [CA] in 





Fig. 2. 
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einem Punkte [D] zwischen dem Scheitelpunkte [C] des Winkels und 
dem Schnittpunkte [A] der beiden Asymptoten senkrecht steht. 
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Hieraus ergiebt sich sofort, wenn man die vorgeschlagene Annahme 
beibehilt, der dritte Lehrsatz: 

Auf jeder der beiden Geraden, die nach der Vorschrift von 
Eucel. Elem. I, Lehrsatz 27[*)] unter einander parallel gemacht 
worden sind, giebt es einen solchen Punkt, dass die in ihm 
errichtete Senkrechte Asymptote der andern Parallelen wird. 
Dasselbe gilt von einer Geraden, die Hyperasymptote der an- 
dern ist. 


2. 


Bekanntlich hat die Kugelflache die von dem elfen Axiom unabhingige 
Kigenschaft durch vier Punkte vollstindig bestimmt zu sein. Unsere ganze 
Untersuchung iiber die Theorie der Parallelen beruht nun auf dem um- 
gekehrten Lehrsatze, dass es durch vier im Raume beliebig gegebene 
Punkte eine Kugelflache giebt. Er liegt auf der Hand, sobald man 
das Euklidische Axiom gebrauchen darf, wir ab’: wollen zu beweisen 
versuchen, dass er auch unter der in dem vorhergehenden Artikel erwahnten, 
dem Axiom widersprechenden Hypothese seine Giiltigkeit behilt, oder 
dass dieser Lehrsatz von der Theorie der Parallelen ganz und 
gar unabhingig ist. 

Bevor wir jedoch an den Beweis selbst gam, miissen wir die Richtig- 
keit einer andern Behauptung darthun, die allgemeiner als jene ist: dass 
es eine Fliiche durch vier beliebige Punkte giebt, die lediglich durch 
diese Punkte, und nicht mehr, so vollstindig bestimmt ist, dass durch 
dieselben vier Punkte eine andere Fliche derselben Art nicht erzeugt 
werden kann. Wir nennen sie Fliche von vier Punkten. Thre Er- 
klarung ist also folgende. Eine Fliche von vier Punkten ist eine 
Fliche, die mit einer andern derselben Art nirgends mehr als 
einen Schnitt hat, der seinerseits durch drei Punkte und nicht 
mehr bestimmt ist. Man schliesst hieraus leicht, dass unsere Fliche 
iiberall stetig ist, dass sie keine verschiedenen Fortesteungen (Zweige) 
und keine degpele Kriimmung hat. Auf ganz ahnliche Art wird es eine 
Linie von drei Punkten geben. 

Nunmehr kommt alles darauf an zu zeigen, dass eine solche Fliche 
durch vier beliebige Punkte wirklich existire. 


Durch drei Punkte von den vier gegebenen lege man die Ebene. 
Wenn der iibrige Punkt in dieselbe Ebene hineinfallt, ist die Behauptung 
augenscheinlich richtig, denn der Schnitt zweier Ebenen mit einander wird 
durch zwei Punkte oder durch eine gerade Linie gegeben. Wenn nun der 


*) [Wenn eine Gerade, die zwei Gerade trifft, mit ihnen gleiche Wechselwinkel 
bildet, so sind diese Geraden einander parallel. | 
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vierte Punkt mit den iibrigen nicht in derselben Ebene liegt, so wird 
das Gesetz, nach dessen Vorschrift unsere Flache von der Ebene abweicht, 
augenscheinlich allein von dem vierten Punkte abhiingen und aus diesem 
Grunde das einfachste sein. Daher hatte es nichts zu bedeuten, wenn 
jemand andre Forderungen, die einen Widerspruch in sich enthalten, der 
unsrigen entgegenstellte, z. B. die Forderung einer Fliche von fiinf 
Punkten bei drei Dimensionen, oder einer Linie von vier Punkten in der 
Ebene, die mit einer andern ihrer Art niemals mehr als vier oder drei 
Punkte gemein hatte, und wenn er einwendete, er sei noch nicht iiber- 
zeugt, dass unsere Forderung keinen ahnlichen Widerspruch in sich trage. 
Denn es kann nicht iiberraschen, wenn ein verwickeltes Gesetz wie das 
einer Linie, die nicht nur durch drei Punkte, sondern ausserdem durch 
einen vierten hindurchgeht, zugleich neue Bedingungen (z. B. dass sie 
noch einen beliebigen fiinften Punkt in sich aufnehmen kann) schon 
implicite in sich enthalt. Unsere Forderung ist jedoch so einfach und 
zwingend, dass, wer sie zuriickwiese, mit demselben Rechte die Forderung 
der geraden Linie als einer durch zwei Punkte bestimmten verwerfen 
miisste. Genug von dieser Frage, die wir bei anderer Gelegenheit aus- 
fiihrlicher behandeln werden; wir hoffen, dass sie so leicht niemand in 
Zweifel ziehen wird, und versprechen, falls jemand daran Anstoss nehmen 
sollte, sie zur héchsten Evidenz zu bringen. 

Die Forderung der Fliche von vier Punkten ist das allgemeinste 
Postulat, zu dem die Postulate der geraden Linie, der Ebene und der 
Linie von drei Punkten nur als besondere Fille gehéren. 


Lehrsatz: Die Flaiche von vier Punkten ist iiberall begrenzt 
oder sie erzeugt eine kérperliche Figur. 

Nehmen wir an, der Lehrsatz sei falsch oder die Flache nicht iiberall 
begrenzt. Dann giebt es irgendwo eine Gerade AB, die in dem Punkte 
A die Flache schneidet und, sie von dort ab niemals von neuem treffend, 
nach beiden Seiten ins Unendliche weiter geht. Augenscheinlich kann 
man in der Richtung von A nach B, von der Hoéhlung der Filiche weg, 
Ebenen angeben, die auf AB senkrecht stehen und mit der Fliche in 
einem iiberall begrenzten Schnitt zusammenlaufen. Entweder schneiden 
alle diese Ebenen von A und B hin bis ins Unendliche die Fliche 
oder einige schneiden, einige schneiden nicht mehr, sei es tiberhaupt nicht, 
sei es in einer nicht iiberall begrenzten Linie; in diesem Falle giebt es 
eine Ebene, die die erste der nichtschneidenden ist und die wir asymp- 
totische Ebene nennen wollen. Jeden der beiden Falle werden wir fiir 
sich besprechen. 
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I, Annahme, dass die Flidche eine asymptotische Ebene besitze. 


Augenscheinlich giebt es aus jedem Punkte A der Fliche innerhalb 
des asymptotisch begrenzten Kérpers eine Gerade AB, die auf der 
asymptotischen Ebene senkrecht steht. Durch die Gerade AB denke man 
sich eine zweite Ebene, die die erste 
in einer Geraden BC schneidet. h 
Diese Ebene enthalt sicher eine 
gewisse Gerade AD, die mit BC 
asymptotisch zusammenlauft (Art. 1). 

Mit dem hieraus entstandenen asymp- 

totischen Dreiecke beschreibe man 

um die Axe AB den asymptotischen 

Kegel, dessen Scheitel im Punkte A 

liegt. Nunmehr lasst sich leicht 

zeigen, dass wenigstens ein Theil*) 

der Kegelfliche durch die Flaiche 

von vier Punkten und die asymp- 

totische Ebene eingeschlossen wird 

oder innerhalb des asymptotischen 

Korpers liegt. In diesem Theile der 

Kegelflache ziehe man vom Scheitel 

A die Gerade AN, die, insofern sie .. 
Asymptote der asymptotischen Ebene % 
ist, auch die Fliche im Unendlichen D ¥ 
asymptotisch beriihrt. Liegt aber — 

die asymptotische Ebene so, dass sie die Fliche in einer nicht iiberall 
begrenzten Linie schneidet, so nehme man den Punkt A in der Art, ss 
die durch A parallel der asymptotischen Ebene gezogene Ebene von A 
aus nach der Gegend hin, in der die Schnittlinie nicht begrenzt ist, 
innerhalb des Kérpers zu liegen kommt; alsdann verhilt sich die Sache 
ebenso wie vorher. Die Gerade AWN schneidet die Fliche zwischen A 
und dem Punkte der asymptotischen Beriihrung entweder von neuem oder 
sie schneidet nicht, oder was dasselbe ist, sie liegt entweder zum Theil 
innerhalb zum Theil ausserhalb des Kérpers oder ganz innerhalb. 








\ 
Cc 


*) Es wiire zwar nicht schwer gewesen zu beweisen, dass es sogar einen Punkt 
A auf der Fliche giebt, wo deren Tangentialebene das Lot AB unter rechtem 
Winkel schneidet und wo daher die Kegelfliche von der Gegend des Scheitels 
an nicht zum Theil, sondern ganz und gar innerhalb des Kérpers zu liegen kommt. 
Das hat jedoch mit unserer Absicht nichts zu thun. 


Mathematische Annalen. LIV. 6 
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1) Die Gerade AN miége die Fliche von neuem schneiden. Man 
nehme die Ebene, die den Kegel in der Geraden AWN beriihrt. Diese 
Ebene wird ausser dem Schnitt in einer Linie von drei Punkten als 
vierten den Punkt der asymptotischen Beriihrung der Geraden AN mit 
der Fliche gemein haben, gegen die Erklirung; oder, wenn es erforderlich 
scheint noch weiter zu gehen, lisst es sich schliessen, dass es eine andere 
Ebene giebt, die unterhalb der Beriihrungsebene in den Kegel eintritt 
und zwei verschiedene Schnitte mit der Flaiche bekommt. Das ist aber 
ein Widerspruch. 

2) Die Gerade AN mége die Fliiche nicht von neuem schneiden. 
Dann wird die schon benutzte Beriihrungsebene zwar nur einen einzigen 
Schnitt mit der Fliche besitzen, jedoch in emer krummen Linie, die, 
wie man leicht erkennt, zwei Zweige besitzt, welche von dem Scheitel A 
aus ins Unendliche gehen und mit einander asymptotisch zusammenlaufen. 
Es wire nun nicht schwer gewesen zu beweisen, dass man eine andre 
Curve derselben Art finden kann, die so gelegen ist, dass sie jene in vier 
Punkten schneidet und dass es daher einen Schnitt zweier Flichen von 
vier Punkten in einer Linie von vier Punkten giebt, gegen die Erklirung. 
Wir halten uns jedoch hier bei dem Beweise nicht auf, da er durchaus 
dem entspricht, den wir in dem folgenden Artikel fiir den Kérper aus- 
einandersetzen werden. 


II. Annahme, dass die Fldche keine asymptotische Ebene besitzt 
oder einen kegelférmigen Korper bildet.*) 


Es bezeichne AB eine unendliche Gerade, die die Fliche nur in 
einem einzigen Punkte A schneidet und von hier aus ins Unendliche 
innerhalb des kegelférmigen Kérpers fortgeht. Man beschreibe durch 
sie eine Ebene P. Zufolge unserer Voraussetzung besitzen offenbar alle 
auf der Ebene P senkrechten Ebenen bis ins Unendliche Schnitte mit 
der Fliche und haben aus diesem Grunde einen ihrer Theile innerhalb, 
einen andern ausserhalb des Kérpers. Liegen jetzt drei Punkte auf der 
Fliche in der Art, dass die Ebene durch die gegebenen Punkte einen 
begrenzten Schnitt erzeugt, so giebt es unziihlig viele Kugeln, welche die 
Flaiche in denselben drei Punkten schneiden. Ihre Mittelpunkte bekom- 
men sie, wie bekannt ist, auf eimer zu jener Ehene senkrechten Geraden 
Rr. Man darf behaupten, dass eine jede von diesen Kugelfliichen anfangs 


*) Dieser Satz hatte sich auf aihnliche Art fiir die Linie von drei Punkten 
durch Figuren in der Ebene beweisen lassen, jedoch nicht der zweite Satz des ersten 
Theils dieses Artikels, und allein aus diesem Grunde musste die ganze Untersuchung 
an Kérpern angestellt werden. 
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durch die drei gegebenen Punkte in den kegelférmigen Kérper eintritt; 
gesetzt nimlich, sie trete aus dem Kérper aus, so miisste es, wie leicht 
za erkennen, ausser diesem ersten Schnitte der Kugel mit der Fliche 
einen zweiten geben; das ist aber unméglich. Jetzt muss Rr ins Un- 
endliche verlingert entweder die Ebene P schneiden oder eine Asymptote 
oder Hyperasymptote der Ebene sein. 

Wiirde die Gerade Rr die Ebene schneiden oder deren Hyper- 
asymptote sein, so wiirde sie unter Beibehaltung der Hypothese, von der 
wir ausgegangen sind, nach der Vorschrift des Lehrsatzes 2 und 3 des 
Artikels 1 irgendwo aus dem Kérper wieder herausgehen, und es wiirde 
offenbar unter jenen Kugeln, die die Flache in drei Punkten schneiden, 
gewisse geben, deren Mittelpunkte auf der Geraden Rr ausserhalb des 
kegelf6rmigen Raumes liegen. Wie hieraus erhellt, hat die angenommene 
Lage der Geraden Rr die Folge, dass die Kugelfliche, die anfangs in den 
Kérper eintritt, irgendwo wiederum aus ihm herausgehen und darauf von 
neuem wieder eintreten muss, also mit der Fliche von vier Punkten 
zwei Schnitte von drei Punkten hat, was unmdglich ist. 

Wenn aber die Gerade Rr zufillig Asymptote der Ebene ist, dann 
giebt es sicher eine andre Gerade Ss, die der geometrische Ort des Mittel- 
punktes der die Flache in irgend drei andern gegebenen Punkten schneiden- 
den Kugeln ist, und diese Gerade wird entweder die Ebene P schneiden 
oder deren Hyperasymptote sein oder es wird, wenn man nirgends eine 
Gerade dieser Art finden kann, die nicht asymptotisch ist, offenbar 
die Fliche von vier Punkten selbst sich als Kugelflaiche von unendlich 
grossem Halbmesser herausstellen. Zieht man alsdann eine Ebene, die 
diese Kugel von unendlich grossem Halbmesser beriihrt, und legt eine 
andre Flaiche durch den Beriihrungspunkt und drei zwischen der Ebene 
und der Kugelflache liegende Punkte, so ist nicht schwer zu beweisen, 
dass man dort eine solche Gerade findet, von der dasselbe gilt, was wir 
soeben von der geraden Rr behaupteten. Hieraus folgt, dass die Kugel 
von unendlich grossem Halbmesser, die wir soeben annahmen, in Wirk- 
lichkeit nicht existirt. Wenn es beliebte, kénnte man hieraus sofort 
schliessen, dass es keine Kugel von unendlich grossem Halbmesser giebt 
ausser der Ebene selbst, was sich freilich mit dem Euklidischen Axiome, 
jedoch durchaus nicht mit der ihm in Artikel 1 entgegengestellten An- 
nahme vertraigt. Wir gehen jedoch lieber in dem Beweise noch weiter. 

Somit ist erhartet, dass unsere iiberall stetige und begrenzte Fliche 
wirklich eine kérperliche Figur bildet. 





P. Sricxer. 


+ 


Lehrsatz. Der durch die Fliche von vier Punkten begrenzte 
Kérper ist eine Kugel. 

Innerhalb des begrenzten Raumes des Kérpers giebt es augenschein- 
lich eine Gerade endlicher Grésse, die von allen innerhalb des Kérpers 
liegenden die grésste ist. Man halbire diese Gerade und ziehe die Ebene, 
die auf ihr in dem Theilpunkte (Mittelpunkte) rechtwinklig steht. Irgend 
eine Gerade, die in dieser Ebene durch den Mittelpunkt hindurchgeht, 
wird von der ersten Geraden entweder ebenfalls halbirt oder nicht halbirt. 
Tritt das letztere ein, so mége auch diese Gerade halbirt und der Zwischen- 
punkt zum Mittelpunkt genommen werden. Wie sich sehr leicht be- 
weisen lisst, kann man aus diesem Mittelpunkte eine Kugel beschreiben, 
die mit der Fliche von vier Punkten zwei verschiedene Schnitte gemein 
hat. Damit wir also nicht zu Siitzen gelangen, die der angenommenen 
Erklirung widersprechen, bleibt nichts iibrig als zuzugeben, dass die 
Fliche von vier Punkten eine Kugelfliche ist. 

Auf dieselbe Art zeigt man, dass die iiberall begrenzte Linie von 
drei Punkten ein Kreis ist. 


5. 

Lehrsatz. Durch irgend welche drei Punkte in einer ge- 
gebenen Ebene, die nur nicht auf einer und derselben Geraden 
liegen diirfen, lisst sich ein Kreis beschreiben. 

Man nehme irgend einen vierten Punkt ausserhalb der Ebene an; 
dann erhellt aus dem Vorhergehenden, dass man diesen vier Punkten eine 
Kugel umschreiben kann, die mithin von der Ebene durch die drei ge- 
gebenen Punkte in einer iiberall begrenzton Linié von drei Punkten, 
d. h. in einem Kreise, geschnitten wird. 


6. 
Lehrsatz. Das Euklidische Axiom ist wahr. 


Irgend eine gegebene in den Punkten A und B begrenzte Gerade 
AB mége in C halbirt und durch den Punkt C eine zweite auf der 
Geraden AB senkrechte Gerade CD gezogen werden. Aus den Punkten 
A, B ziehe man in derselben Ebene mit AB und CD die Geraden 
AE und BF, die mit der gegebenen AB irgend einen spitzen Winkel 
bilden. Von dem Punkte C fille man auf AF und BF die Lote CG 
und CH, die diese in den Punkten G und H schneiden. Man verlingere 
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CG@ und CH bis zu J und K, sodass CJ =2CG, CK =2CX wird. 
Alsdann lisst sich um die drei Punkte C, J, K ein Kreis beschreiben, 


& wD FF 





A 





ce 
Fig. 6. 


dessen Mittelpunkt, wie man aus der Zeichnung erkennt, auf der Geraden 
CD deren Schnittpunkt mit der Geraden AF oder BF bildet, den nach- 
zuweisen wir beabsichtigt hatten. 














Ueber die Gestalt der Bahncurven bei einer Klasse dynamischer 
Probleme. 


Von 


Paut SrAcket in Kiel. 


In verschiedenen, seit 1891 erschienenen Veréffentlichungen habe ich 
auf eine Klasse dynamischer Probleme hingewiesen, denen mehrere merk- 
wiirdige Eigenschaften zukommen, z. B. besitzen die Differentialgleichungen 
der Bewegung, wenn die Anzahl der unabhiingigen Veriinderlichen » be- 
triigt, mindestens » quadratische Integrale und sie lassen sich stets durch 
Quadraturen integriren. Neuerdings habe ich gefunden, dass eine Bahn- 
curve eines solchen Problems im Allgemeinen einen n-fach ausgedehnten 
Bereich iiberalldicht erfiillt*). Der Beweis fiir diese Eigenschaft, die 
freilich nach den Untersuchungen Poincarés nicht iiberraschen kann, 
scheint mir deshalb der Mittheilung werth, weil er sich mit sehr ein- 
fachen Hilfsmitteln fiihren liisst und weil sich dabei ein interessanter Satz 
iiber die Verteilung der periodischen Bahnen unter der Gesammtheit der 
Bahnen herausstellt. 

Bildet man aus den.»(n + 1) willkiirlichen Functionen 

Gax(Pe) (Gao a) 
die allein von dem jeweils hingeschriebenen Argumente abhingen, die 
n + 1 Determinanten 


\Pap| = O = a Pap: Vaz, 
(a, 8 =1, 2, ---,m) a 
Y= > Pao , Da (3=1,2,-- »”), 
” \ 
so besitzt ein dynamisches Problem, bei dem die lebendige Kraft 7 durch 
rai SS 9] 
2 ®., \ dt 
a 
*) Fiir die Jacobi’sche Bewegung auf einer beliebigen Rotationsfliiche habe ich 


diesen Satz bereits 1885 in meiner Inaugural-Dissertation: Ueber die Bewegung 
eines Punktes auf einer Fliche ausgesprochen. 








r 


ch 
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dargestellt werden kann, wiihrend gleichzeitig eine Kraftefunction TT 
der Form 








y 
Tan 3 
existirt, die  quadratischen Integrale: 
1 Soha dp, 
ae SG = _ (6 = 1,2,---,n), 


WO ¢, Cg,...,  Willktirliche Constanten bedeuten, und die Integral- 
gleichungen der Bewegung werden: 


2 f Pur 4Pa __ mt—~¢ 
V¥a(Pa) 
Papo ap, , 
== ¢ == 2,3,--+,m); 
sf V%q (Pe) pe (B , )5 
zur Abkiirzung ist 


2pa0 + 2pares: + 2pPase2 + +--+ 2PanCn = Wa (Pa) 
gesetzt worden, wihrend 1, ¢,’,¢,,...,¢, m neue willkiirliche Constanten 
bedeuten. 
Im Allgemeinen wird man, wenn iiberhaupt Bewegungen miglich 
sind, die Ausdriicke ~,, #,,..., ¥,, wenigstens fiir einen gewissen Bereich 
der Werthe von ¢,, ¢:,...,¢€,, auf die Form bringen kénnen: 


Ya( Pa) = (Pu — Ga) (be — Pu) * Xa(Pa), 
sodass , und b, reelle, von ¢,, ¢g,..., ¢, abhiangende Constanten sind, 
und, wenn aq kleiner als b, gewihlt wird, ya(p.) in dem Intervalle 


Ge <pa < ba 


nur endliche, positive, von Null verschiedene Werthe annimmt. 

Nun gilt, wenn in dem Bereiche 8, auf den die Verinderlichen 
P1» Poy +++) Pm Aurch die soeben hingeschriebenen Ungleichheiten beschrinkt 
werden, die Determinante ® nicht verschwindet, folgendes Theorem, das 
fiir die besonderen Fille »n—1 und »=2 bereits von Weierstrass 
und Staude bewiesen worden ist. Die Gleichungen 


Pe 
=) - Pap (Pa) Pe er (B=a=1.9.... 
zf Vee *.) 6.0.) Vae@eay OTHE 


definiren p,, p,,.--., P» fiir den Bereich $ als eindeutige, stetige, grade 
Functionen der unbeschriinkt veriinderlichen reellen Gréssen 1,, t,..., ti, 
die n-fach periodisch sind mit den Periodensystemen 








a AO I A 


























Paut Sricker. 
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2@e1, 2@a2, adn 2@an (a = $, 8, ; it n), 


wo die Periode 2@. — 


Pa xe (Pa) ap, 


PV ee ig) (ba — Pa) Vita (Pa) | 











gegeben wird. Alle zu einem Wertsystem p?, p$, ..., p® des Bereiches 8 
gehérigen Wertsysteme ¢,, ¢,, ..., é werden dargestellt durch 


+ ty +S) 2a a 5 (B= 1,2,--+n), 


wenn m,, Mm,,..., m, beliebige ganze Zahlen bedeuten; dabei gehért 
das Werthsystem 4, ?, ..., & dem Bereiche 
ty = >) te ap (0<t <1) 


an und ist das einzige der verlangten Art in diesem Bereiche. 

Um diesen Satz auf das vorliegende dynamische Problem anzuwenden, 
mige festgesetzt werden, dass zur Zeit t= 0 der bewegte Punkt sich an der 
Stelle p,,.,--..Pn des Bereiches 8 befinde und dass die Ableitungen nach 
der Zeit p,’, po,-.. Pn zu dieser Zeit die Werthe p,’, p,,..., Pn  be- 
sitzen. Alsdann werden die —— 


z/ a 1 dD, oes Pe 
Vr. Pa) Viva (Pa) 

ry fed dp, ans Pu a s 

2 / Vive tp, 2 =f Vee (P. 53 


dabei sind die Constanten ¢,, ¢, ..., ¢, durch die Gleichungen 
2 Pat (Pe): Pa —— 1 
Vee) 


Pa 3 (Pa) Po 
>- «( wt = 2,8,--- 
: 1 Ya(Pe) (P.) . (p ? ’ ’ n) 


eindeutig bestimmt. 
Ist jetzt p!, p{, ..., p® irgend eine Stelle des Bereiches 8, so ge- 


héren dazu die Werthe 
ts 4- > 2a Wap - 
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Nach einem bekannten Satze kann man aber, sobald die n Systeme von 
je x —1 Perioden: 

2@u2, 2@as, -- +) 2Wan 
von einander unabhiingig sind, unendlich viele Systeme ganzer Zahlen 
mM,, My, ..., mM, von der Beschaffenheit finden, dass jeder der n — 1 
Ausdriicke 


> 2a We (6 = 2, 3,--+,n) 


irgend einem gegebenen Werthe beliebig nahe kommt*). Mithin kann 
man durch geeignete Wahl von m,, m,,..., m, bewirken, dass fiir 
B= 2,3,..., die Gréssen 


ts a B. 2 Me Wap 


sich von den Griéssen 


beliebig wenig unterscheiden, und hieraus folgt vermége der Stetigkeit 
der Functionen p,, p.,..., Ym von t,, &,..., t,, dass zur Zeit 


=t+ S2mau— > f — 


auch die Coordinaten p,, P.,---, Pm des iesiailite Punktes sich von den 
gegebenen Werthen p?, p?,..., p® beliebig wenig unterscheiden und dass 
somit die betreffende Bahncurve den ganzen Bereich 8 iiberalldicht erfiillt. 

Sobald die Functionen ,, ¥,..., YW, die verlangte Beschaffenheit 
haben, was freilich nicht immer der Fall sein wird, kann diese Schluss- 
weise nur dann versagen, wenn jene » Periodensysteme von einander 
abhangig sind, d. h. wenn sich » ganze Zahlen g,, 9,,..-, Gn So bestimmen 
lassen, dass gleichzeitig die.» — 1 Gleichungen 


> 2e%3=90 (B= 2,3,--+,n) 


absolut genau erfiillt sind. Giebt es solche Zahlen ga, so ist die Bewegung 
periodisch und zwar mit der Periode 


2Q = P 3 294 Oe1- 


*) Vergl. etwa L. Kronecker, Die Periodensysteme von F'unctionen reeller Varia- 
belm. Sitzungsberichte der Berliner Akademie, Jahrgang 1884, S. 107, Werke 
Bd. Il, S. 31. 
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Lasst man den bewegten Punkt von der gegebenen Stelle p,, p,,..., Dn 
des Bereiches 8 mit einer der Grésse nach gegebenen Geschwindigkeit # 
ausgehen, so bleibt nur noch die Anfangsrichtung der Bewegung will- 
kiirlich, die durch die Verhiiltnisse der Anfangswerthe )p,’, p,',..., Dn 
bestimmt wird. Die Perioden 2@,.3 werden alsdann Functionen der homo- 
genen Variabeln ,’, p,',..., Px, und daher definiren die » —1 homogenen 
Gleichungen 


> 2% =0 (6 =2,3,---,n) 


die Verhiiltnisse der p,', p,,...,), als im Allgemeinen stetige Functionen 
der Verhiltnisse der 2,, %,...,%,. Nun liegen die rationalen Werte 
dieser Verhiiltnisse iiberalldicht, folglich wird dasselbe auch von den 
zugehérigen Werthen der Verhiiltnisse der )),’, p.',..., Pn gelten, d. h. die 
Anfangsrichtungen, welche zu periodischen Baknen gehiren, sind unter 
der Gesammtheit der Anfangsrichtungen iiberalldicht vertheilt. Auf die 
physikalische Bedeutung dieses Satzes einzugehen ist hier nicht der Ort. 


Kiel, im September 1899. 








Ueber die Ann&herung an eine reelle Grésse durch rationale 
Zahlen. 


Von 


HerMANN MINKowSEI in Ziirich. 


Obwohl die Theorie der Anniherung an eine reelle Grisse mit Hiilfe 
von Kettenbriichen seit Euler und Lagrange noch mannigfache Be- 
handlung erfahren hat, scheint einer der interessantesten Siitze auf diesem 
Gebiete bisher nicht bemerkt worden zu sein. Niimlich unter den ver- 
schiedenen méglichen Kettenbruchentwicklungen fiir eine reelle Grisse a, 
wobei die Theilzihler +1 und die Theilnenner positive ganze Zahlen 
sind, giebt es eine bestimmte Art der Entwicklung (und zwar die am 


besten convergirende), fiir welche die siimmilichen Nédherungsbriiche = sich 


von vornherein in einfachster Weise charakterisiren lassen: Als Zéhler und 
Nenner der einzelnen Niiherungsbriiche erscheinen dabei genau die stimmt- 
lichen Paare von ganzen Zahlen x, y, fiir die y>O ist, x und y relativ 
prim sind und dazu die Bedingung 

1 

\(e@—ay)y| <= 


erfiillt ist. Von dem Falle, dass a gleich einer ganzen Zahl + = ist, 
hat man hierbei abzusehen.*) 





*) Bekanntlich liisst sich eine nach fallenden Potenzen von z fortschreitende 
convergente Reihe 
me a= ¢, ¢, 
f(@) =¢_,,# + ¢_ 417 *+---+4424734-- 
in einen Kettenbruch 


1 | 1 | 
PO + ee tTR@ + 





umwandeln, sodass F(z) eine ganze rationale Function von 2 und F(z), Fy(2),--- 
ganze rationale Functionen von z mindestens vom Grade 1 sind. Dabei gilt der 
Satz: Ein Quotient P(e) zweier relativ primer ganzer rationaler Functionen von 2 ist 


Q() 
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Auf die betreffende noch durch weitere bemerkenswerthe Eigenschaften 
ausgezeichnete Kettenbruchentwicklung habe ich bereits an anderer Stelle*) 
hingewiesen, ohne jedoch damals wahrzunehmen, dass die eben erwahnte 
Ungleichung fiir die Niherungsbriiche diese Entwicklung bereits voll- 
stindig charakterisirt. 

Im Folgenden gebe ich eine auf geometrischen Betrachtungen ge- 
griindete und dadurch sehr anschauliche Theorie des Systems zweier linearer 
Formen ax + By, yx + dy mit beliebigen reellen Coefficienten und mit 
ganzzahligen Unbestimmten. Eine Anwendung der dabei zu Tage treten- 
den Resultate auf die specielleren Ausdriicke 2 — ay, y liefert dann ins- 
besondere jene Siitze iiber die Anniherung an eine Grésse a. 


§ 1. 
Satz L Sind §& = ax + By, 4 = yx + dy zwei lineare Formen mit 
beliebigen reellen Coefficienten «, B, y, 0 und einer Determinante «d — By = 1, 
so giebt es stets ganze Zahlen x, y, die nicht beide Null sind und fiir welche 


lini <> 
ausfallt. 

Wird auf die Form &y eine ganzzahlige Substitution «=p X +p’ Y, 
y=qX-+qY mit einer Determinante +- 1 angewandt, so nennen wir &y 
der transformirten Form in den neuen Variabeln X, Y dquivalent. Zugleich 
mit dem Satze I beweisen wir den folgenden 


ZLusatz. Ist yu weder mit der Form X Y noch mit der Form = (X?— Y*) 
diquivalent, so giebt es stets ganze Zahlen x, y, wofiir —+-0, 7 +0 und 
|&n|< = ausfaillt. 


Beweis. Wir deuten x, y als irgend welche Parallelcoordinaten in 
einer Ebene, wobei noch fiir jede der zwei Coordinaten die Entfernung 
Eins parallel ihrer Axe in willkiirlicher Weise angenommen sein kann. Es sei 
O der Nullpunkt (c=0, y=0). Bedeutet A einen von O verschiedenen 
Punkt « = p, y=q, so soll der zu ihm in Bezug auf O symmetrische 
Punkt z = — p, y = — q jedesmal mit A, bezeichnet werden. 





immer dann und nur dann Niherungsbruch dieses Kettenbruchs, wenn die Ent- 
wicklung von 
(P(2) — f@ Y@) V@ ; 

nach fallenden Potenzen von z mit einer Potenz von z, deren Exponent negativ ist, 
beginnt. Der Satz, den ich im Texte angebe, stellt das wohl von manchem Mathe- 
matiker vermisste Analogon in der Gréssenlehre zu diesem Satze der Functionen- 
lehre vor. 

*) Annales de I’Ecole Normale supérieure, 3° série, t. XIII; 1896. 
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Die Gesammtheit derjenigen Punkte, fiir welche x wie y ganze Zahlen 
sind, heisse das Zahlengitter, und die einzelnen Punkte daraus sollen 
Gitterpunkte heissen. 

Sind @, 6 positive Parameter, so bilden die vier Punkte R, R,, S, S,, 
fiir welche §=e, 7 =0; §=— 9, y= 0; E=0, y=; E=—0, y= — 
ist, die Ecken fiir ein Parallelogramm mit O als Mittelpunkt und mit 
den Linien § = 0, 7 =O als Diagonalen. Ein solches Parallelogramm 
werde mit $(@, 6) bezeichnet. Seine vier Seiten besitzen die Gleichungen 


+t ‘ + ae 1, wo fiir die zwei Vorzeichen alle vier Combinationen 
+,+; —, +; ——; +,— im Betracht kommen, und der Bereich von 
¥(o, 6) wird daher durch 


<1 


= 
o — 


é | 
eit 








dargestellt. 

Wir kénnen nun von so kleinen Werthen fiir @ und 6 ausgehen, dass 
das zugehGrige Parallelogramm $(@, 6) jedenfalls keinen Gitterpunkt ausser 
dem Nullpunkte O in sich fasst. Dann lassen wir @ und o unter Fest- 
haltung der Grisse ihres Verhiiltnisses 9:6 wachsen. Dabei dehnt sich 
8(e, 6) nach allen Richtungen von O aus in gleichem Maasse aus. Wir 
miissen daher schliesslich zu gewissen Werthen eg, 6 kommen, wobei $§(@, 6) 
auf seiner Begrenzung weitere Gitterpunkte aufnimmt, wihrend immer 
noch O der einzige Gitterpunkt im Inneren von $8(g, 6) ist. Es sei bei 
diesen Werthen 0,6, bei denen wir nun verweilen, A (c—p, y=q) ein 
Gitterpunkt auf der Begrenzung von $(e,6). Da zugleich mit A auch 
der Gitterpunkt A, (2=——yp, y=—gq) auf der Begrenzung von ‘8(@, 6) 
auftritt, so kénnen wir annehmen, fiir A sei y >0 oder y = 0, &>0. Wir 
setzen fir A: — =i, yn =u, so dass u>0, A>0, e = + 1 ist. 

Die ganzen Zahlen p, q haben gewiss keinen gemeinsamen Theiler 
> 1, weil die Strecke OA keinen Gitterpunkt zwischen O und A enthiilt. 
Wir bestimmen zwei ganze Zahlen r, s irgendwie so, dass ps—gr =e 
ist, und setzen 


a=pX+rY, y=qX+s¥. 
Dabei werde s& =AX+2Y, y=wX+uY. Dann haben ef, y in 
X, Y die Determinante se = 1 und folgt 
(1) Y = Ay — wes. 
Die Gitterpunkte x, y werden genau die Punkte mit ganzzahligen 


Bestimmungsstiicken X, Y. Diese Punkte ergeben auf der Linie Y = 0, 
d. i. der Geraden durch O und A die unendliche Punktreihe zu den 


Werthen X —=---— 2, —1,0, 1, 2,---, wobei XO den Nullpunkt, 
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X—=1 den Punkt A liefert und alle diese Punkte sich in einem con- 
stanten Abstande = OA folgen. Sodann bilden sie auf einer jeden der 
za Y=O parallelen Geraden Y=1, Y=—1, Y=2, Y= — 2, --- 
jedesmal eine fquidistante Punktreihe mit 
dem gleichen constanten Abstande — OA 
zwischen benachbarten Punkten. Von diesen 
simmtlichen einander parallelen Geraden sind 
Y=1 ud Y=——1 die zwei an Y=O 
nichstgelegenen. 

1. Wir nehmen zuniichst an, dass A 
nieht eine Ecke von $(@, 6), also 4>0, u>0 
ist.*) Es sei F' der Punkt §& = — ed, » = wu. 
Das Parallelogramm mit den Ecken A, F, Ay, Fy 
ist durch —A4<§ <4, —u<y<u definirt 
und befindet sich, von den Ecken abgesehen, 

Fig. 1. ganz im Inneren des Parallelogramms $(g, 6). 

Nehmen wir weiter an, dass A auch nicht 
Mitte einer Seite von $(0, 6) ist. Die zu A,OA parallele Gerade durch 
F trifft dann die Begrenzung von $$(9, 6) ausser in F' in einem zweiten 
Punkte G, so dass die Strecke F’G offenbar grésser als OA ist. Ebenso 
wiirde jede parallele Gerade zu A,OA, die in dem Streifen zwischen 
A,OA und FG verliuft, eine Strecke > OA ganz im Imneren von $(g, 6) 
liegen haben. Da nun im Inneren von $(@,6) sich kein Gitterpunkt 
ausser O befindet, welcher Punkt auf Y—O liegt, miissen danach die 
Geraden Y = + 1 ausserhalb des durch die Parallelen FG und FG, be- 
grenzten Streifens verlaufen, d. h. fiir den Punkt F' muss _jedenfalls 
| ¥|<1 sein. Nun hat man fiir F: Y= 2du, also folgt 

2au <i. 
Danach ist der Gitterpunkt A hier von der im Satze I und dem Zusatze 
geforderten Beschaffenheit. 

2. Ist A Mitte einer Seite von B(o, 6), also A= +e = : 6, 80 


ist A,OA, also die Gerade Y =O parallel einer Seite von B(o, 6). Jede 
Parallele zu A,OA, welche in’s Innere von $$(9, 6) eintritt, hat dann mit 
B(e,6) eine Strecke = A,OA > OA gemein. Die ,Geraden Y= -+ 1 
kénnen daher nicht in’s Innere von (0,6) eintreten, $(e, ¢) liegt also 
ganz in dem Streifen —1< Y<1. Insbesondere gilt danach fiir den 
Punkt F: Y<1, d. h. man hat 


*) Wie die Buchstaben R und R, in der Figur eingetragen sind, ist darin e = 1 
fiir den Punkt A angenommen. Die Gitterpunkte sind hier und in den weiteren 
Figuren durch kleine Kreise angedeutet. 














Se el oe 


1 
) 
J. 
0 
t 


Le 








Anniiherung einer reellen Grisse durch rationale Zahlen. 95 


2du <1. 
Der Punkt A hat also wieder die im Satze I verlangte Beschaffenheit. 
Das Gleichheitszeichen in dieser Ungleichung, (dessen Eintreten zu- 
gleich go = 2 bedeuten wiirde), hat dann Statt, wenn eine Seite von 
%(e,o) auf die Gerade Y—1 fallt. Da diese Seite an Linge = 20A 
ist, so enthilt sie alsdann entweder innerhalb jeder ihrer durch F' ge- 
trennten Hiilften je einen Gitterpunkt, in welchem Falle fiir diese Gitter- 


punkte nach dem bereits in 1. Ausgefiihrten sich § += 0, 4 + 0, |En| < + 


herausstellt, oder aber es sind auf ihr sowohl beide Ecken wie die Mitte 
F Gitterpunkte. In diesem zweiten Falle wiiren in 8(@, 6) alle vier Mitten 
der Seiten Gitterpunkte. Wir kénnen dann A als die Mitte von RS, 


d. h. ¢ 1 voraussetzen. Ist fiir F hier Y—1, X —g und setzt man 
= . 1 1 1 1 

X—=X+9Y, so sind A(E— +e, 1= =) und F(§=— Se, n= 6) 
durch X =1, Y=O und X=0O, Y=—1 bestimmt, und hat man daher 


t= + o(X—Y), y=5 o(X+ ¥), oo=2, ty == (X*—Y%). 


3. Endlich nehmen wir an, dass der Gitterpunkt A eine Ecke von 
B(e, 6), also dafiir § — 0 oder y = 0 sei; dann ist selbstverstindlich fiir 


diesen Punkt |&y| = 0< = In jedem Falle entpricht somit der Gitter- 


punkt A den Bedingungen des Satzes I 

Um auch noch den Zusatz unter den letzten Umstiinden als richtig 
zu erkennen, stellen wir uns A etwa als die Ecke R(§ = e, y =) von 
$%(e, 6) vor. Dann ist nach (1.): Y= oy. Nunmehr halten wir o fest 
und denken uns den Parameter 6 als verinderlich. Dabei bleibt die 
Diagonale [,R(A,OA) von $(0,6) auf Y =O fest, wihrend sich die 
Endpunkte S,, S der anderen Diagonale auf der Linie § = 0 verschieben. 
Bei hinreichend kleinem o liegt (0,6) ganz im Bereiche —1< Y <1, 
enthalt- dann also gewiss keinen Gitterpunkt ausser A,, O, A. Wird 


= -; so erreicht $(0, 6) die Gerade Y=1 mit der Ecke S (E=0, y=). 
Fallt dabei diese Ecke zugleich in einen Gitterpunkt, so sei fiir ihn 
Y=1, X=g. Setzt man alsdann X—X-+QY, so gilt fir S: =O, 
y4=0; X=0, Y=—1, fir R: =e, y=0; X—1, Y=0O, also hat 
man in diesem Falle: 
§&= 0X, y= oY, eo=l1, &y = XY. 
Fallt hingegen der Punkt § = 0, 9 -; nicht in einen Gitterpunkt, 


1 ,. ss 
so kann man 6 iiber > hinaus wachsen lassen, ohne dass zuniichst neue 
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Gitterpunkte in (0,6) eintreten. Dabei wird die Strecke, welche der 
Bereich von $(o,6) aus der Linie Y—1 herausschneidet und deren 
variable Endpunkte J, K heissen mégen, nach beiden Enden zu immer 
ausgedehnter und wird sich schliesslich einer dieser zwei Fille ereignen: 
Entweder fallt, so lange noch diese Strecke JK < OA ist, einer 
ihrer Endpunkte (wie in Fig. 2 der Punkt J) in einen Gitterpunkt A’ 
auf der Geraden Y=1. Dabei reicht dann wegen 


JK < = A,OA. des Parallelogramm $(@, 6) noch nicht 


an Y=2 heran, enthialt also gewiss keinen Gitterpunkt 
ausser 0, A, Ay, A’, Ay, und zugleich liegt der Punkt 
A’ auf Y=—1 niher an S (wofiir Y< 2 ist), als an 
dem anderen Endpunkte (A, in Fig. 2) der durch ihn 
gehenden Seite von $(o@, 6), also ist A’ keinenfalls 
Mitte dieser Seite. In diesem Falle gilt fiir A’ nach 
den friiheren Bemerkungen § + 0, 4 + 0, |Ey| < = : 


Der andere mégliche Fall ist, dass erst, wenn die Strecke JK bis 
zur Linge OA gewachsen ist, ihre beiden Endpunkte in Gitterpunkte zu 
liegen kommen. In dieser Endlage stésst dann 8(9,6) gerade mit der 
Ecke S auf Y= 2, sodass auch hier noch $(0, 6) keinen Gitterpunkt 
ausser O im Inneren enthilt, aber in den Mitten aller vier Seiten Gitter- 
punkte aufweist. In diesem Falle erweist sich, wie schon oben unter 2. 


ausgefiihrt ist, §y als aquivalent mit 3 (X*?— Y*). Werden alle erérterten 





Fig. 2. 


Kinzelheiten zusammengefasst, so tritt die Richtigkeit des zum Satze I 
gemachten Zusatzes hervor. — 

Den Beweis der Ungleichung 244 <1 fiir den Gitterpunkt A und 
damit des Satzes I kénnen wir auch durch folgende, auf dem Begriffe des 
Flicheninhalts beruhende Betrachtung erhalten, die noch zu einem weiter 
reichenden Resultate fiihrt. 

Da wir im Hinblick auf die festzustellende Relation |&y| < ; die 
Rolle der Formen &, 4 vertauschen, auch € durch — & ersetzen kénnen, 
wobei freilich als Werth der Determinante von £, 7 auch —1 zuzulassen 
ist, so diirfen wir ohne wesentliche Eimschrinkung annehmen, A falle 
auf die Seite RS von $(o, 6) und noch derart, dass RA < AS ist, d. h. 


wir setzen ¢ =1 und 2 = . voraus. Indem A auf der Begrenzung von 
$(e, 6) liegt, hat man 


¢ 4 uw 
(2) hk tee 

a 1 u 1 du 1 nae ee , 
also ead St thee ee tet Spat ied So Nun werden wir 
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beweisen, dass fiir ein Parallelogramm wie $%(0, 6), welches einen Gitter- 
punkt A auf der Berandung, im Inneren aber O als einzigen Gitterpunkt 
enthilt, stets 

(3) eo <2 


gilt. Daraus folgt dann unmittelbar Au < = Dieser Satz (3) ist aber 
einschneidender. 


Der Flécheninhalt von $(9, 6), d. h. das Doppelintegral //dz dy, 
iiber diesen. Bereich erstreckt, ist, da §, die Determinante +- 1 in 2, y 


haben, = 4-—+e6—=2e6. Es seien nun H, K (Fig. 1) die Schnittpunkte 
von Y =1 mit den Geraden §,R, und RS. Wegen (2) haben die Formen 
. +- . und Y die Determinante 1 in den Variabeln X, Y und dann 


eine Determinante + 1 in x,y. Also ist der Flicheninhalt des Parallelo- 
gramms K,H,KH gleich 4. 

Tritt nun die Strecke HK in das Innere von B(o, 6) ein, so liegt 
K auf RS zwischen A und S und hat HK mit $(o, 6) eine Strecke JK 
gemein, die nothwendig < OA ist, weil kein Gitterpunkt ausser O im 
Inneren von $(@, 6) liegt. Wegen JK < OA liegt J auf R,S und so, 
dass R,J>JS ist. Infolgedessen ist der Filicheninhalt des Dreiecks 
JKS nicht grésser als der des Dreiecks JHR,. Nun entsteht das 
Parallelogramm R&R,S, aus dem Parallelogramm K,H,KH, indem von 
letzterem die Dreiecke J,H,R und JH R, fortgenommen und die Dreiecke 
J, K,S, und JKS von nicht grésserem Flacheninhalte hinzugefiigt werden. 
Daraus folgt fiir die Flacheninhalte der zwei Parallelogramme das Ver- 
hiltniss 296 < 4. 

Tritt jedoch die Strecke HK iiberhaupt nicht in das Innere von 
$(e, 6) ei, so ist das Parallelogramm RSR,S, ganz im Parallelogramme 
K,H,KH enthalten und daher ebenfalls 296 < 4. 


§ 2. 
1. Es mégen & und y dieselbe Bedeutung wie in Satz I haben. Wir 
wollen jedoch jetzt von vornherein die besonderen Fille ausschliessen, 
dass die Form &y der Variabeln x, y mit der Form XY oder mit der 


Form = (X?— Y*) der Variabeln X, Y iiquivalent ist. Von diesen Aus- 


nahmefallen abgesehen, gilt der 
Satz Il. Sind «=p, y= gq zwei relativ prime ganze Zahlen, wofiir 
|—| >O und |&y| @2 ausfillt, so kann mam stets zwei ganze Zahlen 


Mathematische Annalen. LIV. 7 
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x=p,y=q’ finden, so dass pq’ —qp' =-+1 ist und fiir welche ebenfalls 
|én| <+ ist, aber |&| Kleiner ausfiillt als fiir das erstere System. 


Beweis. Da wir anstatt p, q ebensogut das System — p, —q zu 
Grunde legen kénnen, nehmen wir an, fir c=—p, y=q sei § =e, 
y= und dabei u>0, A>0, e=—-+1 oder w—0, ADO, ¢ = 1. 
Wir bestimmen zwei ganze Zahlen r,s irgendwie so, dass 

ps—qr=e 
ist, und setzen 
a=pX+rY, y=qX+sV¥. 
Alsdann sei 
e§ =AX+AY, y= uX+eY, 
so folgt noch 
AU--whA=1, Yodan — weg = e(py—qz). 

Wir bezeichnen den Gitterpunkt =p, y=q (E=ed, y=) mit 
A, ferner, wenn uw > 0 ist, mit F den Punkt §=—ed, y=—uw. Fir 
F wird Y= 2du, d. i. Y<1 auf Grund unserer Voraussetzung iiber 
den Gitterpunkt A. Die Geraden Y = -++ 1 schliessen also das Parallelo- 
gramm mit den Ecken A, F, A,, F, ganz zwischen sich ein, ohne es zu 
treffen, so dass insbesondere F’ 
und F, gewiss nicht Gitter- 
punkte sind. 

Die Gerade Y 1 trifft nun 
die Linien §=—=— eA, =O, 
£ = «A in drei Punkten H, J, K 
(Fig. 3), fir die y—*—**, 


y= ; ,7= at Ze ist, welche 











Gréssen simmtlich > sind. 
Da HJ=JK=OA ist, so wer- 
den auf dieser Geraden Y = 1 
entweder die drei Punkte H, J, K 
Gitterpunkte sein, oder es liegt 
ein Gitterpunkt B innerhalb der 
Strecke HJ und ein Gitterpunkt 
C innerhalb der Strecke JK. In diesem letzteren Falle sei dann M der 
Schnittpunkt der Geraden FB (oder A,B im Falle » = 0) mit der Ge- 
raden € = ( und N der Schnittpunkt der Geraden AC mit der Geraden 
&=—0. 

Wir bezeichnen nun mit A’ (4 =p’, w= q') erstens, wenn J ein 
Gitterpunkt ist, diesen Gitterpunkt, zweitens, wenn in J kein Gitterpunkt 





Fig. 3. 
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fallt und wenn zugleich M niaher an O liegt als N, also OM < ON ist, 
den Gitterpunkt B, drittens, wenn in J kein Gitterpunkt fallt und dabei 
OM> ON ist, den Gitterpunkt C. Da A’ auf Y=—1 liegt, gilt jedes- 
mal pq’ — qp' =e =-+1. Fir A’ kénnen wir sodann § = £1’, y= wp’ 


setzen, sodass 4’ 0 im ersten, & —=—e, 4’>0O im zweiten, «=e, 
4’ >0 im dritten Falle ist, ferner in jedem Falle ’<A, w>wu. Im 
ersten Falle denken wir uns noch «= -—e«. Wir wollen ferner hier 


unter $(e, 6) mit den Ecken RSR,S, speciell dasjenige vollig bestimmte 
Parallelogramm mit § —0, 47 —0O als Diagonalen verstehen, dessen Be- 
randung sowohl den Punkt A, wie den Punkt A’ aufnimmt. Die Ecke 
S(§=0, y=6) kommt dabei im ersten Falle in J, im zweiten in M, 
im dritien in N zu liegen. Wir kénnen nun zeigen, dass in jedem Falle 
dieses Parallelogramm $(e, 6) keinen Gitterpunkt ausser O im Inneren 
enthalt und dass darin auch A’ nicht Mitte einer Seite ist. Aus diesen 


Umstiinden folgt nach den Betrachtungen in § 1, dass a’u’ < $ ist, und 


da zudem 4 >A’ >0 gilt, wird danach in der That der Gitterpunkt p’, q’ 
von der im Satze II geforderten Beschaffenheit sein. Wir unterscheiden 
nun die genannten drei Fille: 

Ist erstens J ein Gitterpunkt, A’ = J, so erreicht das Parallelogramm 
$(e, 6) die Gerade Y—1 nur im Punkte J. Dieses Parallelogramm 
enthalt daher keinen Gitterpunkt ausser O im Inneren und A, Aj, d, J, 
auf der Begrenzung. Dabei werden J, J, die Ecken S, S,. Da ferner 
H ausserhalb dieses Parallelogramms ‘$(0, 6) fiallt, so liegt wegen 


OH = Ad der Punkt A von S weiter entfernt als die Mitte § — <; 


= + der Seite, welche A und S enthilt. Man hat also 4>£, w<<- 
Andererseits gilt 4’ =0< <, u=o> + — Zu bemerken ist noch, 


dass hier jedenfalls u > 0 ist. Denn wire w = 0, also auch A eine Ecke 
in $(e, 6), so enthielte dieses Parallelogramm in den vier Ecken Gitter- 
punkte. Dann wiire nach § 1, 3. die Form &y der Variabeln x, y iiqui- 
valent mit der Form XY der Variabeln X, Y. 

Wir verfolgen jetzt die Annahme, dass J kein Gitterpunkt ist. Es 
bedeute noch G den Schnittpunkt der Geraden FB mit der Geraden 
Y= 0; dieser Punkt liegt im Falle » >0O auf der Verlaingerung von 
A,O iiber A, hinaus, im Falle w= 0 fallt er mit A, zusammen. Aus 
den zwei fhnlichen Dreiecken GOM und BJM einerseits und aus den 
zwei aihnlicher Dreiecken OAN und JCN andererseits erhilt man die 


Proportionen 
1) a ae Se 
( 0J+JM~ GO’ OJ+IN~ OA 
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Der zweite der obigen Fille, A’ = B, hat Statt, wenn J kein Gitter- 
punkt ist und dabei OM < ON ist. Der gezeichneten Figur 3 ist speciell 
dieser Fall zu Grunde gelegt. Dabei giebt dam F BM (A, BM fir up —0) 
eine Seite von $(e,¢) ab. Fiir den Punkt M gilt hier stets Y< 2. 
Denn entweder hat man BJ< JC; wegen BJ + JC = A,O ist dann 


BJ < + 4,0 < + GO und folgt aus (1): JM<OJ. Ist aber BJ> JC, so 
ist wegen BJ + JC = OA jetat JO< + OA und folgt aus der zweiten 


Relation in (1): J N<OJ, und um so mehr gilt dann JM < OJ. In jedem 
Falle ist dann weiter OM < 20J, d. h. eben Y< 2 fiir den Punkt M. 

Das Parallelogramm (0, 6) liegt somit hier ganz im Bereiche 
—2< Y<2. Von der Geraden Y—1 enthilt es eine Strecke mit B 
als einem Endpunkte und mit eimem Punkte zwischen J und C als 
anderem Endpunkte, von der Geraden Y= O enthilt es die Strecke 
A,OA. Von Gitterpunkten finden sich also darin allem O im Inneren 
und A, Ay, B, B, auf der Begrenzung. Da ferner BC=OA ist, die Strecke 
BC bei B in’s Innere von (0, 6) eintritt, aber C ausserhalb $(o, 6) 


fallt, so liegt Ban S(—M) ndher als die Mitte §—=—!, y= <= 


2? 
der B und S enthaltenden Seite von $5(0, 6), man hat also 4’ << + ,uw> 33 
und andererseits liegt deshalb der Punkt A von der Ecke S(= M) 
weiter ab als die Mitte § = “°, y= < der A und S enthaltenden Seite 
von $(o, 6), mithin ist 4 > . ax +: 


Ueber die Ermittlung des Gitterpunktes A’ in diesen beiden ersten 
Fallen bemerken wir Folgendes: Man hat fiir A’ hier § = — ¢1’, y=w' 


und 0< 4’ <A, andererseits X=g, Y=1, wo g eine ganze Zahl ist, 
und dann p =r+gp, ¢=s+gq. Nun folgt — ed’ = e(4+ A), 
also soll 0<—4—ga <a oder 0<— + —g<1 sein. Danach ist g 


die grésste in — ba enthaltene ganze Zahl: 
.-[-1] 
Die Relation Y= 1 fiir A’ ist gleichbedeutend mit du’ + wd’ —1. 
Ist nun — 4 genau eine ganze Zahl, so wird 4’ = 0, A’ =J. Anderen- 
falls wird 2°>0 und ist der Punkt M auf der Geraden F'B (A,B fiir 
u =O) bestimmt durch ¢ = 0, 2—" — ™—" also fir M: 4(A-—2’) 


> Ete” Ete 
= Aw — ud = 2dy’— 1, der Punkt N auf der Geraden AC hingegen 
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ist, da C hier den Werthen § = — ed’ + &A4, » = w' + uw entspricht, be- 
stimmt durch § = 0, ry — a = F —f , also me N: nV =A’ + yd‘ =1. 
Die Relation OM< ON kommt danach auf cl Bo < > d. i, da ’4>0 


ist, auf 24’ u’ <1 hinaus. 

Endlich nehmen wir als dritten Fall den, dass J kein Gitterpunkt 
ist und dabei OM> ON gilt. Dann hat fiir A’(§é=—'1’, y=w’) der 
Punkt C einzutreten, so dass é’ = ¢ ist. Fiir B ist dann § = — «(A—1’), 
n = uw — wu; es folgt also zunichst u’—uw>uw. Die Relation O1/>O0N 
kommt hier nach der eben gemachten Ausfiihrung auf 2(4—’)(u’—w)>1 
hinaus. 

Es sei zunichst OM>ON. Aus JM>ZJN folgt nach (1), da 
GO> OA ist, BJ >JC. Diese Beziehung ist hier gleichbedeutend mit 


A—A’>dM. Wegen BJ + JC = OA hat man sodann JC < - OA, und 


wegen (1) daher JN< OJ. Danach gilt fiir den Punkt N jedenfalls 
Y<2. Das Parallelogramm $(o, 6) reicht also nicht an Y = 2 heran. 
Von der Geraden Y=—1 enthilt es eine Strecke mit einem Punkte 
zwischen B und J als einem Endpunkte und mit dem anderen Endpunkte 
in C, von der Geraden Y = 0 enthilt es die Strecke A,0A. Danach ent- 
halt es keinen Gitterpunkt ausser O und A, Ay, C,C,. Da ferner B ausser- 
halb dieses Parallelogramms liegt und AC = OB ist, so ist AC grésser 
als die Hialfte der A und C enthaltenden Seite von $8(@, 6) und befindet 
sich daher C niaher an S(=N) und A weiter von S als die Mitte 
t=, => dieser Seite; man hat also V<te<a, w>S>e. 
Jetzt sei OM = ON, sodass M mit N zusammenfiallt. Nehmen wir 
zudem wu >0O an, so dass A nicht Ecke in (0, 6) wird, so ist GO> A,O 
und daher wieder BJ > JC, 4— 4’> 2’, und gelten alle Ueberlegungen 
wie vorhin, nur dass ausser A, Ay, C, C, noch die Gitterpunkte B und B, 
auf die Begrenzung von $8(9, 6) zu liegen kommen. Weil OB parallel 


AC ist, wird dabei B Mitte einer Seite von B(o, 6), also 4— 4’ = <, 


an — dagegen ist, weil OB = AC und weder A noch C eine 


Ecke von $(o, 6) ist, weder C noch A Mitte einer Seite von $(o, 6); 
man hat wieder 4’ < & <i,g> ; > wu. . 

Hat man schliesslich OM = ON und dazu » =0, so ist A,OA 
Diagonale von $(9, 6) und fallt G mit A, zusammen. Dann folgt 
BJ=JC =~ OA, also A—’ =2' und weiter JN= OJ, CN=AC=OB. 
Unter diesen Umstinden reicht (9,6) mit der Ecke S gerade an Y= 2 
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heran, es enthialt wieder im Inneren ausser O keinen Gitterpunkt, aber 
nicht bloss B, sondern auch C ist darin Mitte einer Seite. Fiir B wie 


fir C gilt dann |&y| = = Es wire dieses derjenige Fall, wo &y sich 


als aquivalent mit der Form ; (X?— Y*) erweist, ein Fall, der vorweg 
ausgeschlossen wurde. 

Aus den Betrachtungen in § 1 folgt nunmehr in jedem Falle, dass 
der Gitterpunkt A’ den Forderungen des Satzes Il entspricht. Zur Be- 
stimmung dieses Gitterpunktes =p’, y=q' aus dem Gitterpunkte A 
hat sich zugleich die folgende Regel herausgestellt: 


Man bezeichne mit g die grisste in — = enthaltene ganze Zahl und 
setze h =g oder h==g + 1, je nachdem 


(—a—ag) (ut+ug) < oder > 5 


ist. Dann hat man p'=r-+ ph, ¢d=s-+ qh. 

2. Veraindern wir die Parameter oe, 6 des in 1. betrachteten Parallelo- 
gramms $8(9, 6) in der Weise, dass 6 verkleinert wird, also S und S, 
naher an O heranriicken, dass aber die Seiten noch fortwaihrend durch 
A, A, (und F, F,) gehen, so erhalten wir, so lange die Abnahme von 6 
eine gewisse Grenze nicht erreicht, ein neues Parallelogramm mit § = 0, 

= 0 als Diagonalen, welches offenbar keine anderen Gitterpunkte ausser 
A,, O, A enthalt. Daraus geht der Satz hervor: 
Satz Ill. Ist ein Gitterpunkt « =p, y=q so beschaffen, dass die 


Zahlen p,q relativ prim sind und dafiir |—&y| < = ausfallt, so kann man 
stets Parallelogramme 


éi|,in 
elt }e|S} 


construiren, welche den Gitterpunkt auf der Begrenzung liegen haben und 
ausser den drei Punkten x,y = p,q; 0,0; —p, —q tiberhaupt keinen 
Gitterpunkt enthalten. 

Wenn andererseits fiir einen Gitterpunkt « = p, y = q ein Parallelo- 
gramm der hier bezeichneten Art existirt, so zeigt der Beweis zum 
Satze I, dass umgekehrt stets p,q relativ prim sind und dafiir |§y| < ; 
ausfallt. 

Auf Grund dieses Satzes II] beweisen wir iiber das Verhiiltniss der 
in 1. mit A und A’ bezeichneten zwei Gitterpunkte den folgenden wich- 
tigen Zusatz: 

Es kann keinen von A, Ay, A’, Ay’ verschiedenen Gitterpunkt x, y geben, 
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fiir den ebenfalls x,y relativ prim sind und ebenfalls |ty|<+-, dabei 
aber A>|§| >A’ waire. 

Beweis. Nehmen wir an, es existirte ein Gitterpunkt A* der hier 
bezeichneten Art, und es sei fiir ihn | &| = A*, |y7| = m*. Wir hezeichnen 
(Fig. 4) mit FE den Punkt § =A, n=u, mit E’ den Punkt §=2’, y=w’, 
mit R und S die Schnittpunkte der Geraden 
EE’ mit » = 0 und § = 0, weiter mit D den 
Punkt & =A, 70, mit L’ den Punkt § =7’, 
4=0, endlich mit E* den Punkt § = A*, 7 =u*. 
Nach dem Satze III miisste es zufolge unserer 
Voraussetzungen méglich sein, ein Parallelo- 
gramm $3(o*, o*) mit 0, 70 als Diago- 
nalen zu construiren, dessen Begrenzung den 
Punkt A* aufnimmt, welches aber weder A 
noch A’ enthielte. Sind R*, S* die Ecken = 9*, 7 —0O und & = 0, 
4 = 6* dieses Parallelogramms, so enthialt die Strecke R* S* den Punkt 
E*, es darf aber weder E, noch E’ dem Dreiecke OR*S* angehéren. 
Da nun nach Voraussetzung E* in dem Parallelstreifen 4’< § < 4 liegt 
und noch dafiir 7 > 0 ist, miisste danach E* sich nothwendig im Viereck 
L'LEE’ und dabei nicht auf der Seite EE’ desselben befinden. Aber 
das Parallelogramm RSR,S, enthilt im Inneren O als einzigen Gitter- 
punkt, danach kann E* nicht in L’LEE’ bei Ausschluss der Strecke 
EE’ liegen. Ein Gitterpunkt, wie wir ihn in A* angenommen haben, 
kann also nicht existiren. 

In entsprechender Weise leuchtet ein, dass es keinen von A, Ay, A’,A,)’ 
verschiedenen Gitterpunkt geben kann, fiir den ebenfalls x, y relativ prim 





Fig. 4. 


sind und ebenfalls |&y|<--, dabei aber w <|y|<w' wire. 
3. Durch die aus A und A’ entnommene Substitution 
T) o=pX+pY, y=qX+7/yY, 


deren Determinante pq’ — gqp’=—-+1 ist, geht die Form &y in eine 
aquivalente Form 


PX? + xXV+ yV?= (eAX+ eV Y) (uX+uy Y) 
iiber. 
Man erhilt zuniichst die Gleichung 7? — 4gy = 1. 


Sodann ist p = edu, py = £'A'w' und gilt |m| << =) lpl< = Weiter 
hat man, wenn ¢ = —<¢ ist, Aw’ + wd’ =—1,4>N>0, wW>w SO und 
4 = &(Aw’— ud’) = c(1— 21’); also ist in diesem Falle 0< ez <1. 
Wenn dagegen ¢’=<« ist, hat man Aw’ — wd’ =1, 42>24’>0, w>2u>0 
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und y=e(Aw'-+ wd’) = ¢(14+ 2m’); da hier 2ua’ <w’< x ist, folgt 
also 1<ey<- Die Relation (2—2’) (w—y)>-~, 
zweiten Falle besteht, ergiebt «(y— 9» — v) >. — Die Vorzeichen 


und ¢’ entnimmt man hiernach bereits aus dam Werthe vom y, allein, 
ausser wenn gerade y= + 1 (also p = 0 oder y = 0) ist. 

Da aus pq’— gp = +1 schon hervorgeht, dass p und g einerseits 
und andererseits p’ und q’ relativ prim sind, so sind die besonderen Um- 
stinde, welche hier fiir die zwei Gitterpunkte A(— =A, y=) und 
A’ (& = £1’, 4 =’) gelten, véllig zusammengefasst in den Beziehungen: 
A>0; uw >0, e=+1 oder u—0, «= 1; poy — qp' ==, ferner ent- 
weder : 


die in diesem 
. Ya 


= — 8, A>v>0, Au<s, Vua'< ~ 


oder : 


&e=s, A>’>O0, Ap<s, (a—2’) (w’—n) > 4- 


Bemerkenswerth ist noch, dass bei dieser zweiten Reihe von Be- 
dingungen fiir « —« die Ungleichung Ay < : eine Folge der iibrigen 
Ungleichungen ist. Denn man hat hier A4w’— A’u—1. Aus 


(A—2’) (w —a) > 5 


und A>A’ folgt zuvérderst u’ >; sodann kann diese Ungleichung ersetzt 
werden durch 


, , , , 1 , , 
Aw + Vu—Au—Vw>s (Aw — iy), 


5 Ay + > vu —Aw— aw’ >0 
oder 

1 \ P S ates 

zy A—*) (w—2u) > 54 (uw —). 


Daraus folgt wu’ —2u>0. LErsetzt man weiter hier Aw’ durch 1+ J'u, 
so entsteht endlich 


1 © , P22 1 , , € 
gt2Vuddutaw’, also +> Ap +a (w'— 2p), 


und daraus entnimmt man in der That ; >du. 
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§ 3. 

Fassen wir die Resultate des § 1 und § 2 zusammen und nehmen 
die Satze hinzu, welche daraus bei Vertauschung der Rollen von € und , 
bei Ersetzung von &, 4 durch y, —&, hervorgehen, so entsteht der 
folgende 

Satz IV. Es seien & = ax + By, » = yx + Oy zwei lineare Formen 
mit beliebigen reellen Coefficienten und einer Determinante «ad — By = 1; 
jedoch set die Form &y in x,y nicht dquivalent mit der Form XY oder 
der Form : (X?— Y*) in X, Y. Alsdann lassen sich die sémmtlichen 
Systeme von ganzen Zahlen x, y, fiir welche x, y relativ prim sind und 
lEy| <= und zudem 4 > 0, bez. y=0, E>0 ist, in eine Reihe nach 
wachsendem Werthe » ordnen. Dabei sind sie zugleich nach abnehmendem 
Werthe |&| geordnet. 

Fiir je zwei auf einander folgende Systeme x =p, y= q und x =p’, 
y=q in der Rethe gilt dann stets 

p¢—qvy = +1. 

Diese Reihe weist ein bestimmtes erstes System auf, wofiir y=0, § >0, 
also 5 = ~ und > 0 ist, wenn 2 rational ist; sie weist ein bestimmtes 
letztes System auf, wofiir § = 0, 4 > 0, also —_ = # und > O ist, wenn 

B 


—— rational ist. Sie ist ohne ein erstes System, wenn a irrational ist, 


ohne ein letetes System, wenn =f irrational ist; sie ist nach Anfang und 


p 


, é _ —B. . . 
Ende hin unbegrenzt, wenn sowohl a -$ irrational sind. 


Ist die Reihe ohne ein letztes System, so convergirt in threm Ver- 
laufe || nach Null und wiichst 4 tiber jede Grenze; ist sie ohne ein erstes 
System,°so wéichst bei umgekehrter Folge der Systeme in thr &| tiber jede 
Grenze und convergirt 4 nach Null. 

Diese zuletzt erwihnte Thatsache folgt aus dem Umstande, dass 
iiberhaupt nur fiir eine endliche Anzahl von Systemen der Reihe |§| oder 
y zwischen gegebenen positiven Grenzen liegen kann. Denn soll etwa 


@ > |8|2eq>0 sein, so folgt aus |Eq| <> und |§| > eq noch |y|<5—5 


in einem Parallelogramme |§| < 9,, |y| << Se liegen aber stets nur eine 
0 


endliche Anzahl von Gitterpunkten 2, y. 
Die Reihe der hier in Betracht kommenden Gitterpunkte x, y, nach 
wachsendem Werthe ihres y geordnet, soll die Kette zu den Formen &, 4 
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heissen, ein einzelner Gitterpunkt «=p, y==q daraus ein Kettenglied, 
ferner die mittelst zweier auf einander folgender Kettenglieder 2 = p, 
y=q und «=—p’, y= gebildete Substitution 


a=pX+pY, y=qX+q¥ 
eine Substitution der Kette heissen. 
Wir bezeichnen die nach einander auftretenden Kettenglieder mit 

Diy Ui (¢=---—2,—1,0,1,2,---), 
wobei wir, wenn ein erstes Glied vorhanden ist, diesem Gliede und 
anderenfalls einem beliebig gewihlten Gliede den Index 0 ertheilen 
wollen. Fir c—p;, y=q; setzen wir §=—6&/4;, 4 =i, so dass 
u>0, 4;>0, & =-+ 1 sei. Ferner schreiben wir allgemein, soweit 
die Indices in Betracht kommen, 

é, 


= = 9;. 


i—1 





é 


Fiir ein etwa vorhandenes erstes Glied ist ¢— 1. Fiir einen etwa vor- 
handenen letzten Index iw, wobei dann 4, —0O wire, denken wir 
uns #, = — 1 gewihlt. Die Substitution 


x= pi_1X; + p. Y; y=G14%:+ 47; 


oder kurz a - bezeichnen wir mit 7;. 


Gi—1, Vi 
Man hat dann allgemein: 


A1r>4:, pi-1< mi, 
ferner 
(1) Asie: — Ow—i14s=—1, Di-14% — WG-1 Di = &-1. 

Die am Schlusse von § 2, 1 entwickelte Regel, welche iiberhaupt 
dazu verhilft, aus einem Kettengliede das nichstfolgende abzuieiten, 
ergiebt einen einfachen Zusammenhang zwischen drei auf einander folgen- 
den Kettengliedern: p;_1, Gi—13 Pi, i} Pit+1, G+1- Wir kénnen p, q; 
mit dem Gitterpunkte p, q (¢ mit ¢, A; mit A) und p41, qi41 mit p,q’ 
aus § 2 identificiren. Fiir die Zahlen r, s dort, welche der Bedingung 
pis — GY = & zu geniigen haben, kann man dann mit Riicksicht auf (1): 
$= — 84-1, Y = — 3; p;,_1 einfiihren, und dabei wird 

3 —_ A = — 08-1 A;-1. 
Also ist dann 4 durch — A;_, zu ersetzen. Dadurch entsteht die folgende 
Regel: 


i. 
Man bezeichne mit g; die grisste in a enthaltene ganze Zahl und 





setze h; = 4g; oder =g; +1, je nachdem 
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(A:—1 — Gi di) (Gi mi — Fii_1) < oder > ry 
ist, dann gilt 


Pw = Bi Pi-1 + hi pi, Co. = Bi Gi-1 + hid 
und iiberdies wird 3:41 = —1 im ersten, =1 im zweiten Falle. 
Man erhialt hiernach 


(2) e* *) ( “— —- & s+) 
G-1,-9/ \l, hy Gi» Q41/’ 
>? Bends — ( 9 ae (“4% €i41 nas | 
tir, wel 2, eS \ wy Bigs 


Pi-1 X; + pY; = pi Xi41 + pi+1 Yi41, 
qi-1 Xi + GY; = Gi Xi41 + Gi+1 Yi4+s 


X; = — 6; Vi4i, Y; = Xin + A Yi41. 
xX; 
-==;, so gilt daher weiter 


Es wird also 


vermoge 


Setzt man allgemein — 











Y, 
—Pui14 +P, — Peart P41 
(3) cae Pen Be Bit, 
— G14 44, — Uta. + G41 
wahrend 
(4) i=— 
"he — tay 


ist. Dabei ist zu bemerken, dass Zahler und Nenner der rechten Seite 
von (3) genau die Ausdriicke sind, die bei der naturgemissen Umformung 
des Zahlers oder des Nenners der linken Seite je in einen Quotienten 
zweier ganzer Functionen von ¢;4, als die Zahler dieser beiden Quotienten 
erscheinen. Aus (3) und (4) erhalt man sogleich allgemeiner: 








—DPo144+PR —MmittDP ; 

(5) DP; Bes k—1°k SF i<k, 
j — G14 449; — 144 % 
wenn 
6) hoo 
We Sige 
ha —*_, 
h,_, — 4 


ist, und dabei gilt iiber die Entstehung von Ziahler und Nenner der 
rechten Seite in (5) aus Zihler und Nenner der linken Seite eine ganz 
entsprechende Bemerkung wie bei den Beziehungen (3) und (4). 

Ebenso wie &, 4 haben 4, —& die Determinante 1. Die Kette zu 
ny, —& ist im Wesentlichen die umgekehrte Kette zu &, y. Durchliuft 
Pi, G die Gitterpunkte der Kette zu §&, 4 in umgekehrter Reihenfolge, 
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d. h. sodass die Indices i abnehmen, so hat man dabei in den Systemen 
L=—eEp, y=— aq, (fiir welche —§>O ausfiallt), die Glieder 
der Kette zu 4, —§. Ueber den Fortgang in dieser letzteren Kette 
sei noch die aus (2) folgende Beziehung: 


(7) (“See —_ (°° aa ed ee) 
— 41441, —aq/ \1, h; —816:, —%—1—1 


angemerkt. 


§ 4. 
An die Sitze in § 2 schliesst sich folgendes Theorem an: 


Satz V. Sind §—ax + By, yn = yx + dy zwei lineare Formen mit 
beliebigen reellen Coefficienten und einer Determinante «ad — By = 1 und 
sind §, 4%, irgend welche gegebene reelle Grissen, so giebt es stets ganze 
Zahlen x, y, fiir welche 

(6 — &) (n— we) <> 
ausfallt. 

Beweis. Betrachten wir vorweg die Fille, dass es eine ganzzahlige 
Substitution mit einer Determinante +1 giebt, durch welche die Form 
Em der Variabeln «, y in die Form XY oder in die Form = (X?—¥) 
der neuen Variabeln X, Y iibergehe. Dem Werthsysteme § = &, 7 = % 
entspreche dabei das System X — X,, Y= Y,, so erweist sich vermiége 
jener Substitution 

1 


(E—E) (n—%) = (X— X,)(Y—Y,), bez. = > ((X—X)’— (Y—Y¥,)). 
Bestimmen wir nun X und’ Y als ganze Zahlen so, dass | X— X,| < = 
\(Y—Y,)\< : ist, so wird im ersten Falle, wo &% aquivalent X Y ist, 
\(E — &) (n—%)| < z Dabei ist zu bemerken, dass das Gleichheits- 


zeichen hier unter gewissen Umstiinden wirklich in Betracht kommt, 
namlich wenn sowohl X, wie Y, gleich ganzen Zahlen vermehrt um 


: sind. — Im zweiten Falle, wo &y aquivalent 3 (X?— Y*) ist, stellt 


sich sogar |(f—&) (”—m)| <-> heraus. 
Nunmehr schliessen wir die Fille aus, dass §y aquivalent mit X Y 
oder mit | (X*— ¥*) ist. 
Betrachten wir irgend eine Substitution 
a=pX+pY, y=qX+qY 





_—_> 


~ coe es | Ue ~~. 


Ss, =—- &*», — saw ff — 
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der zu §, » gehérigen Kette. Wir bezeichnen den Gitterpunkt p, q mit A, 
den Gitterpunkt p’, q’ mit A’. Nach § 2 haben wir ein ganz bestimmtes 


Parallelogramm RSR,S, oder $ (@, 6): 2| + |2| <1, dessen Berandung 
sowohl A, wie A’ aufnimmt. Der grésseren Anschaulichkeit wegen wollen 
wir in der Zeichnungsebene die Coordinaten x, y derart interpretiren, dass 
dieses Parallelogramm $3(0,6) ein Quadrat im gewéhnlichen Sinne wird. 
Fir p,q sei E=—ci4, n=u, (ADO, u>O0, e=— +1), fir p’, g’ sei 
E= 1, y=, (A >0, w >O, & —=-+1). Wir haben nun die beiden, 





auch in § 2 unterschiedenen Fille «’ ——e und « =e gesondert zu 
untersuchen. 
1°. Es sei zuniichst & = —e und 4>/’>0, w>u>d. Ein 


gleichzeitiges Eintreten von « = 0 und 4’ = 0 ist dadurch ausgeschlossen, 


dass —y nicht iquivalent X Y sein soll. Es sei M die Seitenmitte g—< , 
y= < und M’ die Seitenmitte = —“f, =< in B(e,e). Nach 


den Bemerkungen in § 2 kommen A und A’ derart auf der Berandung 
von $$ (@, 6) zu liegen, dass bei einer Umlaufung derselben in einem gewissen 
Sinne sich A, M, (S), A’, M’, Ay, My, (So), Ap, M,’ folgen (s. Fig. 5; 
um die Figur nicht zu compliciren, sind darin die Seiten von $B(Q, 6) 
nicht ausgezogen); A ist von M, A’ von M’ verschieden. 

Da wir die Rollen von § und y vertauschen, anstatt —&, 7 auch 4, —& 
za Grunde legen kénnen, so diirfen wir noch die Annahme 4’w' > du 
machen; (weil nicht zugleich 4’ 0, u =O sein kann, wird dann gewiss 
4’ > 0, also A’ von S verschieden sein). Da auf jeder Seite des Quadrates 


$(o, 6) der Werth [e | stets von der Mitte der Seite nach ihren Enden 


hin abnimmt und dabei auf allen vier Seiten gleichen Werth erhilt bei 
der nimlichen Enifernung von der Seitenmitte, den Begriff der Entfernung 
im gewéhnlichen Sinne genommen, so lauft jene Annahme darauf hinaus, 
dass A’M’< AM sein soll. 


Wir construiren weiter das Quadrat $% ($ s) , dessen Ecken auf 


os’ & 
7=0, =O halb so grosse Entfernungen von O haben wie R, Ry, S, Sy. 
Die Berandung von $B (4 >) nimmt die Punkte X = + > Y=0 


a 
und X=0, Y=+ - auf. Legen wir sodann um jeden einzigen Gitter- 


punkt als Mittelpunkt ein Quadrat, welches dem Quadrate $$ (¢ ; 3) gleich 
und in den Seiten parallel gestellt ist, so ergeben diese Quadrate das Bild 
der in Fig. 5 mit ausgezogener Umrandung gezeichneten Quadrate. Die 


einzelnen Gitterpunkte sind in dieser Figur durch ihre Coordinaten X, Y 
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angedeutet. Das erste Quadrat $ (t, +) um den Nullpunkt stésst mit 
Stiicken seiner Seiten an die Quadrate mit den Mittelpunkten A, A’, 
Ay, Ay, wahrend es die iibrigen Quadrate iiberhaupt nicht trifft. Danach 
liegen jene Quadrate offenbar so, dass keine zwei in einander eingreifen, 
und zwischen sich lassen sie noch lauter gleiche und parallel liegende 
Liicken in Form von Rechtecken, welche die einzelnen Punkte X + = 


Y+ = mit ganzzahligen X, Y zu Mittelpunkten haben. 


Es sei beispielsweise GHJK die rechteckige Liicke mit dem Mittel- 
punkte X = a Y= - oder L, so dass die Seiten GH, HJ, JK, KG 





Fig. 5. 


sich an‘die Quadrate mit den Mittelpunkten X, Y= 0,0; 1,0; 1,1; 0,1 
anlegen. Da AH, M’GM, A’K simmtlich parallel der Linie 70 sind, 
so ist GH= MA< MS wid GK=M'A' < M'S, also GH>GK 
und iiberdies + RS> GH, + RS>GK; (man beachte, dass A’ nicht 
in S fallt). In jeder der rechteckigen Liicken ist daher eine Seite kleiner, 
die andere hiéchstens so gross als die Seite des Quadrates % (<, $): 
Unter dem Inhalt einer Figur wollen wir den Werth des Integrales 
j {f adXd¥Y iber ihre Flache verstehen. Der Inhalt des Quadrates 
g(t. +) ist dann, weil ad — By =1, pq’ —qp' = +1 ist, gleich 
> eo und der Inhalt des Rechteckes GHJK ist < ; oo. Nun kommt 








nd, 
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in der ganzen Ebene auf jeden Gitterpunkt X — X*, Y= Y* einerseits 
. 1 1 1 1 

ein Parallelogramm — ~~ < X— X*<>, —Z<SY— Y*<z vom 
Inhalte 1, wobei diese Parallelogramme die ganze Ebene liickenlos er- 
fiillen, ohne gegenseitig in einander einzudringen, andererseits kommt hier 
auf jeden —e X*, Y* ein Quadrat mit dem Mittelpunkte X*, rit 
vom Inhalte — + eo und ein Rechteck mit dem Mittelpunkte X* +> 


Y*+ + von einem gewissen Inhalte tim 3 96, und alle diese Quadrate 


und Rechtecke erfiillen ebenfalls die ganze “Thee liickenlos, ohne gegen- 
seitig in einander einzudringen. Danach folgt offenbar 


(1) 5 es<1<2-+¢0. 


Es verhalte sich die Entfernung des Punktes O von der Geraden GH 


za der des Punktes Z von dieser Geraden, also = M’'S: = M’'A’ wie 
l:x—1, dabei ist 1<x<2. Construiren wir dann das ated ¥ (2 . >) 


mit O als Mittelpunkt, dessen Seiten denen von % (¢ . 3) parallel sind, 


so geht dessen Berandung durch Z und wird deshalb dieses Quadrat eine 
Hialfte der Liicke GHJK vollstindig iiberdecken. Legen wir nun um 


jeden Gitterpunkt als Mittelpunkt ein diesem Quadrate B(< . 3 **) gleiches 


und parallel gestelltes Quadrat, so werden daher diese Quadrate zweiter 
Art, die in Fig. 5 mit gestrichelter Berandung gezeichnet sind, jedenfalls 
die ganze Ebene, ohne Liicken zu lassen, iiberdecken. Also wird der 
Punkt, fiir den die Bestimmungsstiicke &, 7 gleich den gegebenen Werthen 
§, >) sind, in wenigstens eines dieser Quadrate fallen miissen; fiir den 
Gitterpunkt x, y, welcher der Mittelpunkt des betreffenden Quadrates ist, 
gilt dann 








@) - [P= S| 4 [aol <5. 
%Q “6 : pene 
In das Innere des Quadrates % (2, *) dringen von allen iibrigen 


dieser Quadrate zweiter Art nur die vier Quadrate mit den Mittelpunkten 
A, Ay, A’, A. Dabei liegen diese vier Quadrate selbst véllig ausein- 
ander, auch reichen sie nicht bis an den Nullpunkt O heran. Danach 
zeigt sich, dass die Gesammtheit dieser Quadrate zweiter Art die Ebene 
so tiberdecken, dass sie kein Gebiet mehr als zweifach iiberlagern, wahrend 
noch gewisse () férmige Partieen mit den einzelnen Gitterpunkten als 
Mittelpunkten vorhanden sind, die jedesmal nur je einem dieser Quadrate 
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angehéren. Infolgedessen ist der Inhalt des Quadrates $ (3 4 *) noth- 
wendig <2, d. h. man hat 
(3) = x96 <2. 


Aus (2) folgt, weil das geometrische Mittel zweier Betriige nicht 
grésser als ihr arithmetisches Mittel ist, 


und daraus mit Riicksicht auf (3) 
se 
\(E — &) (un — %)| << z- 

2°. Zweitens sei « =e und 4>4’>0, w >u>O0. Die Punkte A 
und A’ werden hier von einer und derselben Seite von ‘$(g,6) auf- 
genommen, wobei weder A noch A’ in die Mitte der Seite fallen und A, 
aber nicht A’ eine Ecke sein kann. Die Linge der betreffenden Seite 
ist <2AA’. 

Gehen wir nunmehr zu dem Quadrat $ (z : +) iiber und construiren 


um jeden Gitterpunkt als Mittelpunkt ein diesem gleiches und parallel 
gestelltes Quadrat, so liefern diese Quadrate das Bild der in Fig. 6 mit 
ausgezogener Umrandung gezeichneten Quadrate. Die Gitterpunkte sind 
dort durch ihre Coordinaten X, Y bezeichnet. Diese verschiedenen Quadrate 
nun greifen nicht in einander ein und lassen zwischen sich im Allgemeinen 
wieder lauter gleiche und parallel gelagerte rechteckige Liicken mit den 


einzelnen Punkten X + > Y+ ba fiir ganzzahlige X, Y als Mittel- 


punkten. Diese Liicken kommen nur zum Fortfall, wenn auch der Gitter- 


punkt X=—-—1, Y=—1 auf die Begrenzung von $(o0, 6) fallt, (wenn 
(A— 2’) @’ — 4) = £ ist). Es sei, wenn nicht dieser Specialfall statthat, 
GHJK die rechteckige Liicke mit dem Mittelpunkte 1: X = = , y= = , 


wobei GH, HJ, JK, KG ihre an die Quadrate um X, Y=0,0; 1,0; 1,1;0,1 
anstossenden Seiten seien. Dann ist die Seite GK gleich der Seite des 


Quadrates B(E ; +): die Seite GH kleiner als diese Seite. Der Grenz- 
fall, dass GH = GK wire, wiirde nur eintreten, wenn A und A’ beide 
in Ecken von $(0,6) fielen, was dadurch ausgeschlossen ist, dass &y 
nicht aiquivalent der Form XY sein soll. Nunmehr erweist sich durch 


eine entsprechende Ueberlegung wie in 1°, dass der Inhalt des Quadrates 
B(S >) zusammen mit dem des Rechteckes GHJK gleich 1 sein 


2’ 3 


muss, woraus 
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(1) 5 eb<1<2- 506 


hervorgeht. Die Gleichung > eo = 1 hat statt, wenn die Liicken zum 


Fortfall kommen, also H mit G, J mit K zusammenfillt. 
Ks verhalte sich die Entfernung des Punktes A von der Geraden HJ 
zu der des Punktes Z von dieser Geraden wie 1:x—1, so ist 1<x<2. 





Construiren wir nun das Quadrat (2, =), so wird es die Hilfte der 


Liicke mit dem Mittelpunkte X—=— >, Y= vollstiindig tberdecken. 


Legen wir dann gleiche und parallel gestellte Quadrate um jeden Gitter- 
punkt als Mittelpunkt, so erfiillen daher diese Quadrate jedenfalls die 
ganze Ebene.’ Also wird derjenige Punkt, fiir den die Bestimmungs- 
stiicke- , » die gegebenen Werthe § = &, 7 = haben, in wenigstens 
eines dieser Quadrate fallen miissen; alsdann gilt fiir den Gitterpunkt 
x, y, welcher der Mittelpunkt des betreffenden Quadrates ist, 


(2) f— S| 4 [2 





: x 
- <7 





Andererseits tiberdecken diese neuen Quadrate keinen Theil der Ebene 
mehr als gweimal, wihrend noch gewisse Rechtecke mit den einzelnen 
Gitterpunkten als Mittelpunkten da sind, welche jedesmal nur je einem 
dieser Quadrate angehéren. Infolgedessen muss der Inhalt des Quadrates 


B(%, *) kleiner als 2, also 


Mathematische Annalen. LIV. 8 














aE 
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(3) = x96 <2 
sein. Aus (2) und (3) ergiebt sich wie oben 


l(€—&) (a—w)1 << 


Damit ist der Satz V vollstiindig bewiesen. — 

Wir bemerken noch Folgendes: Aus 1<oo und x*96<4 ent- 
nimmt man x*< 4. Aus (2) erhilt man daher § — &|<@; nach § 2 
ist aber stets 9 < 24. Hat nun die Kette zu &, 7 kein letztes Glied, ist 


also = irrational, so convergirt im Verlaufe ihrer Glieder die Grisse 4 
nach Null. In solchem Falle kann man daher einen Gitterpunkt 2, y 
bestimmen, wofiir |(§ — &) (y—%)| << + ausfallt und zudem (£ — &,| 


unter einer beliebig vorgeschriebenen positiven Grésse liegt. 


5. 


Es sei jetzt a eine beliebige reelle Grésse, und wir setzen § = x —ay, 
4 =y. Die Form («—ay)y ist nur dann fiquivalent mit der Form X Y, 


wenn @ eine ganze Zahl ist, und nur dann dquivalent mit - (X?— Y%), 
wenn @ gleich einer ganzen Zahl vermehrt um - ist. Von diesen 
zwei Fillen wollen wir absehen. Die Kette zu is hat hier ein be- 
stimmtes erstes Glied p,, q); fiir dasselbe soll fe = 4s. und > 0 sein, 
also hat man pp —1, q =90. Fiir das zweite Kettenglied p,, g, soll 
Pod: — GP: = —=1, also g, = 1 und |(p,—ag,)q,| <-> sein; also 
ist dann p, gleich der an der Grésse a nichstgelegenen ganzen Zahl h,, 


fiir die |h,—a| < = ist. Setzt man sodann in den Formeln (5) und (6) 


des §3: i=1, #=O, so resultirt thy — hh. Die in § 3 er- 
haltenen Resultate fiihren nunmehr zu folgendem Satze: 

Satz VI. Es sei a eine beliebige reelle Grisse, jedoch weder eine ganze 
Zahl, noch gleich einer ganzen Zahl +- = Man bilde in folgender Weise 
eine Reihe von ganzzahligen Systemen p;, q; (i = 0,1, 2,---). 

Zuniichst sei py =1, Gy=90, sodann q,—1 und p, —h, die an 
der Grisse a niichstgelegene ganze Zahl so, dass |h,—a|< = ist. Allgemein, 


wenn man bis zu einem Systeme p;, q: gelangt ist, wofiir noch p;— aq; 0 








Be a ot maa 
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ausfillt, stelle man den Quotienten “4% jer, Es sei 9, sein Vor- 


zeichen und g; die grisste in dem absoluten Betrage dieses Quotienten ent- 
haltene ganze Zahl, weiter h; = g; oder =g;-+ 1, je nachdem 

|((pi—1 — @Qi—1) — 8; gi (pi — Q,)) (9: 1 — 8: Gi—1)| < oder > + 
ist. Man setze sodann 

Pi+1 = hp; — A: pi-s, Gi+1 =hq — iq-s.- 

Der auf diese Weise ermittelten Reithe von Systemen p;, qi kommen 
folgende Eigenschaften zu: 

1°. Wenn a rational ist, bricht die Reihe mit einem gewissen System 
Pws Ww A, wofiir Po — 4quv =O ist. Wenn a irrational ist, so lisst sich 
die Reihe dieser Systeme unbegrenzt fortsetzen. 

2°. Fiir je zwei auf einander folgende Systeme gilt stets 

Pi Git. — GPi41 = H192.--- 8 — +1. 

Die Zahlen p;, q; sind stets relativ prim. 


3°. Man hat 
Pe — — %,| — 4, | ——<1e ¢ a ,_1| ‘Is = eee 
% ho |h, |h, |hy—1 ; - 1,2, )- 


Dabei sind p, und q, selbst denjenigen Ausdriicken gleich, die bei der natur- 
gemiissen Darstellung der rechten Seite als Quotient zweier ganzer Functionen 
der h; und #; den Zihler bez. Nenner abgeben. 
4°. Man hat 
ON << °° 


1 
= > |Pi—4%| > |P2 —4499| > |P3 — 295|, --- 


Um so mehr nehmen die Betriige mit wachsendem Index ab. 





P, 
- 
q 





Wenn a irrational ist, convergiren die Briiche . mit wachsendem Index nach 
der Grosse a. ; 


5°. Fiir jedes der Systeme m, gq (kK =1,2,---) gilt 
1 
|(px — qe) Ge| << >- 


Umgekehrt: Ist x, y irgend ein System von relativ primen 
ganzen Zahlen, wofiir y>0O und 
1 
l@—ay)yl<zZ 
gilt, so findet sich das Zahlenpaar z, y stets unter den Systemen 


Pr, & (kK = 1,2,-- ‘). 
8* 
































—— 
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Aus dem Satze V entnimmt man noch: Sind b, ¢ irgend zwei weitere 
reelle Grissen, so kann man stets ganze Zahlen x, y finden, so dass 


|(@—ay—b) (y—0)| <7 


ist, und zwar, wenn a irrational ist, noch derart, dass zugleich |x — ay — b| 
unter einer beliebig kleinen positiven Grisse liegt.*) 

Die hier definirte Kettenbruchentwicklung mit den Naherungsbriichen 
aA P . 
%” 4’ 
bruch fiir a heissen, mit Riicksicht darauf, dass diese Niherungsbriiche 
za den Parallelogrammen mit den Linien «—ay=—0O und y=0O als 
Diagonalen in einer ganz entsprechenden Beziehung stehen, wie die 
Niherungsbriiche bei der gewéhnlichen Kettenbruchentwicklung 


1 1 
a=htgtgt- 
wo |, eine ganze Zahl, /,, /,,--- lauter positive Zahlen sind, zu den 
Parallelogrammen mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit Seiten 
parallel um «—ay=0, y=O. Fir diese gewéhnliche (auch so- 
genannte regelmissige oder normale) Kettenbruchentwicklung wiirde 


ich alsdann den charakteristischeren Namen Parallelkettenbruch in Vor- 
schlag bringen. 


-- gur Anniherung an die Grosse a soll der Diagonalketten- 


Nach einem bekannten Satze von Lagrange kommt jedes Zahlen- 
1 
y? 
als Zihler und Nenner eines Niherungsbruches der gewéhnlichen Ketten- 
bruchentwicklung fiir a@ vor. Danach erscheinen alle Naherungsbriiche 
des Diagonalkettenbruches fiir a auch unter den Niaherungsbriichen des 
Parallelkettenbruches fiir @ und wird also, falls nicht beide Entwick- 
lungen zusammenfallen, der Parallelkettenbruch stets langsamer convergiren. 

Der Diagonalkettenbruch fiir a mége mit a = DK (, Pr, Oa, * 4 


hy, Ney + 
der Parallelkettenbruch fiir a mit a = PK (ly, |,, k, - a "bezeichnet 


werden. Die schon vorhin angedeutete geometrische Auffassung der 


paar x, y, wobei 2, y relativ prim sind, y>0O und = —a <5 ist, 


*) Tschebyscheff hat (in einem russisch geschriebenen Aufsatze in den 
Mémoires der Petersburger Academie, t. X, Appendix 4, 1866) gezeigt, dass, wenn 


a, b reelle Grissen sind, stets ganze Zahlen x, y existiren, wofiir |(e«—ay—b)y|< ; 
ist. Hermite hat (Crelle’s Journal, Bd. 88, 1880) bewiesen, dass der Ausdruck 


links durch ganze Zahlen x, y kleiner als V2 


7 gemacht werden kann. Der Satz 


im Texte ergiebt ein schiirferes Resultat, weil + < Vi ist. 


ee eee 
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Parallelkettenbriiche, welche der hier gegebenen Ableitung der Diagonal- 
kettenbriiche entspricht, fiihrt leicht zu folgendem Satze: 

Um aus der Reihe der Systeme p;, qi(¢ = 0,1, 2,---) fiir den Diagonal- 
kettenbruch von a die Reihe der Zihler und Nenner der stimmtlichen Niihe- 
rungsbriiche des Parallelkettenbruches von a zu erhalten, hat man nur die 
erstere Reihe in der Weise zu erweitern, dass, so oft eine Zahl %;—=1 
(fiir ein +> 1) ausfaillt, zwischen die beiden Systeme p,_1, qi—1 und pi, 4; 
noch das neue System p;— pi-1, 9: — Gi—1 eingefiigt wird. 

Man leitet aus diesem Satze die nachstehende Re gel ab, welche 
erlaubt, aus einem Diagonalkettenbruche a = DK ( a a ) so- 


ho, hy, hy > + 
gleich den Parallelkettenbruch a = PK‘(I,,1,,1,,---) zu entnehmen: 


Aus der Reihe der Zahlen ho, h,,h,,--+ entsteht die Reihe der Zahlen 
In, 45, l, +++, tndem an Stelle einer jeden Zahl h; substituirt wird: 


hi; wen 8 =—1, B41——1, 
h,—1, wen = 1, Bai——1, 
h—1,1, wenn @=—1, @4:=— 1, 
h;—2,1, wen @= 1, B4yi=— 1 


ist; dabei hat man sich noch #,==—1 zu denken und dann von dieser Vor- 
schrift auch fiir i= 0 Gebrauch zu machen. 

Die Diagonalkettenbriiche sind hiernach nicht bloss wegen der ein- 
facheren Charakterisirung ihrer Niherungsbriiche leichter zu handhaben, 
sie enthalten auch alle Einzelheiten iiber die darzustellenden Gréssen, 
welche die Parallelkettenbriiche erkennen lassen. 


Beispiel: Der Parallelkettenbruch fiir Y13 ist 
PK(3,1,1; 1,1,6,1,1; 1,1,6,1,1;---) 
mit den Niaherungsbriichen 
8 4 7, 11 18 119 187 256 393 649 4287 4936 9223 - 
1’ 1? 2? 8’ 5? 33? 387 71? 109’ 180? 11892 1369’ 25589 °” 
der Diagonalkettenbruch fiir Y13 ist 
+ ~—; ie in 
DK(, a S,.8, RB 2.8, 2 - 
mit den Naherungsbriichen 
4 7, 18 1387 256 649 4936 9223 oath 
1’ 2? B?’ 88’ 71 180’ 1369’ 2558” 
d.i. dem 2,3; 5,7,8;--- 5k, 5442, 5k-+3; ---ten Niherungsbruch 
der ersteren Entwicklung. 
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Dagegen wiirde diejenige Kettenbruchentwicklung 
K O17 Oe) a — pl — al... 


or Ay, hy, >> |h, | hy ” 
wobei #, =-+1, #& —-+1,--- und die h,,h,,--- positive ganze Zahlen 
ee” hee 1 P g' 
° : 4, 43] : 1 
sind derart, dass die Reste — ie al stets zwischen — > 
k k+1 


und > liegen, fiir V3: 


sein mit den Naherungsbriichen 


4 11 18 137 393 649 4936 14159 


1’ 3? 6’ 88’ 109 180’ 1369’ 3927° 
d. i. dem 2,4; 5,7,9;---5k, 5442, 5k+44;---ten Naherungsbruche 
des Parallelkettenbruches fiir Y/13. Also erfiillt bei dieser Art der Ent- 
wicklung einerseits nicht jeder Naherungsbruch = die Bedingung 
ms ‘ 
3 — V8| <p 
andererseits kommt nicht jeder Bruch 3 mit dieser Eigenschaft unter 
den Niaherungsbriichen vor. 
Der Diagonalkettenbruch fiir die Basis der natiirlichen Logarithmen 
lautet: 
1, —1, 1, —1,.--- <7 
3,3, 2,5, 2,---2m+1, 2,--. 


, 


c= DK( 


Die Zahler und Nenner der Naherungsbriiche dieses Kettenbruches geben 
also die siimmtlichen Auflésungen der Bedingung 
1 1 
—_3<@—eyY<Z 


in relativ primen positiven ganzen Zahlen xz, y. 


§ 6. 
1. Ein unendlicher Diagonalkettenbruch 
eS Sone 
1) DK ( aha 
( ho, hy, he, ma 
ftir eine irrationale Grésse a soll periodisch heissen, wenn es eine 
positive Zahl v giebt, so dass von einem gewissen Index j an stets 


(2) Pe =Arpo, In=In+e (k=j,j+1,j+2,--) 
ist. Das System der Werthe 








or 


n 


on 
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(% Bitty yest 
hj, hjtiy +, hj+o—1 
heisse dann eine Periode des Kettenbruches. 
Wir beweisen zunichst die folgende Thatsache: 
Ist der Diagonalkettenbruch fiir eine irrationale Grisse a periodisch, 
so ist a Wureel einer quadratischen Gleichung mit rationalen Coefficienten. 
Wir verwenden fiir die Kette zu den Formen § = x%— ay, y=y 
die in § 3 eingefiihrten Bezeichnungen. Durch die Substitution 


Sen it ») 
Yi—1, Vi 


geht € in 6_1A;-1X;+ 6 A4;Y; tiber, man hat also die Formel der 
Composition: 
(1, —a) T; = (€—1 Ai-1, &; ii). 


Aus § 3, Gleich. (2) leitet man allgemeiner die Regel 
0,—8;) (0, iss (°° —%-1) 
(&—1 Ai—1, & Ai) G "') 1, ae tee 1, et = (&~1Ae—1, &Ax), 
i<k 
ab, und daraus entnimmt man insbesondere eine Beziehung: 
&e Ay = G1 Aj-1 Vik + &j Ai Si,k» 


WO Yi,x, Six gewisse ganze Zahlen sind, die bloss von den Werthen 
8, hi, Pina, Aina, > ++) Orr, Wx_1 abhiingen. Da mit unbegrenzt 
wachsendem k die Grésse 4, nach Null convergirt, ersieht man danach, 


we 
dass das Verhiltniss aot iat durch die unendliche Reihe der Gréssen 


%., h, fiir die simmtlichen Indices k >i vollstandig bestimmt ist. 
Wenn nun mit irgend einem Werthe v fir alle Indices k>j die 


Beziehungen (2) statthaben, muss daher nothwendig 





tent hyena | Gatos 
tote §;4; 
- S41 45 a) a 
sein. Setzen wir oes! =t, wobei 0<|r|< 1 sein wird, so 
j—1°j—1 


folgt 


Ep o—1Ajpo—1 = TH—-14j-1, + vA po = TH Ay. 


Nun hat man 
(1, —a) Typo = (ter Aji, TEA), (G1 Ay—1, & Aj) T; ' = (1,—a) 


daraus entsteht 


(1, —a) Ti40 Tj? = (e, — ta). 
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Bezeichnet man mit (®» ‘) das Coefficientenschema der Substitution 
J 


T;+.7; ', 80 bedeutet diese letzte Formel 
p—aq=—=t, r—as=—ta. 
Daraus erhalt man 
(r —as) + (p—aq)a=0 

und hierin kann nicht q = 0 sein, denn sonst miisste p= +t sein, wihrend 
t keine ganze Zahl ist, da |t| zwischen 0 und 1 fiallt. 

2. Wir beweisen jetzt die Umkehrung der eben festgestellten Thatsache: 

Satz VII. Ist eine irrationale Grisse a Wurzel einer quadratischen 
Gleichung mit rationalen Coefficienten, so ist der Diagonalkettenbruch fiir a 
stets periodisch. 

Beweis. Es sei 

na + na+n, = 0 


diejenige Gleichung fiir a, in der , ,, m, relativ prime ganze Zahlen 





sind und »,>0 ist. Man hat a= —~ +¥%"— 2 so dass die 


2n, 
ganze Zahl D=—n,?—4n,n, positiv und wegen der vorausgesetzten 
Irrationalitét von a jedenfalls nicht das Quadrat einer ganzen Zahl ist. 


Die zweite Wurzel jener Gleichung =a werde mit @ bezeichnet. 
Wir setzen 


t—x—ay=ax+ py, y=——=(«—ay)=yo+dy, b=y. 


a-— @ 


Dabei haben &, y ebenso wie &, € die Determinante 1, und gilt eine 
Beziehung: 





Santo, b= — ae 
Sodann entsteht 
+ VD Eq =f = ngx* + may + my 
Wir betrachten nunmehr die Kette zu den Formen &,. Diese Kette 
wird jedenfalls nach beiden Seiten unbegrenzt sein. Wir verwenden fiir 
diese Kette die in § 3 eingefiihrten Bezeichnungen. Ausserdem mégen 
E;, y: die Ausdriicke bedeuten, in welche &, » durch die Substitution 


(T;) 2£=pi_1X;:+ pi, y=G1X% + a; 


= -}- 


a-—-G@ 


iibergehen, und es bedeute T; das quadratische Schema C. Ai-n, - *) 
. i—1> é 
der Coefficienten von §, 4;, wobei dann a yt T, =T; gilt. 


Durch die ganzzahlige Substitution 7;, deren Determinante + 1 ist, 
geht die Form f=-+ YDéy in eine Form 
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i= + VDEN = NX? + M XY; + NY? 
iiber. Dabei sind N,,N,,N, ganze rationale Zahlen und folgt N,°—4.N, N,=D; 
da D nicht eine Quadratzahl ist, hat man gewiss N,+0, N, +0. Zu- 
dem bestehen dabei nach § 2, 3 diese Beziehungen: 


entweder 
N, N, 1 7 1 = - 
N, < 0, N, > 0, | No| <, 3 VD, | N,| < Q VD, |.N, | < VD 
oder 
N, 


| 
| 


N, Laz 1 = 3 

> 0, v.79 [Nol << VD, |N,| < 5 VD, VD<|N|<5VD, 
T 1 7 
|N, — Ny — N,| > > VD. 


— 


In jedem Falle kommen hiernach fiir die ganzzahligen Coefficienten 
N,, N,, Nz emer Form f; von vornherein nur eine endliche Anzahl von 
méglichen Werthsystemen in Betracht. Man wird also jedenfalls irgend 
zwei Indices i=j und i=j-+v, wo v>O ist, finden kénnen, fir 
welche die beiden Formen /; und f;;, in den Coefficienten N,, N,, N, 
iibereinstimmen. 

Ersetzt man X;4,, Yj4» in den Formen §)+,, yj4 durch die Zeichen 
X;, Y; der Variabeln in §;, 4;, so werden dadurch Beziehungen 


ito = AG + By, +e =F + Ay 7 
hergestellt, wobei die Coefficienten A, B,[, A durch Tj4,—= q) T; be- 
stimmt sind, und vermége dieser Beziehungen muss dann eotecte E50; 
entstehen. Vergleicht man die Coefficienten von &, »;*, &y; auf. beiden 


Seiten dieser Gleichung, so folgt AT =0, BA=0, AA+Br=—1. 
Danach muss entweder 


1 1 
3) B=0, T=0, A=E=t; Fro = th, Wto= > W 
oder 

1 1 
(3*)- A=0, A=0, B= Pet Fee ty, ro > bi 


mit einem von Null verschiedenen Factor t sein. Die zweite Art von 
Beziehungen aber ist unméglich, weil in der Form y; der zweite Coeffi- 
cient einen grésseren absoluten Betrag hat als der erste Coefficient, in 
der Form & +4, aber das Entgegengesetzte statthaben muss. Also gelten 
nothwendig die Beziehungen (3) und die Vergleichung der Coefficienten 
in yj und 4, zeigt noch, dass rt positiv und < 1 ist. 

Die Gleichungen (3) ergeben 


s, 0 t, 0 
worn” : ns Eee med ORD | by ’): 
Tj+o= f, i) ‘i *) Tj4+0T = és .) y, 0 


t 
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Ist (? : f das Coefficientenschema der Substitution 7;,,7;', wobei 
P; 7 5 ganze Zahlen sind und ps — qr —-+ 1 ist, so verwandeln 
sich hiernach £, 4, wenn man darin x, y durch px + ry, qu + sy er- 
setzt, in die Ausdriicke ré, = y. Diese zwei Ausdriicke ergeben dasselbe 
Product wie § und y. Durch die umgekehrte Substitution werden &, y 
in = —,7y tibergehen. Hat man nun einen Gitterpunkt x, y, fiir den 
x,y relativ prim sind und §=¢d, y= uw (u>O0, A>O, e=—+ 1), 


Au< = ist, so existirt dann also ein anderer Gitterpunkt, fiir den eben- 


falls x, y relativ prim sind und & = teéed, 4» = * w ist, und ferner ein 


Gitterpunkt, fiir den x, y relativ prim sind und § = = eA, n= tw ist; 
und diese zwei weiteren Gitterpunkte miissen dann ebenso wie der erste 
als Glieder der Kette zu &, » auftreten. 

Nach (3) haben wir &4,4j4.—=T§A;, Wjto = =. uj. Nun miissen 
weiter die Punkte § = &4.41Aj4041, 9 =Mj+o41 und & = 78;414j41, 
{= - j41, welche beide als Glieder der Kette auftreten, identisch sein. 


Denn hatte man gj4.41> = Mj41, 80 wiirde der Punkt § = r¢)41A4j41, 


y == wy41 ein Kettenglied sein, fiir das wjyi,< 4 < Mj4r41 ware, 
wahrend 4 = w+. und 4 = uwj4.41 ja zwei auf einander folgenden 


Kettengliedern entsprechen. Hitte man dagegen wj4.41 < = Uj41, SO 


- 1 : > ‘ ° a 
wiirde § = = Stet Ajpoti, Y= TH +o41 ein Kettenglied sein, wofiir 
My <4 < wj41 wire, was ebenfalls nicht méglich ist. Also muss 

1 : , 4 
Hj+o+1 = Mj+1 sein und miissen sodann jene zwei Punkte zusammen- 


fallen. 
Auf dieselbe Art erschliesst man successive weiter 


(4) Ex+odipo = THA, Lito = = Ux 

fir k—=j+2,j7+3,---. Sodann kann man in der Reihe der Indices 
riickwirts gehen und diese Beziehungen (4), welche auch fiir k = j — 1 
bereits durch (3) feststehen, nach einander fiir. k =j—2, j—3,--- 
erhalten. Also gelten diese Beziehungen (4) iiberhaupt fiir jeden még- 


t, O 
lichen Index k. Man hat nunmehr fiir jeden Index i: T;+,— ( * 1) Ti; 
I¢ 


_. 
andererseits gilt nach ¢ 3, (2) die Regel T;41 = T; ()’ ry Wendet 
? 
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man die erstere Formel fiir zwei auf einander folgende Indices i =k, 
i=k-+1 an und hernach die letztere fiir i =k und i=—k-+1, so folgt 
guerst Ty4'> Te-+04+1 = Ts Te41 und sodann: 
(5) Dito = A, Ino = My (kK=---—2,—1,0,1,2,---). 
Nach diesen Beziehungen (5) kann die Kette zu &, y als vollkommen 
periodisch bezeichnet werden. 

Wir ziehen endlich auch die Form = y heran. Fiir ein jedes Glied 


“=pi, y=; der Kette zu den Formen &, y gilt y >0 und |€»| <>: 
Gleichzeitig ist dabei YD |§n| stets eine rationale ganze Zahl. Indem 
diese Zahl < VD ist, kann sie nicht die grésste in > VD enthaltene 


ganze Zahl iiberschreiten. Wir setzen letztere ganze Zahl [5VD|= {VD- d, 


dabei wird O<d<1. Aus VD|tn|<+VD—d folgt mit Riicksicht 
auf = y=—7-+ dé: 
oe. 3 2 -_ 
ISS — t+ RL, «FS 0— [08 


Nun nimmt, wenn man die Reihe der Kettenglieder zu &, » durchlauft, 
darin sowohl |§| wie =| bestindig ab. Geht man soweit in dieser Reihe, 
1 
Jo} 
€> 0 und miissen daher die betreffenden Systeme x= p;, y=4qi, die 
man nun antrifft, simmtlich auch Glieder der Kette zu den Formen 

€, € sein. 
Ist umgekehrt x, y ein Glied der Kette zu den Formen &, €, so ist 


dafiir ¢>0 und |Ef| < +3 daraus folgt 
VD \én|<>VD+|VDo#|, 1 >E—|bél. 

Geht man nun in der Reihe der Kettenglieder zu &, € soweit, dass 
\YD bé*| <1—d und Fl <a ist, so folgt hier 7 > 0 und anderer- 
seits VD |én| < [; VD] +1. Daaber YD |én| hierbei stets eine ganze 
rationale Zahl wird, muss dann iiberhaupt VD |&n| < [+ VD| < hs VD, 
mithin |&4| < = sein. Danach findet sich alsdann das betreffende System 
x, y stets auch unter den Gliedern der Kette 2u &, 7. 


dass bE< Te und El< ist, so hat man dann also lsel<s, 


Auf diese Weise stimmen tiberhaupt die zu &, 4 und die zu &, 
gehérige Kette von gewissen zwei Gliedern an in dem ganzen weiteren 
Verlaufe ihrer Kettenglieder véllig mit einander iiberein. Da nun die 
einzelnen Werthe ;, h; in einer Kette jedesmal aus drei auf einander 
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folgenden Kettengliedern abzuleiten sind, so werden sich danach auch 
die Relationen (5) von einem gewissen Index an auf die Kette zu 
—&—«x—ay, §=y itibertragen, d. h. eben der Diagonalkettenbruch fiir 
die Grésse a ist periodisch. 

In entsprechender Beziehung wie der Diagonalkettenbruch fiir a zu 
der Kette steht, die zu den Formen &, y gehért, steht der Diagonal- 
kettenbruch fiir die conjugirte algebraische Zahl a@ zu der Kette, die zu 


den Formen (a—4@)y, — —<t oder, was auf dasselbe hinauskommt, 


zu 4, —& gehért. Der einfache Zusammenhang der Kette zu &, 4 und 
der Kette zu 7, — & ist am Schlusse von § 3 erdrtert; aus der dort an- 
Bj, Bi, eae 


gegebenen Beziehung (7) erhellt nun, dass, wenn ( 
hy, hj+1,° i hj+o—1 


eine Periode des Diagonalkettenbruches fiir a ist, C ' Sites -*1 9 +) 
-f+-o—1 » hj4o2, “_— h; / 


eine Periode des Diagonalkettenbruches fiir @ sein wird. 


Ziirich, den 31. December 1899. 
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Préface. 


M. Poincaré*) a écrit que dans les Sciences mathématiques wne bonne 
notation a la méme importance philosophique qu'une bonne classification 
dans les Sciences naturelles. Fvidemment, et méme avec plus de raison, 
on peut en dire autant des méthodes, car c’est bien de leur choix que 
dépend la possibilité de forcer (pour nous servir encore des paroles de 
Villustre géométre frangais) wne multitude de faits sans aucun lien apparent 
a se grouper suivant leurs affinités naturelles. 

On peut aussi dire qu’un théoreme démontré par des voies détuurnées 
et en ayant recours @ des artifices et & des considérations, qui n’ont avec 
lui aucun lien essentiel, n’est bien souvent qu’une vérité découverte a 
moitié; car il arrive presque toujours que le méme théoréme se présente 
d'une maniére plus complete et générale, si l’on y parvient par un chemin 
plus droit et avec des moyens plus appropriés. 

Citons comme exemple la démonstration donnée par Jacobi et étendue 
par Beltrami de linvariabilité de l’expression A,U. Elle est certaine- 
ment élégante et fait témoignage de la penétration d’esprit de son auteur; 
mais on est bien surpris que, pour démontrer un théoréme, qui appartient 
par sa nature a la théorie algébrique de |’élimination, on ait & s’occuper 
de la variation d'une intégrale. C'est & cette remarque et & la possibilité 
devinée a priori de reconduire la théorie des paramétres différentiels du 
deuxiéme ordre a celle des invariants des formes algébriques qu’on doit 
les recherches, qui ont amené a la découverte des méthodes, que nous 
appelons de Calcul différentiel absolu;**) et dont le premier résultat fut 
la découverte de toute une chaine d’invariants différentiels contenant une 
ou plusieurs fonctions arbitraires, et dont le A,U est le premier et le 
plus important anneau. 

L’algorithme du Calcul différentiel absolu, c’est a dire l’instrument 
matériel des méthodes, sur lesquelles nous allons entretenir les lecteurs 
des Mathematische Annalen, se trouve tout entier dans une remarque due 
a M. Christoffel***), — Mais les méthodes mémes et les avantages, qu’ils 
présentent, ont leur raison d’étre et leur source dans les rapports intimes, 
qui les lient 4 la notion de variété & m dimensions, que nous devons aux 
génies de Gauss et de Riemann. — 

D’aprés cette notion une variété V, est définie intrinséquement dans 





*) Préface aux Oewvres de Lagwerre publiées sous les auspices de l’Académie 
des Sciences. 
™) Cfr. Ricci «Sui parametri e gli invarianti delle forme quadratiche differenziali», 
Annali di matematica pura ed applicata, Serie II*, Tomo XIV, 1886. 
“*) «Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten 
Grades», Crelle’s Journal, Band LXX, 1869. 
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ses propriétés métriques par » variables indépendantes et par toute une 
classe de formes quadratiques des différentielles de ces variables, dont deux 
queleonques sont transformables l'une en l'autre par une transformation 
ponctuelle. — Par conséquence une V, reste invariée vis-a-vis de toute 
transformation de ses coordonnées. Le Calcul différentiel absolu, en 
agissant sur des formes covariantes ou contrevariantes au ds* de V, pour 
en dériver d’autres de méme nature, est lui aussi dans ses formules et 
dans ses résultats indépendant du choix des variables indépendantes. — 
Etant de la sorte essentiellement attaché a V,, il est instrument naturel 
de toutes les recherches, qui ont pour objet une telle variété, ou dans 
lesquelles on rencontre comme élément caractéristique une forme quadra- 
tique positive des différentielles de » variables ou de leurs dérivées. 

L’exposition sommaire, que nous allons donner ici de ces méthodes 
et de leurs applications, a pour but de convaincre les lecteurs des avantages, 
quils présentent et qui nous semblent grands et éviden‘s; et de diminuer, 
autant que cela se peut, & ceux, qui auraient envie de les appliquer a 
leur tour, les efforts, qu’exige la pratique de tout instrument nouveau. — 
Nous pensons que, apres avoir surmonté les difficultés de linitiation, on se 
convaincra aisément que la généralité, qu’ils consentent, en éloignant de 
toute question les éléments hétérogenes, qu’on introduit en s’attachant 4 
un systéme déterminé de variables, contribue non seulement a |’élégance, 
mais aussi a l’agilité et a la perspicuité des demonstrations et des con- 
clusions. 


Chapitre I. 
Algorithme du calcul différentiel absolu. *) 


§ 1. 


Transformations ponctuelles et systémes de fonctions. 
Désignons par 7’ une transformation de variables tout 4 fait générale 


(1) Li = Uy (4, Yor" **s Yn) 

biunivoque et réguliére dans le domaine, que nous aurons a considérer; 
par 2 un systéme de plusieurs fonctions (/,, f,,---,/,) des variables 2; 
fonctions, que nous appellerons eléments du systeme 2. Désignons aussi 
par S une substitution, qui porte sur le systéme Q en substituant 4 ses 
éléments /,, f,, ---, fp respectivement des fonctions g,, g,, °- +, Gp des 
variables y. 


*) Ricci ,,Delle derivazioni covarianti e controvarianti Studi éditi dall’ Uni- 
versita di Padova ecc, Padova, 1888. ,,Lezioni sulla teoria delle superficie, Padova, 
presso i fratelli Drucker, 1898. 








ni- 
va, 








veresel. 








Méthodes de calcul différentiel absolu. 129 


Concevons S comme fonction de 7; c’est-i-dire supposons que, pour 
chaque transformation (1), qui porte sur les variables indépendantes, on 
ait une substitution bien déterminée S; et que S considérée comme fonction 
de 7 soit assujettie aux conditions suivantes: 

1°: Si lon prend pour 7 la substitution identique, S coincide aussi 
avec cette substitution. 

2°: Si lon désigne par 7, 7,, JT, trois transformations (1), par 
S, S,, 8, les S correspondantes, et si lon a 7 7,-T7,, on a aussi 
S= 8, -8,. 

Il y a bien de maniéres différentes de déterminer S comme fonction 
de 7. — On peut, par exemple (et c’est ce que l’on fait généralment), 
prendre comme éléments du systéme transformé ceux, que l’on tire des 
éléments du systéme primitif en y substituant aux variables x leurs ex- 
pressions par les y. — Nous dirons dans ce cas que le systéme considéré 
se transforme par invariance; ou qu'il est invariant. 

Mais bien souvent la nature d’un systéme donné peut nous faire 
préférer une autre loi de transformation. Par exemple, si f,, fy, - - -, f, sont 
les dérivées d’une fonction f par rapport respectivement @ 2,, %,-- +, Zn, 
on trouvera naturel de prendre comme éléments du systéme transformé les 
dérivées (f,), (f2),-- + (fn) de la fonction (f), qui est la transformée de f 
par la transformation 7; au lieu des expressions, que l’on obtient de 
fi, fe>°*+fp en les transformant par T. 

La substitution S sera dans ce cas definie par les formules 


“yaa 
(2) (=D egy = 12-5) 


dans lesquelles les fonctions /,, /,,---, fn, doivent étre exprimées par les 
variables y. 

Si le systéme donné résulte d’une fonction f et de toutes ses dérivées 
jusqu’a un ordre donné, on peut exiger qu'il soit composé de la méme 
maniére apres la transformation (1). — Dans ce cas les formules analyti- 
ques, qui représentent la loi de transformation du systéme sont assez 
compliquées. — La fonction f se transforme par invariance, ses dérivées 
premiéres d’aprés les formules (2), les dérivées du deuxiéme ordre d’aprés 
les formules 


arr ~ arf Oa, Oa, ora 
(3) 09,09, * 9a, 0a, Sa, Oy, att Het da, y, 09, 


etc. 











On a aussi des exemples remarquables en considérant les coefficients 
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d’une expression linéaire et homogéne dans les dérivées du premier ordre 
d’une fonction, telle que 


= a 
(4) > 4055; 
1 


et ceux d’une expression quadratique et homogéne dans les différentielles 
des variables indépendantes, telle que 
(5) >" A, AL, AX,. 
1 
Lorsqu’on exécute une transformation (1) sur les variables indépen- 
dantes, on passe en méme temps des expressions (4) et (5) a leurs 


transformées 
n a f 
r B® —t 
> B oy,’ 
1 


Ds b,, dy, dys; 
1 


les nouveaux coefficients B™ et b,, étant donnés respectivement par les 
formules 


: a 
(4’) Bo ->: Ao a 

1 8 
“ Ox, Ox 
ee bys ai wr Bees. 2 
(5’) PY Apg dy, oy, 

Il est donc bien naturel d’exécuter sur les systémes des coefficients 
des expressions (4) et (5) les substitutions (4’) et (5°), chaque fois que 
Yon exécute une transformation (1) sur les variables indépendantes. 

Nous concluons qu'il est souvent indiqué de substituer 4 la loi d’in- 
variance d’autres lois de transformation ayant leur raison d’étre dans la 


x 


nature méme des systémes, que l’on a a étudier. 


§ 2. 
Systémes covariants et contrevariants. Exemples divers. 
Parmi les lois de transformation, que l’on peut concevoir, il y en a 
deux, qui jouent un réle prépondérant dans [Analyse mathématique; ce 
sont les lois, que nous appelons de covariance et de contrevariance s’appli- 
quant aux systémes multiples, dont nous allons nous occuper. — Nous 








ee 








ee 
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disons qu’un systeme de fonctions de m variables z,, x,,---,2, est m°»!* 
ou d’ordrey m,si on a un élément déterminé du systéme pour chaque 
disposition avec répétition m & m des indices 1,2,---,. Une seule fonc- 
tion sera pour nous, comme cas limite, un systeme d’ordre 0. — Pour 
= 1,2,3,--- on aura en particulier les systemes simples ou du premier 
ordre, doubles ou du deuxiéme ordre etc. — Les dérivées du premier ordre d’une 
“onction et les coefficients d’une expression linéaire et homogéne par rapport 
& ces dérivées nous donnent des exemples de systémes de premier ordre. — 
On aura des systemes doubles en considérant les dérivées du deuxiéme 
ordre d’une fonction, ou les coefficients d’une quadrique dans les dif- 
férentielles des variables indépendantes; et, en général, un systéme d’ordre 
m sera constitué, par exemple, par les dérivées du méme ordre d’une 
fonction arbitraire. 
Nous dirons qu’un systéme d’ordre m est covariant (et dans ce cas nous 
désignerons ses éléments par des symboles tels que X,,,....-,,, (Yr) 3) °°") Tm 
pouvant prendre chacun toutes les valeurs 1, 2,---, m), si les éléments 





Y,,,,-.-r,, du systéme transformé sont donnés par les formules 
P . oe f 
6x, bx Ok 3/// 
(6) Vite, = pasa’ Sim >. PR = _ tie oy, eI) 
1 atts sn Jm j i] 


Nous désignerons au contraire par des symboles tels que X“'""'’™ 
les éléments d’un systéme contrevariant, c'est & dire d’un systéme, dont 
la transformation est représentée par les formules 


n e P 
(71 72°**Tm) _ (81 82° * * 8p) OY,, oy,, oY, 
(7) Y = >i: tm X x, On, Amy xu,” 








les éléments X et Y se rapportant respectivement aux variables x et y. — 
Et c'est bien entendu que dans les formules (6) et (7) on congoit tout 
exprimé en fonction des variables y. — 

En désignant par X une fonction quelconque des variables z, par Y 
la méme fonction exprimée par les y, la formule 


Y=X 
peut étre regardée autant comme un cas particulier des (6) que comme 
un cas particulier de (7). — C’est & cause de cela qu’un systéme d’ordre 


0, bien qu’étant invariant, peut étre considéré aussi comme cas limite des 
systémes covariants ou des systemes contrevariants. 


Dans la suite en introduisant un symbole tel que X,,,,...r,, (ou X“” tw) 


1%2°° 


nous entendrons qu'il se rapporte toujours & un élément quelconque d’un 
systéme covariant (ou contrevariant) d’ordre m, que nous appellerons 


systéme X,,,,..., (ou systéme Xe rn) 


m 


g* 
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Les dérivées du premier ordre d’une fonction et les coefficients d’une 
forme quadratique g de différentielles, d’aprés les formules (2) et (5’), 
nous donnent des exemples de systémes covariants respectivement du 
premier et du deuxiéme ordre. — On a au contraire des exemples de 
systémes contrevariants en considérant les coefficients d’une expression 
linéaire dans les dérivées du premier ordre d’une fonction et les coeffi- 
cients de la forme réciproque de g. De méme les formules 


n ay, 
dy, ->: dx, Da. 
1 s 


nous disent que les différentielles des variables indépendantes sont les 
éléments d’un systéme simple contrevariant. 

Les systémes, qui sont constitués par les dérivées d’un ordre m > 1 
d’une fonction des variables indépendantes (comme il résulte par exemple 
des formules (3) pour m = 2) ne sont ni covariants ni contrevariants. — 
Les lois de transformation de ces systémes sont bien complexes, et c’est 
la la source des difficultés, qu’on rencontre dans le Calcul Différentiel 
ordinaire pour transformer les expressions aux dérivées partielles d’ordre 
supérieur au premier. 

Nous verrons que l’on peut éviter ces difficultés en substituant a la 
dérivation ordinaire une opération, qui peut la remplacer. 

Il est utile de remarquer que les systemes covariants ou contrevariants 
de la théorie des formes algébriques sont des cas particuliers de ceux, 
que nous venons de définir. En effet les transformations (1), que l’on 
considére dans la théorie des formes algébriques, sont linéaires et homogénes; 
et lorsqu’ une transformation de cette nature agit sur les variables indé- 
pendantes, les coefficients des formes ponctuelles se transforment d’apres 
les formules (6) et ceux des formes réciproques d’aprés les (7). 


§ 3. 
Addition, multiplication et composition de systemes. — Quadrique 
fondamentale-Systémes réciproques. 
Addition. — Si Xiry.--rmy Enre- 
d’un méme ordre m, 


Y, X, 4 = 
= 
"1%2°**Tm 172°" Tm 7) 12°°'Tm 


est aussi un systéme covariant d’ordre m. Nous dirons qu'il est la somme 
des deux systémes considérés. — D’une manitre analogue on définit la 
somme de deux systémes contrevariants d’ordre m, qui sera aussi un 
systeme contrevariant de cet ordre. 


sont deux systémes covariants 


“Tm 
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e Multiplication. — Si Xr ry--ry9 Fay sg » sont deux systémes covariants 
) respectivement des ordres m et p, 
lu 


Vig ry ty tite ty = Kary ry ty © Says ty 

est un systéme covariant d’ordre m-+ p, que l’on appellera produit des 
. deux systemes. — I] suffit de substituer le mot covariant par le mot 
contrevariant pour avoir la définition du produit de deux systémes contre- 
variants d’ordre quelconque. 

Les définitions, que nous venons de donner, s’étendent naturellement 
& la somme et au produit de plusieurs systemes ayant la méme nature, 
covariante ou contrevariante. 


Composition, — Si Xp,r,-.-rms,4---4, St un systéme covariant quel- 


8, 
P 
1 conque d’ordre m+ p, et =“? un systéme contrevariant d’ordre p, 
> ’ 

" le systeme d’ordre m , 
£ ) —_— Sty =i t“sp) > ea ae 
at : 
l est covariant et d’ordre m. D’une maniére analogue, étant donnés 
e , iti ne - ; ‘ 

deux systemes X17 7m%% “| =s,%.-4)7 On en tire un systéme contre- 
| variant d’ordre m en posant 
a 

ia Bas —Dhee er Fe: 

r) : . ‘ ‘ 

Nous dirons que le systéme Y,,,,...,, (ou y"""™) est composé des 
x ‘ ° 4 ff 
: deux systemes considérés. 
<4 En particulier, pour m= 0, on a un systéme d’ordre o c’est-a-dire 
3 un invariant, qui résulte de la composition de deux systemes de nature 
opposée et de méme ordre. 
. Le lecteur pourra aisément se représenter ces propositions, dont l’usage 

Pp P prop D ag 
est fréquent dans le calcul, comme dérivées d’un seul principe, celui de 
la saturation des indices. 
Quadrique ou forme fondamentale. 

e 


Les méthodes de Calcul Différentiel absolu reposent essentiellement 
sur la considération d’une forme quadratique positive dans les différentielles 
” de » variables indépendantes x,, %,,--+-+, %,; c'est a dire d’une expression 
du type 


= > Oy, AL, AX,. 


1 





Les coefficients de cette expression, que nous appellerons quadrique ou 
forme fondamentale, se recontrent partout dans nos formules, et y portent 
une simplicité et une symétrie tres remarquables. 
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Systémes réciproques. 


Si lon désigne par a les coefficients de la forme réciproque de g, 


on a les identités 


a) == Spo al?) alt ayo. 
1 
En général, étant donné un systéme covariant d’ordre m, X,, ,,.. 
tire, & l'aide de la forme fondamentale, un systeme contrevariant du méme 
ordre en posant 


, on en 


Tm 


n 
(8) Xd) - By 8a Sm al) q’*) —— qm sw) p 
1 


"°° By ° 


xlita:-7m) 


De méme, si l’on part d’un systéme contrevariant = » on en tire 
un systeme covariant en posant 
(9) Sante = ae tin Gr, o, Bria, °° * Or. 2, Sis -tm) ° 

1 

La succession des opérations (8) et (9) est bien l’identité, et c’est a 
cause de cela que nous appelons réciproques par rapport a la forme fonda- 
mentale deux systémes tels que X“**””™ et Zante» C8 Enn---r, & 
Ste re 

Des formules (8) et (9) on tire aisément lidentité 
(10) Sern ZS, org = atte Kane, SOO, 

1 1 
qui nous dit que: 

«Tout invariant composé d’un systéme covariant et d’un systéme 
contrevariant du méme ordre est identique 4 invariant composé de leurs 
réciproques.» 

La forme fondamentale étant fixée, il suffit de donner un systéme 
covariant ou contrevariant pour que leurs réciproques résultent déter- 
minés avec eux. Ce fait trouve son expression matérielle dans la con- 
vention, que nous avons déja appliquée dans les exemples donnés, et 
d’apreés laquelle la méme lettre affectée de m indices représente un élément 
quelconque d’un systéme covariant d’ordre m ou de son réciproque, selon 
que ses indices sont placés en bas ou en haut de la lettre. 

Nous désignerons d’orénavant par a le discriminant de la forme 
fondamentale. Quelle que soit cette forme, on peut en déduire deux 
systemes d’ordre » réciproques par rapport a elle, dont les propriétés 
sont bien remarquables, et qu'il est souvent utile d’introduire dans les 
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calculs. Fixons le signe & donner a Ya pour un systéme déterminé de 
variables indépendantes 2,,2,,:--,%,, et convenons en méme temps que 
ce signe ne change, pas lorsqu’une substitution (1) agit sur les variables 
indépendantes, si le déterminant jacobien des x par rapport aux y est 
positif; qu'il change, si ce déterminant est négatif. Le systéme d’ordre n, 
dont les éléments ¢,,,,...,, sont nuls, si les indices 7,,7,,---,7, ne sont 
1 pas tous différents, et égaux & Ya ou & — Va, selon que, ces indices 
2 étant tous différents, la classe de la permutation (r,7,---1,) est paire 
ou impaire par rapport a la permutation fondamentale (1,2,---,m), est 
covariant. — Les éléments «'”””” du systéme réciproque sont respective- 
ment égaux & zéro ou & + 1: Va. 
Si lon désigne par A(z, 2,---2,) le jacobien de fonctions 4,, 4,°*+, Zn 











. pris par rapport a variables x,,2,,+:-,%, et divisé par Ya, on a l’identité 
— ~ Tye 1, 7] 02, 02, 
1 1 2 n 
qui, en rendant intuitive la propriété invariantive de A, rend en méme 
a temps cet invariant accessible aux methodes du Calcul différentiel absolu. 
‘ Nous désignerons le systéme ¢,,,,..,, (ou é*”™) par le nom de 
t systeme covariant (ou contrevariant) E. 
§ 4. 


Applications 4 Vanalyse vectorielle. *) 


Nous allons donner dés a présent un exemple important d’application 
. du Calcul différentiel absolu, en exposant les régles du caleul vectoriel 
en coordonnées générales. 

Désignons par ¥,, Ys, Ys; des coordonnées cartésiennes orthogonales 
quelconques dans notre espace, par (FR) un vecteur dans ce méme espace. — 
Introduisons le ds? de Vespace comme forme fondamentale gm et nous 
aurons en coordonnées y 

yp = dy,’ + dy,” + dy,*; 


et en coordonnées générales 
3 


Q = T8 Ors ax, az; ° 
1 
Représentons par /,(r = 1, 2,3) les directions positives des lignes 
coordonnées, par ,(r = 1, 2, 3) celles des normales aux surfaces coordon- 





3 *) Les résultats contenus dans ce paragraphe sont exposés ici pour la premiére 
fois d’une maniére systématique et compléte. 
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nées de paramétre z,, ces directions étant fixées de maniére que, pour 
un déplacement infiniment petit dans le sens J, ou ,, on ait un incrément 
positif de la variable 2,. 

Puisque la propriété caractéristique des substitutions orthogonales 
peut s’énoncer en disant qu’elles sont en méme temps covariantes et 
contrevariantes, les composantes d’un vecteur (R) selon trois axes ortho- 
gonaux peuvent étre considérées en méme temps comme éléments d’un 
systéme covariant ou contrevariant vis-a-vis de tout changement de ces 
axes. — Nous allons déterminer pour des coordonnées générales 2,, 2, 23 
les expressions des projections orthogonales R,, et R,,, et des composantes 
R,, et R,, selon les tangentes aux lignes et selon les normales aux sur- 
faces coordonnées. 

Dans ce but prenons & considérer deux systémes réciproques X,, X”, 
dont les éléments coincident, dans le cas des coordonnées cartésiennes y, 
avec les projections de (R) sur les axes coordonnés, projections, que !’on 
pourra désigner par des symboles Y, ou Y“). 

Puisque la projection sur une droite quelconque d’un polygone fermé 
est nulle, en considérant les polygones ayant pour cétés R et ses com- 
posantes selon les axes ¥,, Y:, Ys, Ou bien selon les directions J, ou ,, 
on a les formules 


3 
(11) R, = > Y, cos (1,, ys), 
1 
oa 3 
(12) R,, = > Y cos(m,, Ys), 
1 
3 
(13) YO = > BR, cos(t,, ), 
1 
3 
(14) Y, = > R,,, ©08 (m,, Ys) 5 
1 


ou bien, en y substituant aux cosinus directeurs des J, et m, leurs 
expressions bien connues, 


3 
(at Yo, k= Sr, 
1 if 


C7) 


8 
— x. 
12 (rr). = 3 (8) A 
(12 Vara. R,, SY 75 






















(14’) Y, 
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3 in| 
1 oy, 
@®— >, Pathan 4 
(13’) Y > ax Be Oa’ 


- 1 0x 
= ga Oy, 


D’apres la nature covariante et respectivement contrevariante des systemes 
X, et X™ on a les formules 


3 
oy, 
X= DN ae 
1 r 


3 
Ox 
xoum SI yo 
0 


et aussi les formules équivalentes 


3 
P 
Yyo— > xo 5%, 
1 r 


3 
Cx, 
oS 


et leur comparaison avec (11’), (12’), (13’) et (14’) donne 


(15) 
(16) 
(17) 
(18) 
On peut en déduire que: 





R,, = X, : Warr, 


R,, = X: Var, 


R,, = V 4,, . x, 
n, = Var”. ee 


Deux systémes réciproques simples X, et X“ étant donnés, on peut, 
quelles que soient les coordonnées 2,, %, x, de Vespace, regarder les ex- 
pressions X,:Va,, et X: Va comme celles des projections orthogonales 
dun méme vecteur sur les tangentes aux lignes coordonnées x, et sur les 
normales aux surfaces coordonnées x,, pendant que les expressions Ya,,- X® 
et Var"). X, représentent les composantes du méme vecteur respectivement 
selon les mémes lignes et les mémes normales. 





me 


ee aa 
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§ 5. 
Dérivation covariante et contrevariante selon une forme fonda- 
mentale. — Conservation des régles du calcul différential ordinaire. 





Deérivation covariante. — M. Christoffel*) a remarqué le premier que 
si un systéme d’ordre m, X,,,,...r,,, est covariant, le systéme d’ordre 


m+ 1 


ee [7 7m+1| 
OP) Zinnia ey >| ml x yes 


Prt 


est aussi covariant. — Nous appellons dérivation covariante selon la forme 
fondamentale @ Vopération, par laquelle, cette forme aidant, on passe 
d'un systéme donné X, au systeme X,, 5... rm 413 et nous disons 
que celui-ci est le premier systéme dérivé de celui-la selon la forme fonda- 
mentale. 

Pour m = 0, on a, comme cas-limite, que le premier systeme dérivé 
d'un systéme d’ordre zéro X résulte des dérivées de cette fonction, quel- 
que soit la forme fondamentale, et l’on pose par suite 


172°°* Tm 





, ox 
(19’) X, = 5: 
De méme on obtient le premier systeme dérivé d’un systeéme simple X, 
en posant 
(19”) -3 * x,, 


et celui d'un systeme double X,, en posant 


" ox,, — [ [rt st 
(19 ) Xe = Oa, Saran) 


Pour X,, a,,, On a les identités 





Ay 5¢ = 0, 

qui nous disent que: 

Le premier systéme dérivé selon une forme fondamentale gp du systéme 
de ses coefficients est identiquement nul. 

En appliquant les formules (19) au systéme covariant FE défini dans 
le paragraphe 3, on vérifie que: 

Le premier systéme dérivé du systéme covariant E selon une quadrique 
fondamentale quelconque est nul. 





*) Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten 
Grades, Crelle’s Journal, Band LXX, 1869. 
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Si une lettre & m indices représente un systéme covariant, il sera 
entendu en général que la méme lettre avec un indice en plus représente 
son premier systéme dérivé selon la forme fondamentale considérée. 

Il va sans dire que par p dérivations covariantes selon m on peut 
passer d’un systéme donné d’ordre m & un systéme d’ordre m-+-p (p étant 
un nombre entier et positif quelconque) qui sera le p*™* systéme dérivé 
de celui-ci selon la forme fondamentale. — 

Par exemple, en partant d’un systéme d’ordre 0, c’est-a-dire d’une 
fonction X, et en appliquant successivement les formules (19’), (19”) etc., 
on peut en tirer le premier, le deuxiéme systéme dérivé etc. En étendant 
aux ordres supérieurs la locution en usage pour le premier ordre, on 
appelle quelquefois les éléments X,,, X,s, etc. dérivées covariantes du 
deuxiéme ordre, du troisiéme ordre etc. de la fonction X. 

Des proprietés bien connues des symboles de Christoffel et des (19’) 
on déduit que: 

Si un systéme simple covariant résulte des dérivées dune fonction par 
rapport aux variables indépendantes, son premier systéme dérivé selon une 
forme fondamentale arbitraire est symétrique; et réciproquement. 

D’apres les formules (1%), les dérivées des éléments d’un systéme 
covariant quelconque sont des fonctions linéaires de ces éléments et de 
ceux de son premier systeme dérivé selon une forme fondamentale quel- 
conque. — On peut done dans les calculs éliminer partout les dérivées 
des éléments d’un systéme covariant donné, en introduisant les éléments 
de son premier systéme dérivé. — Plus en général on pourra partout 
dans les calculs éliminer les dérivées des différents ordres des éléments 
d’un systéme covariant d’ordre quelconque m (et en particulier pour 
m = 0 celles d’une fonction quelconque), en introduisant les éléments de 
ses systemes dérivés des mémes ordres. — On a en procédant ainsi l’avan- 
tage (§ 2) d’avoir affaire seulement a des systémes, qui se transforment 
d’aprés une loi uniforme et bien plus simple jue celles, qui régissent les 
transformations des dérivées des différents ordres d'un systeéme covariant 
(et en particulier d’une fonction), lois, que lon pourrait déduire par la 
dérivation ordinaire des formules (6). 

On verra plus loin que c'est précisément a la loi de transformation 
des systemes covariants que |’on doit la nature invariantive des formules 
et des équations, que l’on établit par les procédés du Calcul différentiel 
absolu. 


Dérivation contrevariante. — Un systéme contrevariant X“”’™ étant 
donné, on peut a l’aide de la quadrique fondamentale passer d’abord & 
son réciproque par rapport a cette forme, X,. 


ram» Puis de celui-ci & son 


1 





eg 


Ee 


- Pte 
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premier systéme dérivé selon 9 Xr,+,--ryrmy,> @& enfin au systeme 
x™"""m'm+1) réciproque de ce dernier. — On appelle dérivation contre- 
variante selon @ l’opération, par laquelle, cette forme aidant, on passe 
du systéme primitif X“*’” au systéme X“’™’™+1), qui en est le 
premier systeme dérivé selon g. 

Les éléments du premier systéme dérivé s’expriment en fonction des 
éléments du systéme primitif et des coefficients de la forme fondamentale 
par les formules 


(20) xterm rgd 


- (172 

t a® ™m+1) ox” a 

> 0x, 
1 


Tm) 





m n ‘tq wauloge rm 
> >: x" T1744 "m) 4 
1 : 1 an 


On pourrait faire au sujet de la dérivation contrevariante et des systemes 
dérivés des systémes contrevariants des considérations tout a fait analogues 
& celles, que l’on vient d’exposer au sujet de la dérivation covariante et 
des systémes dérivés des systemes covariants. — Il est, par exemple, 
évident que, les systémes 4,51, E,,,.-..ryr,4, tant identiquement nuls, on 
peut affirmer la méme chose des systémes a’ (premier systeme dérivé 
du systéme a”) et <*'’=+) (premier systéme dérivé du systéme E 
contrevariant). 

On peut dire en général qu'il existe comme une loi de réciprocité 
ou de dualité, qui permet de tirer de tout théoreme ou formule de Calcul 
différentiel absolu un théoreme ou une formule réciproque, en échangeant 
entre eux les mots covariant et contrevariant, et en portant les indices de 
la position covariante 4 la contrevariante et viceversa. 

Régles de calcul. — Les régles bien connues, qui ont trait a la 
dérivation des sommes et des produits de fonctions, s’étendent de la 
maniére la plus naturelle 4 la dérivation covariante ou contrevariante des 
systémes. En effet, en ayant recours aux formules (19) pour la dérivation 
covariante des systemes tels que 


Yy, xX 
= oa - 
ys" Tm Tye “Tif. °**Tm? 


: = Xin rm Saya tps 
on parvient aux identités 
Vigra tm mp — Xi re tm hm + =r" r2°°' Tm "m+1? 


Vigra tm tata tp mp —_ >, Cae 482° 8p + Xr re: 3, 8, 
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et les choses se passent d’une maniére analogue pour les systémes contre- 

variants; et pour la dérivation des systemes sommes d’un nombre quel- 

conque de termes, ou produits d’un nombre quelconque de facteurs. 
Considérons un systeme composé tel que 


n 
— (8 oes 
) = 81 85°" By =@o ‘p) x 


" TaPas Tym fata Bp" 
1 

En appliquant les formules (19) et (20) on trouve pour les éléments de 

son premier systéme dérivé les expressions 


~Y _ wee 
) Rinne oF Ee... 


1 


n 
= (882° ++ 8p 8) 
+ Dan--%yt = Pe Wry Kryry ty ite ty* 
1 


On a aussi la formule réciproque pour la dérivation des systémes com- 
posés contrevariants. 


Pour un invariant tel que 


(ire: Tp) 
Y= T1%2°' Tm = ” > a 
1 
on a 


n 


n 
|e zt Snr) xX. > Dan: pram) x 
eae nen = 172° °* Tm? 172° Tm i = ts TT oT? 
1 


1 


et, en substituant les systémes ="? et X,,,...... par leurs réci- 


proques, 


“Tm 


n 
7 


(22) Y, == 172°" Tm (eo Tm) ». Ce a + x": Tm) Ste s)- 


1 


En particulier, pour dériver un invariant, tel que 


n 
Y= >; =” x,, 
1 


on a les formules 


(22’) Y, ~* =" x,, +> x”... 
1 1 


Considérons l’invariant 


an=-> f fey 





en a 


























142 G. Ricer et T. Levr-Crvrra. 


f étant une fonction quelconque de 2,,%,,---,2,. On aura encore 


aa,fo~% 
Df GaP = DEP he. 
1 





§ 6. 
Systéme de Riemann. — Relations entre les éléments du deuxitme 
systéme dérivé d’un systéme covariant quelconque. 
Soit " 
g= Ss ,,Ax, AL; 
1 
la quadrique fondamentale et posons 











eee ia éa,, + da,, da,, 
tee ee 7 7 an ? 
’ Ox, Ox, Ox, 
n 
da da 
rt,s ru,s 
Ors, tu Fe Ox, + Dea a9 (Ayu, p Ast,¢ — Art, p Uw, 9): 
u 
1 


Les symboles a,,;, sont les éléments d’un systeme quadruple covariant, 
qui a une grande importance dans la théorie des quadriques de différen- 
tielles. On les trouve dans la Commentatio mathematica de Riemann*) 
(a un facteur numérique pres) et c’est a cause de cela que nous désignerons 
ce systeme par le nom de systéme covariant de Riemann. — Les expressions 
G,s,:u furent rencontrées avant la publication du Mémoire cité du grand 
géométre par M. Christoffel **), qui en mit en évidence les propriétés fonda- 
mentales. Il suffira ici de rappeler que le nombre de ces expressions, 
qui ne sont liées entre elles par aycune relation linéaire, est N=? (n*—1):12. 

En particulier, pour » = ¥, il suffit de considérer l’expression a2,19, 
ou le rapport a2,12:4@, que nous désignerons par G, et qui est l’invariant 
de Gauss bien connu dans la théorie des surfaces. 

Pour n=3, on a N=6. Dans ce cas les formules gagnent en 
symétrie si l'on convient que l’on peut remplacer deux indices l’un par 
Vautre lorsque leur différence est divisible par 3. — Nous introduirons dés a 
présent cette convention une fois pour toutes. — Les éléments du systéme 
covariant de Riemann linéairement indépendants entre eux peuvent alors 
tous étre ramenés au type G,41,42, 41542, et en posant 

a) == Apts 4a, pi ep2: a, 

*) Gesammelte Werke, pag. 270. 

**) «Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten 
Grades», Crelle’s Journal, B. LXX, 1869. Voir aussi, dans le méme volume, les 


«Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen von » Differentialen» 
par M. Lipschitz. 











pane 
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le systeme a) est contrevariant. Ce-systéme, que nous désignerons par 
le nom de systéme contrevariant de Riemann (ou son réciproque «,,) peut 
done remplacer, si l’on a » = 3, le systéme covariant @,, +. 

Cela étant posé, soit X,,,,..... un systéme covariant quelconque; 
et considérons son deuxiéme systéme dérivé X,. On a 
les identités 


(23) Xan... 


172°° Tm "m-+1 "m-+2 * 


Tr *m+1"m+2 X,, 272°°° Tm T+? "m1 


m n 
a cate LD EE Re 
1 1 


qui nous disent que l’élément X,,,,...r,rm4irmpe Mest pas en général 
identique & Vélément X,,5,.--rmrmisrmga* 

En particulier, pour n= 2, les (23) peuvent étre remplacées par les 
formules 


3 m 2 
(23’) > er) > <t_ re G . > t > a) Err, Re,: Ty Thm? 
1 1 1 


et, pour » = 3, par 
3 m 


3 
(23”) > ers?) , *f oe get aa) ofr) U é,, st X,,. 
1 1 1 


“Ty —1 @I4-1°°" m* 

Si Vexpression de la quadrique fondamentale peut se réduire a la 

forme > dx;, le systeme covariant de Riemann est identiquement nul; 
1 


et dans ce cas les formules (23) nous disent que: 

«Pour que un systéme Xp 0...) 1m 4, soit le premier systéme dérivé 
Wun systeme dordre m, il est nécessaire et il suffit que les éléments 
} ae et X,.,,. soient identiques.» 


“Tm Tm-+1 “m+2 "Tm "m+2 “m+1 


§ 7. 
Caractere invariant des équations, que l’on rencontre en Calcul 
différentiel absolu. 


Les équations (6), qui définissent la loi de transformation des systémes 
covariants, nous disent qu'un systeme covariant quelconque est, ou n'est 
pas, identiquement nul, indépendamment du choix des variables 2, , 7,,---,2n. 
— C'est bien cette propriété que l’on traduit, en disant qu’un systéme 
d’équations tel que 
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Xp, r4-++Fm == 0, 


a un caractére invariantif ou absolu. — On peut dire la méme chose des 
systemes d’équations du type 


XM rm) g 





mais il n’y a aucun intérét a les considérer 4 part, puisqu’on peut les 
reconduire au type (24), en passant du systeme X”'’™ a& son réci- 
proque. — En effet (formules (8) et (9)) deux systémes réciproques sont, 
ou ne sont pas, identiquement nuls ensemble. 

Lorsqu’on se pose ex-novo un certain probléme, il suffit de supposer 
ses éléments déterminatifs exprimés en variables tout 4 fait générales, et 
de substituer la dérivation covariante (selon une forme fondamentale presque 
toujours indiquée, par la nature de la question) 4 la dérivation ordinaire, 
pour que les équations du probléme se présentent sans aucun effort sous 
forme invariantive. — Comme nous le verrons dans plusieurs applications, 
c’est la le grand chemin, qu’il faut suivre, lorsqu’il s’agit de théories géné- 
rales, et lorsqu’on a pour but une exposition systématique de ces 
théories. 

Mais bien souvent, en possédant déja les équations (¢) du probléme 
exprimées en certaines variables y, on veut les transformer en variables 
générales sans répéter pour ces variables les procédés, qui ont conduit 
aux équations (<). — Il suffit pour cela de déterminer en variables 
générales un systeme X covariant ou contrevariant, dont les éléments 
exprimés en variables y coincident, 4 des facteurs prés, avec les premiers 
membres des équations (¢). — Il est en effet évident que, en supposant 
que les seconds membres des équations (¢) soient nuls, on aura leurs 
transformées en coordonnées générales en égalant 4 zéro les éléments du 
systeme X. 

Certainement cette méthode ne peut pas réussir dans tous les cas, 
mais elle conduit bien souvent au but d’une maniére rapide et facile. 
Cest ce qui arrive particuliérement, comme nous le verrons, pour les 
équations de la Physique mathématique; a tel point que l’on est presque 
étonné de ce que, pour atteindre le méme but, on ait autrefois parcouru 
des chemins bien difficiles et détournés. 
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Chapitre II. 
La Géométrie intrinséque comme instrument de calcul.*) 


§ 1. 
Généralités sur les systémes orthogonaux de congruences dans un 
espace quelconque. 


Dans ce chapitre nous aurons recours au langage géométrique en 
considérant la forme fondamentale g comme le ds* d’une variété V, 
a m dimensions. 

Cela étant posé, considérons un systéme d’équations tel que 


(1) ee 


en désignant par AM, 4®@),--.,4 des fonctions des variables 2,, 7, +++, Xn 
arbitrairement données, mais réguliéres et qui ne s’annulent pas toutes 
& la fois dans un certain champ C. 

Ces équations définissent dans la variété V, une congruence de lignes 
réguliere dans C, et cest & ce champ que nous bornerons nos con- 
sidérations. 

Si lon regarde le systeme des 4” comme contrevariant, et l’on se 
rappelle que le systeme des différentiels des variables indépendantes I’est 
aussi, on reconnait la nature invariantive des équations (1). — Comme 
ces équations ne changent pas en multipliant les 4 par un méme facteur, 
nous supposerons ce facteur préalablement déterminé de maniére que I’on ait 


(2) > Ors AM AO) = AOA = 1 **). 
1 


1 


Nous dirons alors que le systeme A” est le systéme coordonné contre- 
variant de la congruence représentée par les équations (1); et que son 
réciproque 4, en est le systéme coordonné covariant. 

Désignons par ds l’élément dare d’une ligne quelconque de la con- 
gruence; c’est a dire la valeur positive de /; et il résultera des formules 
(1) et (2) que ds est la valeur absolue des rapports (1). On aura donc 
en général 


*) Cfr. Ricci «Sulla teoria degli iperspazi», Rendiconti della r. Accademia dei 
Lincei, 24 Nov. 1895, et aussi «Dei sistemi di congruenze ortogonali in una varieta 
qualunque», Memorie della r. Accademia dei Lincei, 1896. 

**) Dans le champ réel il est toujours possible de satisfaire 4 cette équation, 
parce que nous supposons que la forme fondamentale soit positive. 
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, dx, 7 
(i ) a — a; (r= 1,2, *++M) 


et si l’on prendra, comme nous le ferons en suite, le signe positif, on 
déterminera pour chaque point de V, une direction, que nous appellerons 
direction positive, de la ligne de la congruence, qui passe par ce point. 

On reconnait aisément que, si la variété V,, est euclidéenne, et les 
variables x,,%,,---,%, en sont des coordonnées cartésiennes orthogonales, 
les 4 (coincidentes dans ce cas avec les 4,) ne sont que les cosinus 
directeurs des lignes de la congruence. 

D’aprés la définition, que Beltrami a donné pour l’angle a, que 
font entre elles deux directions dz, et dx, sortant d'un méme point P 
de V,, on a 


yr G,., dz, dx, 


1 ee 


C8 ¢ a8 SS = LS ° 

n n 
V > a,,dx,de, - V>. a, 0x,0x, 

1 1 

Si lon a deux congruences définies par leurs systémes coordonnés 
contrevariants 4 et uw”, et l'on désigne par a langle, que font entre 


elles les lignes de ces congruences sortant de P, on aura d’aprés cette 
formule et les (1’), 


(3) cosa = Drau,, 
2 


n n 
: : y 
(ou bien, au lieu du second membre, S} w2,, ou > A, sA7 wu, ou 


1 1 
n 


enfin >" al"*) 2, us). 
1 


La condition d’orthogonalité des deux congruences est done représentée 
par l’équation 
(3) Di ur = 0. 

Désignons par Aj, (h = 1, 2,---,)*) les systeémes coordonnés covariants 


de m congruences et supposons que leurs lignes se rencontrent sous angle 
droit deux & deux et dans chaque point de V,. En désignant par m, 








*) Le trait, qui sépare les deux indices dans. ce symbole est fait pour nous 
avertir qu'il s’agit de m systémes simples; et non pas d’un systéme double; et que 
le premier indice individualise par ses différentes valeurs les différents systt¢mes; et 
le deuxiéme les différents éléments d’un méme systéme. 
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Vunité et par max (k=) le zéro, d’aprés les équations (2) et (3’), les 
4,,, satisferont aux équations 


on bad 


ns (4) > a —1,,  (b,k—=1,2,--n) 
1 


les . a a e bd ° e hd 
qui ne sont qu’une généralisation de celles, qui lient entre eux les cosinus 


in directeurs de m» lignes orthogonales deux a deux dans une variété 
™ euclidéenne-n fois étendue. 

Nous appellerons ennuple orthogonale dams la varieté V,, tout ensemble 

. de congruences tel que celui, que nous venons de considérer; et nous 

al désignerons par |1],[2],---,[”] les congruences de l’ennuple, par 1, 2,---,» 
les lignes de ces congruences passant par un point quelconque de V,; 
par S,,Sg,°-°-,S, les ares de ces lignes. 

Expression d'un systéme covariant ou contrevariant quelconque en 
fonction des systémes coordonnés d’une ennuple orthogonale. Si Yon a un 
systéme covariant quelconque X,,,,...,,. et une ennuple orthogonale tout 
a fait arbitraire [1], [2],---,[”], on peut déterminer n™ fonctions ¢,,;,...;,, 

1és telles que l’on ait les identités 
tre a 
tte (5) X,, er = Dhan “Than Chg hig: + Ihyy An, Ir, An, rds Min Irm* 
1 
Ces fonctions sont méme déterminées ayant les expressions 
a () es aad .- > vas af Pe avis a” icin 


qui nous disent qu’elles sont des invariants. En passant des formules 
(5) ou (5’) & leurs réciproques, on les étend aisément aux systémes contre- 
tée variants. 

En particulier, s'il s’agit du systéme a,, ou a), on a, & cause des 
équations (4), pour toute ennuple orthogonale [1], [2], ---, |] les identités 


n 


: (4’) as = h Aur Anjs ; 
1 
Nhh ‘ 
ie (4”) av’ 3) — >! a” ao A 
yue j 1 
et 


Les déterminants | 4,,| 





ay ||, qui, d’aprés les (4), sont les discrimi- 
10* 











A emeetied 
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nants de deux quadriques réciproques,.sont donc respectivement égaux a 
Va et a 1:Va.*) ; 
En revenant aux équations (5) et (5’), on en déduit que tout systéme 
d’équations 
Xp, r4---m = 9 
peut étre remplacé par un systéme 
s Ch, hig ---Iign = 95 
c’est-a-dire (Chapitre I, § 7) que tout systéme absolu d’équations peut 
étre transformé de maniére que ses premiers membres soient des invariants. 
On a souvent recours avec avantage a cette transformation. 
Remarquons encore que, étant 


ox, — aw” 


B) ? 
OS, h 


en désignant par f une fonction quelconque de %,,2%,---+,%,, on a 


E (r) . of 
(6) 2% f= Fa, = 1,2,--4n) 


Eléments métriques du premier ordre. — Les propriétés métriques des 
lignes 1,2,---,m, qui sont en rapport avec ce que l’on désigne ordinaire- 
ment par le nom de courbure des lignes gauches, comme on le comprend 
a priori, sont des fonctions des dérivées des A,,.. — Ces dérivées ne sont 
pas toutes indépendantes; au contraire elles doivent satisfaire aux 
n*(n-+-1):2 équations, que l’on obtient en dérivant les équations (4). 

Posons 


(7) Ves = DT! a” 4 


1 


hires ? (h, k, l= 1, 2,---,m) 

et dérivons ces équations en appliquant la régle de dérivation des systémes 
composés (Chapitre I, formules (22’)). — Nous trouvons d’abord les équa- 
tions, dont il s’agit, sous la forme 


(8) > i Auire +> a”? Airs = 0, (h, k, i= 1, 2, bet n) 


1 1 
et l’on voit aisément qu’on peut les remplacer par les: 
(8’) Vari + Peni = 0 (h, k,l = 1, 2,---,m), 


*) Les équations (4) nous disent aussi que la nature métrique d'une variété V,, 
est déterminée, si l’on connait les systemes coordonnés d'une ennuple orthogonale 
quelconque dans V,. 
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qui comprennent comme cas particulier les 
(8,) Vir = 0. 


Ce nombre des invariants y,,; indépendants entre eux est donc égal a 


n?(n— 


— , et puisque ce nombre est égal a la différence des nombres n* 


et - “er, dont le premier est celui des dérivées des 4, et le second 


celui des relations, qui ont lieu entre ces dérivées, on pourra exprimer 
les Ajj» en-fonction des Aj, et des invariants y. En résolvant les équa- 
tions (7) on obtient en effet ces expressions sous la forme 


(7) Anis ers ti Vrij hir his . 
1 


Il nous suffira donc, pour étudier les propriétés métriques des lignes 
1, 2,---,m, de fixer notre attention sur les invariants 7,;;; et en effet il¢ 
sont liés aux dites propriétés par des relations trés étroites et tres simples. 
Sans nous arréter ici & examiner en détail la signification géométrique 
ou cynematique de chacune des y, il nous suffira d’en dire ce qui est 
nécessaire pour les applications, qui vont suivre. — Ajoutons que, 4 cause 
de leurs significations cynématique, nous désignerons les invariants y par 
le nom de coefficients de rotation de Vennuple [1], [2], -- -, [»]. 


§ 2. 
Dérivées intrinséques et leurs relations. 
Il nous faut avant tout établir les relations, qui ont lieu entre deux 


dérivées telles que as of @ of 


3, 38, °° a, de,’ CF OD ne peut pas intervertir les 


opérations représentées par les symboles et oe 
h es 
dérive Videntité (6), on a d’abord 


J HAS aL tS. 


En effet, si l’on 


et par suite 

ae. ge : @ 2 Of _ (r) 40) > ray 

8, 3 => 4 da, 38, Sea ee ee 
1 


ou encore, ayant égard aux identités 
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> ay Airs — > Y;, ik i, ? 
2 1 
>. agg ay Airs = Sn x ’ 
, 1 


qui dérivent des (4), (6) et (7’), 


i a (r) 4(s) ~ of 
ia, 3a, — > Beda Ing +2 Yair Be, 


Enfin on déduit de ces derniéres les relations, dont il s’agit, sous la forme 


0 of ~anreow af 
(9) as, b8, — do, Ga, ~ Dy P— Pm) Fe, 


§ 3. 
Congruences normales et géodésiques. — Familles isothermes de 
surfaces. — Systeme canonique pour une congruence donnée. 


Congruences normales. — On dit qu’une congruence de lignes tracées 
dans V, est normale, si elle résulte de trajectoires orthogonales 4 une 
famille de surfaces de V,, f(x,, %,---,%,) = const. Choisissons dans une 
ennuple orthogonale une congruence [»] et proposons-nous de déterminer 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que cette congruence soit 
normale. 

Evidemment pour cela il faut et il suffit que toute direction dx, 
normale a la ligne » appartienne a la surface f= 0, c’est-a-dire que 


Yon ait 
ye - 8a, =(Q. 


En d’autres termes les conditions, dont il s’agit, sont les mémes, qui sont 
nécessaires et suffisantes pour que les équations 


X.(f) = > fp—=0 (h=1,2,---.n—1) 
1 . 


soient satisfaites par une fonction /; c’est-a-dire pour que le systeme 
de ces équations soit complet. Nous devrons donc exprimer que (pour 
h, k = 1, 2,---,w—1) les 

(Xn Xe) f = Xi Xe(f) — Xi Xi(P) 
sont des fonctions linéaires des X,(/). 
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XX) = DFA? D(H, +P ana,) 


ou, & cause des équations (8) et (7’), étant 


> ay = —> Vian dive? 
1 1 


n n—1 
. r) 4(3) ¢ @ 
X,X, (f) => ey a —> Vien Xi(1) — Yaar ie 
1 1 


et par suite 
n—1 


Xi Xe(f)— Xe Xi(f) =>! (vinr —Yirn) Xi(f) + (Ynae — Yuka) i ' 


L’expression bd , tant indépendante des 


Xi (f) (h= 1, 2,---,m— 1), 


Videntité, que nous venons d’établir, nous dit que: 
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que la congruence |{n| soit 
normale sont exprimées par les (n—1) (n—2):2 equations 


(10) Ynhk = YVakh- (h, k=1, 2,-+-,a— 1) 


On a donc aussi que: 

«Si toutes les congruences d’une ennuple orthogonale sont normales, 
toutes les y,%; & trois indices distincts sont nulles et réciproquement. » 

Comme on n’a rien déterminé sur le choix des congruences [1], [2],-- 
--,[n—1], qui forment avec [] une ennuple orthogonale, les équations (9), 
attendu leur signification géométrique, ont un caractére invariantif vis-a- 
vis, non seulement de toutes les transformations possibles de coordonnées, 
mais aussi de tous les changements possibles des »—1 congruences 
[1], [2],---,[~—1], formant avec [n] une ennuple orthogonale. 

Les conditions (10) étant remplies, les A,,;, seront proportionnelles aux 
dérivées f, d’une fonction c’est-a-dire que l’on pourra déterminer un 
coefficient w tel que les . 

i = u Anir 
satisfassent aux équations 
f re = /ere 


Etant, a cause des formules (7’), 


(11) firs =— uy Anir ++ us Vrij dir Ajje ’ 
1 
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et en posant 
(12) y = log u, 


la fonction indéterminée y devra donc satisfaire aux équations 


Ws Anjr +3 Vrij hie his — Ur Anjs +. ij Vrij hiss Air . 
1 1 


En les multipliant par a et puis en les additionnant, aprés avoir fait 


s = 1,2,---,m et en ayant recours aux équations (4) et (9), on peut leur 
substituer le systeme équivalent 


n—1 


(13) Wr = V any + >! Vain dijr y 
1 


v étant indéterminée. 

Familles isothermes de surfaces. On dit qu'une famille de surfaces 
f (a ,%_,** +, Zn) = const est isotherme dans la variété V, et que f en est 
un paramétre thérmométrique, si cette fonction satisfait a léquation 


(14) rt a fra = 0.4) 


1 


On peut considérer une famille de surfaces comme individualisée, lorsqu’on 
connait la congruence de ses trajectoires orthogonales; ce, qui signifie 
par d’autres mots, que toute famille de surfaces peut étre représentée par 
un systeme 4, satisfaisant en méme temps a l’équation algébrique (2) et 
aux équations (10) aux dérivées partielles du premier ordre. — Proposons 
nous détablir les conditions nécessaires et suffissantes pour que cette 
famille soit isotherme et d’en déterminer, ces conditions étant remplies, 
les parametres thermométriques. 

En substituant dans la formule (14) les expressions des f,, données 
par les (11), on la remplace par la formule équivalente 


Op + 
és, a Dri ? 
1 
qui nous donne pour l’indéterminée vy de la formule (13) l’expression 
n—1 
(15) sti sas —>: Vrii- 
1 


*) Nous verrons plus loin l'identité de cette équation avec celle des fonctions 
harmoniques. 
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Pour que la famille de surfaces ayant les lignes » comme trajectoires 
orthogonales soit isotherme, il faut donc et il suffit que, en remplagant v 
par son expression (15), les seconds membres des (13) résultent des 
dérivées d’une fonction ~ prises par rapport aux 2,; aprés quoi les 


fr = Ce? Any 


seront aussi les dérivées d’une fonction f par rapport aux mémes variables, et 


f= ofe> Anjr AX, + €, 
1 


(C et c étant des constantes arbitraires) sera l’expression la plus générale 
des paraméetres thermométriques de la famille considérée. 
On reconnait puis aisément que les conditions d’intégrabilité des 
formules (13) sont représentées par les équations 
Ov wa 
Cs, 


+-= 


+ VVann +S Vinn (Yihn — Vinh) — 0, 


(15) 


n—1 


oy n ey nn 
i +> Vinn Vihk = > “te tt Vinn Vikh- 


nics bikie 


Si les congruences |1],[2],---,[] sont toutes normales, c’est-a-dire si 
elles sont les intersections des surfaces de » familles orthogonales dans V,,, 
ces équations se réduisent a la forme bien plus simple 


Cann 


m+ as, + YPinn = 0, 


Ovnnn aie 
08, 


(15’) 


Congruences geodésiques.*) — En disant qu'une ligne est géodésique 
dans une variété V,, dont le ds* est donné par la forme fondamentale g, 
on signifie que la variation premiére de l’intégrale 


/ ds= f > Grr ht, die 
1 


calculée selon cette ligne est nulle. Les conditions pour que toutes les 





*) Voir Ricci «Dei sistemi di congruenze ortogonali etc.», § 5, et aussi «Lezioni 
sulla teoria delle superficie», Premiére Partie, Chapitre IV. 
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lignes » soient géodésiques (et nous dirons alors que la congruence [1] 
est géodésique) sont exprimées par les équations 

(16) Yinn = 0, (¢=1,2,--.,.n—1) 

qui ont les mémes caractéres invariantifs, que nous avons remarqués dans 
les (10). En particulier, si l’espace est euclidéen. les (16) nous donnent 
les caractéristiques intrinséques des congruences rectilignes. 

Courbure géodésique d’une congruence. — Si la congruence [n] n'est 
pas géodésique, et l’on considére la variété V, comme contenue dans un 
espace euclidéen S,4,, on peut se représenter la courbure géodésique de 
la ligne [n] dans un point quelconque P de V,, de la maniére suivante. — 
Que l’on conduise par P dans S,4,, un vecteur tangent a V,, dont la 
longueur y soit donnée par la formule 


n—1 
_— 2 
v= SJ Vinny 
1 


et la direction par celle de la tangente a la ligne qui passe par P et 
appartient a la congruence ayant comme systeme coordonné covariant 


n—1 


f, == SM vinn dir - 
1 


Ce vecteur jouit des propriétés suivantes: 

1°: Il s’'annule identiquement, si la congruence n est géodésique. 

2°: Sa projection sur le plan tangent aux lignes i et est égale a 
la courbure de la projection de la ligne » sur le méme plan. 

3°: Il est normal a la ligne x. 

A cause de ces propriétés nous désignons ce vecteur par le nom de 
courbure géodésique et les lignes de la congruence ayant u, comme systeme 
coordonné covariant par celui de lignes de courbure géodésique de la 
congruence ”. 

Systemes canoniques. par rapport a wne congruence donnée. Une con- 
gruence |[”] étant donnée, on peut d'une infinité de maniéres différentes 
lui associer »— 1 congruences constituant avec |] une ennuple orthogonale 
dans la variété V,. Parmi ces systemes de »— 1 congruences orthogonales 
Yune a lautre et a la congruence [mn], il y°en a un ou plusieurs, 
que nous allons définir, et que nous appellerons canoniques par rapport a 
la congruence [»]. 

Posons 

2X5 — Anirs + dutces 


et considérons le systeme d’équations algébriques 








rr 


ve ocr 
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> Ane AM) =O, 
1 


ant F(X ody) MO = 0, (= 1,2,-+m) 
1 


(17) 


u, @, A, A®),.--, 4M étant des indéterminées. C’est un systéme de n + 1 
équations linéaires et homogénes par rapport aux inconnues p, A, A@),...,4, 
et son déterminant égalé 4 zéro nous donne une équation du degré »— 1 
en @ 


(18) A(@) =0, 


dont les racines sont toutes réelles. — Désignons ces racines par 
o, (k= 1,2,---,n—1) et supposons d’abord qu’elles soient toutes simples. 
Si l’on pose dans le systeme (17) @ =, et l’on associe a ce systéme 
Péquation (2), les inconnues 4), 4@,-.--, AM résultent, au signe pres, 
determinées. — Leurs valeurs, que nous désignerons par a” (r = 1,2,---,m), 


sont les éléments du systeme coordonné covariant d’une congruence [h]; 
et les »—- 1 congruences [1], [2], ---, [w—1] étant orthogonales entre 
elles et & la congruence [| sont les éléments du systéme orthogonal 
canonique par rapport a cette derniére. Dans ce cas ce systeme est 
done tout a fait déterminé. 

Si les racines de l’équation (18) sont toutes égales entre elles, tout 
systeme de » — 1 congruences formant avec [n] une ennuple orthogonale 
satisfait aux équations (17) et peut étre regardé comme canonique par 
rapport a [n]: 

En général soient ,, @.,---, @m» les racines distinctes de l’équation 
(18), 1, %:—5°**)Pm leurs ordres de multiplicité, et posons dans les équa- 
tions (17) @ = @, (h=1, 2,---,m). On peut déterminer p, congruences 
orthogonales entre elles deux 4 deux et telles que les éléments de leurs 
systemes coordonnés contrevariants soient les solutions des équations (17). 
Il y a méme dans le groupe A, de ces congruences toute l’arbitrariété, 
qui appartient & une substitution orthogonale d’ordre p,, c’est-a-dire une 
arbitrariété représentée par p, - (y,—1):2 fonctions arbitraires. Comme 
les congruences faisant partie de deux groupes A, et A, sont aussi ortho- 
gonales entre elles, on a de la sorte 


Prt Petes + Pn = n—1 
congruences constituant avec |v] une ennuple orthogonale.— Dans ce cas 


aussi les congruences [1], [2], ---,[~— 1] sont lés éléments d’un systéme 
orthogonal canonique par rapport a la congruence [nm], mais ce systeme 
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n'est ni tout a fait déterminé, ni tout a fait arbitraire. Il contient des 
fonctions arbitraires, dont le nombre est égal a 


m 


>! Ps (pa—1) 22. 


1 


Les coefficients de rotation de l’ennuple orthogonale, lorsque [1], [2], -- 
-+,[%—1] sont les éléments d’un systeme canonique par rapport a [mn], 
sont liés entre eux par les relations caractéristiques 


(19) YVnhk + Yakh = 0. 
En rapprochant ces équations aux (10) on en déduit que, si la congruence 
|w] est normale, les y,,, (pour h=~k) sont toutes nulles dans le systeme 
orthogonal canonique & [m]. Dans ce cas les congruences, qui appartien- 
nent a ce systéme’, ont une signification géométrique bien simple: elles 
résultent des lignes de courbure des surfaces orthogonales aux lignes ».*) 
On peut donner une interprétation géométrique assez simple pour le 
systeme orthogonal canonique 4 une congruence donnée quelconque, lorsque 
la variété fondamentale c’est l’espace euclidéen a trois dimensions.**) On 
pourrait méme étendre cette interprétation & une variété V, de nature 
quelconque; mais on ne peut pas s’arréter a tous ces détails et il vaut 
mieux de passer 4 d'autres considérations. 


g 4. 


Propriétés des coefficients de rotations et liens avec la théorie du 
triédre mobile d’aprés M. Darboux. 


(4 — 
8 coefficients de rotation 


On a vu dans le § 2 que lon a 
algébriquement indépendants entre eux pour une ennuple quelconque. 
Ces coefficients ne sont pas tous indépendants entre eux au point de vue 
fonctionnel; au contraire ils doivent satisfaire 4 des équations différentielles 
du premier ordre, que l’on obtient aisément en dérivant encore une fois 
les équations (7’) et en éliminant les dérivées des 4,,, & Taide de ces 
mémes équations et des équations (23) du Chapitre Premier. 


*) Plusieurs géométres ont étudié la courbure des surfaces dans les hyper- 
espaces. — Il suffira ici de rappeler le Mémoire fondamental de M. Lipschitz ,,Ent- 
wickelungen einiger Eigenschaften der quadratischen Formen von » Differentialen‘, 
Crelle’s Journal, Band LXXI, 1870. 

**) Cfr. Levi-C:vita «Sulle congruenze di curve», Rendiconti dell’ Accademia dei 
Lincei, 5 Marzo 1891. 
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En posant 


OY: - i 
(20) Prine = 7 35 “4+3) { Yass (Yinr— Vir) HE YiarPick— Yyax Vir} » 





on parvient de la sorte aux équations 


(21) Vries = grt AY a? ae a? a 


1 


qr,st? 


qui avec les équations (8’) nous donnent toutes les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que »* fonctions données y,;; puissent étre regardées 
comme les coefficients de rotation d'une ennuple orthogonale dans la 
variété V,, dont le ds* est exprimé par la forme fondamentale. 

Pour » = 2, on a une seule formule (21), que l’on peut réduire a 
la forme suivante: 


(21,) etn +3 Spun = Via + a2 +G. 


O8, 


C’est une formule bien connue dans la théorie des surfaces, puisque 7,9, 
et 7:2. sont les courbures géodésiques des lignes 1 et 2. 
Pour n = 3, en posant 


(22) Vak = Va+i1h+2,k+1k+2 5 
les équations (21) peuvent étre remplacées par les 


(21,) Vhk -> a” ag a, - 
1 


qui nous donnent en particulier 
Vak = Ver- 
En général les équations (21), étant liées au systéme covariant de 
Riemann, sont aussi intimement liées 4 la nature métrique de la variété V,. 
Ces équations ne sont pas autre chose que la généralisation de celles, 
qui ont lieu entre les composantes p, q, r des rotations dans la théorie 
du triédre mobile.*) En supposant en effet la variété V,, coincidente avec 
lespace euclidéen @ trois dimensions, les tangentes aux lignes 1, 2, 3 
déterminent dans chaque point de cet espace un triédre trirectangle. — 
Les invariants y;,,; indépendants entre eux nous donnent alors les rotations 
Diy Viy Mi an 2,3) qui se rapportent a des déplacements infiniment 
*) Darboux «Lecons sur la théorie des surfaces», T. I, Chapitre V; et aussi 
Kénigs «Lecgons de Cinématique», Chapitre X, et la Note M. M. FH. et F. Cosserat, 
«Sur la Cinématique dans les milieus continus», qui suit ces Legons. 
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petits selon les lignes 1, 2, 3. Les formules, que l’on tire pour ce cas 
des (21), sont méme plus générales que celles, que l’on connait générale- 
ment, puisqu’elles ne supposent pas que les congruences [1], [2], [3] 
soient normales.*) 

On peut voir dans cet exemple comment les méthodes de Calcul 
Différentiel absolu par leur généralité résument en eux mémes et offrent 
tous les avantages des différents procédés déja connus. 


§ 5. 


Expressions canoniques des systémes associés 4 la forme fondamentale. 


Dans l'étude des problémes de Géométrie, de Physique, de Mécanique 
analytique etc. on est presque toujours conduit 4 des systémes d’équations 
ayant un caractére invariantif (voir le § 7 du Chapitre Premier), et 
dans lesquelles on rencontre avec les coefficients d’une forme fondamen- 
tale les éléments d’un ou de plusieurs systemes simples et doubles et 
leurs dérivées. Pour fixer les idées nous nous bornerous ici au cas 
d’un seul systéme associé. 

Supposens d’abord que ce soit un systeme simple X,. On lui fera 
correspondre une congruence |] définie par les équations 


dx, dx, _ _ du, 
xo = xe" = xX? 


et dont le systeme coordonné covariant résultera des éléments 


dar = X,: Q, 


e-> x X,. 
1 


Nous dirons alors que les formules 
(23) X, = dar, 
nous donnent les expressions canoniques des X,. 

En partant de ces expressions canoniques on procédera de la maniére 
suivante. 

On commencera par associer 4 la congruence [m] » — 1 congruences 
formant avec elle une ennuple orthogonale (et il sera dans ce cas utile 
d’avoir recours au systéme, ou a un des systémes, canoniques par rapport a 
la congruence [»]). Apres cela on transformera les équations du probléme 


étant 


*) Levi-Civita «Tipi di potenziali, che si possono far dipendere de due sole 
coordinate», Memorie delle Accademia delle Scienze di Torino, Tomo XLIX, 1899, § 4. 
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en substituant respectivement aux a,, et aux X, les expressions données 
par les formules (4’) et (22), et & leurs dérivées les éléments des systémes 
dérivés par dérivation covariante selon la forme fondamentale. 

On obtient de la sorte un systéme d’équations étroitement en rapport 
avec les éléments essentiels du probléme, et dont linterprétation géo- 
métrique, presque toujours facile et naturelle, le caractérise d’une manidre 
nette et opportune. — Ce systéme nous donnera aussi souvent des indications 
tres avantageuses pour son intégration, en rendant presque intuitif le 
systeme de variables indépendantes, qu'il faut choisir pour en obtenir, si 
cela est possible, les équations intégrales. — Dans ce cas on revient en 
fin aux notations ordinaires, et l’on obtient les solutions canoniques du 
probleme. 

Ces méthodes, nous le reconnaissons les premiers, n’ont pas la 
prétention d’éliminer les difficultés essentielles aux questions, aux quelles 
elles sont appliquées. Au contraire elles ne conduisent qu’a des trans- 
formations d’équations laissant nécessairement subsister toutes ces diffi- 
cultés. — Elles novs apprennent seulement a éviter tous les obstacles 
accidentels; et par ce seul fait il arrive souvent que, en partant d’un 
systéme d’équations bien compliqué, on parvient a un systeme canonique 
tres simple et parfaitement abordable. On obtient alors des succes 
intéressants et inattendus la, ot les méthodes ordinaires auraient presque 
certainement échoué. 

Sil s’agit d’un systéme double symétrique @,,, on a recours aux 
équations 


(23) > (@ps—Q Gp.) A = 0. (r=1,2,---,n)*) 


En éliminant 4, 4@),---,4™ on parvient & une équation du dégré n 
en @, dont les propriétés sont bien connues. Toutes ses racines Q,, Q:,°-*; Qn 
sont réelles et leur substitution 4 @ dans les équations (23), conduit en 
tout cas 4 la détermination d’une ou de plusieurs ennuples orthogonales 
[1], [2],---,[], telles que l’on a pour les éléments du systeme donné les 


expressions canoniques 
n 
Xs = >! On Anjr Anjs « 
1 


En partant de ces expressions on transforme les équations du probleme 
et on parvient souvent 4 ses solutions canoniques d’une maniére tout a 
fait analogue a celle, qui a été indiquée pour le cas des systémes simples. 


“*) Ricci «Sulla teoria delle linee geodetiche e dei sistemi isotermi di Liouville», 
§ 2 Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, 1894 et aussi Levi-Civita 
«Sulla trasformazione delle equazioni dinamiche», § 7, Annali di Matematica, 1896. 
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Voyons désormais les régles générales, que l’on peut déduire pour un 
systéme d’ordre quelconque des exemples, que nous venons de considérer. 

On a vu (§ 1) que les éléments d’un systéme covariant quelconque 
d’ordre m peuvent étre exprimés comme fonctions homogénes du dégré im 
des éléments des systémes coordonnés covariants d’une ennuple arbitraire, 
que nous appellerons désormais ennuple de référence. Pour obtenir les 
expressions canoniques des éléments d’un systeme simple X, nous avons 
dans le premier exemple choisi cette ennuple de maniére que dans les 
formules générales 


1" 
Xx, = 4 Cn Anyr y 
1 
on edt 
C=C = 6 = = G1 =. 

De méme on a réduit dans le deuxiéme exemple les a,, 4 leurs expressions 
canoniques en choissant l’ennuple de référence de maniére que dans les 
formules 


Ops == Dhk Cyp Anjr drys 
1 


Crk = 0. (h =f= k) 

En général, si l’on a affaire & un systéme covariant d’ordre m, i 
importe avant tout d’en réduire les éléments 4 des expressions canoniques 
bien choisies en prenant l’ennuple de référence de la maniére la plus 
opportune. Apres cela, pour établir les équations intrinséques du probleme, 
on n’aura qu’é suivre des procédés trés simples-et uniformes. 


on eit 


Chapitre III. 
Applications analytiques. 


§ 1. 
Classification des formes quadratiques de différentielles.*) 


Soit m une forme quadratique des différentielles des » variables 
Ly) Zy,***, Ln, essentiellement positive. En choisissant convenablement 
nm -+- uw fonctions ¥,, Ye,°-*)Yny***) Yat+u des x, on peut toujours (pour wu 
assez grand) satisfaire 4 l’équation 


p = dy + dys + +--+ dyn +--+ dytsu- 


*) Cfr. Ricci «Principi di una teoria delle forme differenziali quadratiche» Ann. 
di Matematica, Ser. II*, T. XII, 1884, ou le Chapitre V, des «Lezioni, etc. ». 
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La plus petite valeur m de uw, pour laquelle une telle égalité est possible, 
peut varier de 0 jusqu’a =. 


mental pour la classification des formes g. Le nombre m s’appelle classe 
n(n—1) 

2 
exemple, les formes binaires (x 2) sont ou bien de classe zéro, ou bien 
de premiére classe. 

Les formes de classe 0 (4 un nombre quelconque de variables) sont 
caractérisées par ce fait que le systeme de Riemann (voir page 142) est 
identiquement nul. Pour les formes de premiére classe on a le théoreme 
suivant: 

Pour qu'une forme gy soit de premiere classe il faut et il suffit qu’on 
puisse déterminer un systéme double symétrique b,, tel que 


1°. Art,su = bs Dew pe Dudes, 


2°. le systéme b,s,, (dérivé covariant selon gq) soit symétrique.*) 


On a de la sorte un criterium fonda- 


de la forme correspondante. Il ne peut pas dépasser Ainsi, par 


Lorsque ces conditions sont vérifiées, les fonctions y,, ¥,-- +, Yny Yn+t 
peuvent étre déterminées comme intégrales d’un certain systeme complet. 
Pour les formes des classes supérieures on démontre un théoréme 
analogue. 
Mais nous n’insistons pas davantage sur cet argument; une autre 
application importante du calcul différentiel absolu appelle notre attention. 


§ 2. 
Invariants absolus.**) — Remarques géométriques. — Paramétres 
différentiels. 


Les recherches classiques de Jacobi, Lamé et Beltrami, auxquelles 
on doit l’introduction dans l’analyse des invariants bien connus sous le 
nom de parametres différentiels, ont leur fondement dans la considération 
de la variation premiére de certaines intégrales. Malgré l’élégance et 
Pingéniosité de cet artifice, on est ainsi conduit & des méthodes indirectes 
et trés eloignées de celles, que la nature méme de la question semble 
suggérer. 

Elle rentre en effet dans le probleme général suivant, qui n’est aprés 
tout qu’un probléme d’élimination algébrique: 

*) Nous disons qu'un syst?me multiple est symétrique, lorsque ses éléments 
correspondants 4 une méme combinaisons des indices sont identiques. 

*) Voir Ricci «Sui parametri e gli invarianti delle forme quadratiche differenziali» 
Ann. di Matematica, Ser. II*, T. XIV, 1886 et «Lezioni ete», Chap. V. A consulter 
aussi Levi-Civita «Sugli invarianti assoluti», Atti dell’ Istituto Veneto, 1894. 
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Etant donnée une forme quadratique définie ~ et un nombre quelconque 
de systémes associés S (covariants ou contrevariants), déterminer tous les in- 
variants absolus, que Von peut former avec les coefficients de p, les eléments 
des systémes S et les dérivées des uns et des autres jusqu’ad un ordre w fixé 
a Vavance. 

Si lon n’avait pas & considérer les dérivées, ce serait une question 
bien connue, pour laquelle il suffirait de se rapporter 4 la théorie des 
formes. L’intervention des dérivées semble au premier abord compliquer 
beaucoup la recherche. Fort heureusement il n’en est rien. Le calcul 
différentiel absolu nous raméne toujours 4 la méme question, en substituant 
aux dérivées ordinaires les éléments des systémes, qui proviennent des 
systémes donnés par dérivation selon gq. Plus précisément on a le 
théoréme: 

Pour obtenir tous les invariants différentiels absolus d’ordre w, il suffit 
de déterminer les invariants algébriques du systéme des formes suivantes: 

1) forme fondamentale g; 

2) formes associées S et leurs dérivées selon gp, jusqu’a Vordre w; 

3) (pour w > 1) forme quadrilinéaire, dont les coefficients sont les 

éléments du systéme de Riemann; formes dérivées de cette-ci jusqu’d 
Vordre u — 2. 

En appelant invariants propres dune forme g ceux, qui dépendent 
uniquement des coefficients de g et de leurs dérivées, on déduit de la 
proposition précédente les deux corollaires que voici: 

Les formes de classe 0 n’admettent aucun invariant différentiel propre. 

Les formes de classe supérieure ne possédent pas des invariants différen- 
tiels du premier ordre; leurs invariants d’ordre u> 1 sont ceux des formes 1), 3). 

Ces résultats prennent naturellement une forme bien plus simple pour 
les formes binaires et ternaires. 

Pour » = 2 (Voir Chapitre I, § 6) le systeme de Riemann peut étre 
substitué par l’invariant G de Gauss, qui est le seul invariant du second 
ordre propre des formes binaires. 

Il est bon de remarquer dés @ présent que, lorsqu’on regarde 
comme le ds? d'une surface, la valeur de G n’est que le produit des 
rayons principaux de courbure. C’est pour cela que G s’appelle aussi 
courbure totale de la forme gy. D’aprés ce qui precéde, nous pouvons 
affirmer que G =O donne la condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
forme binaire soit de classe zéro. En langage géométrique c’est la 
proposition bien connue que les surfaces développables sont les seules qui 
soient applicables sur le plan. 

Pour G = 0, notre forme binaire n’a pas évidemment des invariants 
propres; en général 
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Les invariants propres dune forme binaire jusqu’d un ordre quelconque 
u>2, s’obtiennent en déterminant les invariants absolus algcbriques communs 
a la forme o et a celles, qui ont pour coefficients les dérivées covariantes 
de G jusqu’a Vordre w — 2. 

Ce résultat est contenu implicitement dans un mémoire de Casorati.*) 

Pour n= 3, on peut substituer a la considération du systéme covariant 
de Riemann, celle du systéme contrevariant double «*) ou de son réci- 
proque @,,, et il est bien clair avant tout que les conditions «,, = 0 sont 
a la fois nécessaires et suffisantes pour qu’une forme ternaire soit de classe 0. 
Lorsque le systéme @,, n’est pas identiquement nul, la considération des 
deux formes quadratiques aux coefficients a,, et «,, nous donnera tous 
les invariants différentiels propres du second ordre. Comme invariants 
algébriques de ces deux formes on peut prendre les racines de l’équation 

|| %s— @are|| = 0, 
que nous appellerons invariants fondamentaux de la forme gy. On est 
conduit a ce choix par la réduction du systéme double a,, a sa forme 
canonique (Chap. II, § 5). Elle fait ressortir tout naturellement un triple 
des congruences orthogonales, tres importantes pour l’étude géométrique 
des propriétés, qui généralisent la notion de courbure totale des variétés 
& deux dimensions. 

Nous y reviendrons dans les applications géométriques (Chap. IV, § 8); 
pour le moment bornons-nous a avertir que nous appelons les congruences 
du triple congruences principales et directions principales celles de leur 
tangentes. 

Il est a peine nécessaire d’ajouter que, pour avoir les invariants 
propres d’une variété ternaire, jusqu’a un ordre u > 2, il suffira de prendre 
en considération, a ‘cété des deux formes employées tout-a-l’heure, celles, 
qui se déduisent par la dérivation covariante des a,, jusqu’a l’ordre u—2. 

Cela posé pour les invariants propres, examinons maintenant quelques 
exemples simples du cas général, ot l’on a aussi des systeémes associés. 

Supposons en premier lieu qu'il s’agisse de deux fonctions U et V 
associées & une forme quelconque g a » variables. 

Les paramétres différentiels du premier ordre AU et AV et celui, 
que Beltrami appelle paramétre mixte de U, | 


(vw, V) = Sra U, r) 


1 


épuisent le systeme des invariants différentiels du premier ordre. 


*) «Ricerca fondamentale per lo studio di una certa classe di proprietd delle 
superfici curve», Ann. di Matematica, Ser. I*, T. II e IV, 1860—61. 
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Lorsqu’on a affaire & une seule fonction associée U, pour le 
premier ordre, on n'a évidemment que Ss U; pour le deuxiéme ordre 


on devra considérer les invariants absolus des trois formes algébriques 
n 


= >» U,dz,, y= Dr: U,,dx,daz,. En particulier les invariants du 
P P 
1 1 


couple g,w sous leur forme rationnelle (c’est-a-dire les coefficients de 


ie -, Baits 


des degrés 1,2,---,m par rapport aux dérivées secondes de U. 


Péquation = || U-s — @ars|| = 0) seront respectivement 


L’invariant du premier degré rae U,, nest que le paramétre bien 
: 1 


connu 4 U de Beltrami. 


SS 


Soit maintenant associé & notre forme g un systéme simple X,. Il 
donne lieu aux invariants du premier ordre, qui appartiennent au systéme 


3 
algébrique de trois formes, c’est-a-dire m, la forme linéaire > X,dx, et 
1 


la forme bilinéaire dont les coefficients sont les éléments du premier 
systeéme dérivé selon gm du systéme des X,. Parmi ces invariants, il 
convient de signaler 


6) = rs ars) Boss 
1 
qui se présente fréquemment dans les applications. A ce méme point de 
vue il ne sera pas sans intérét d’avertir que des transformations faciles 
conduisent 4 une seconde expression de 0, c’est-a-dire 


. 7) am r 
o- 7D jz, Vax"), 
1 


qui est plus commode pour les calculs, tandis que l’expression précédente 
se préte mieux aux déductions théoriques. Dans le cas particulier de 
deux variables seulement, on peut substituer 4 la forme bilinéaire, qu’on 
vient d’indiquer, la forme quadratique aux coefficients X,., + X,,, pourvu 
qu’on y ajoute l’invariant, qui s’obtient en composant, le systeme X,, avec 
le systéme contrevariant E (Chap. I, § 3). Son expression est 

2 


3) © 1 
re X= Ya (X12 — Xy,), 


1 





ou, si l’on veut, 


1 (@X,  AX,) 


Va \éa, Ga, J 
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D’une facgon analogue, pour » = 3, il suffit d’associer au systeme double 
symétrique X,, -- X,,, un systeéme simple contrevariant, que nous définis- 
sons en posant: 


8 
2u0) = >" ar) X,,. 
1 


En développant et en tenant compte de la convention faite 4 l’égard des 
indices, on trouve pour les uw” les expressions 
| Qut) = + (i as | 
Va 0 x, +1 r) x, +2 ’ 
trés-aisées & calculer effectivement dans les applications particuliéres. 





Chapitre IV. 
Applications géométriques. 





§ 1. 
Etude des variétés & deux dimensions (Géométrie sur une surface): 
Généralités. Courbure. — Congruences. — Faisceaux de con- 


Théoreme de Beltrami. 


La théorie des surfaces et des lignes tracées sur une surface, telle 
quelle a été fondée par Gauss s’est maintenant développée de maniére 
a constituer 4 elle seule un vaste et fécond domaine scientifique. Mais, 
méme daus les meilleures expositions de cette théorie, l’unité de méthode 
fait défaut: iulle ne ressort pas comme le développement naturel de 
principes simples et bien déterminés. Le calcul différentiel absolu y con- 
duit au contraire sans ‘aucun effort, en donnant a la théorie une forme 
aussi simple que possible. 

Il conduit aussi 4 séparer rationnellement la théorie des variétés a 
deux dimensions, considérées en elles mémes, de la théorie des surfaces, 
considérées comme douées d’une forme rigide dans notre espace. La 
premiére découle de la considération de la forme différentielle, qui exprime 
le ds* de la variété (premiére forme fondamentale); pour la seconde, il suffit 
d’associer une autre forme quadratique (seconde forme fondamentale, d’apres 
M. Bianchi). 

Nous commencons par la premiére. Soit une variété V, définie par 
Yexpression du carré de son élément linéaire 


9 
= 


ds* > ,,dx,dx, =. 


1 


gruences. — Invariants d’un faisceau. 
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Convenons de regarder cette forme comme fondamentale. Si son invariant 
de Gauss s’'annule, nous savons déja que la variété sera linéaire. Si cet 
invariant G n’est pas nul, l'association de G 4 @ donne lieu a tous les 
invariants propres de la forme, c’est-i-dire a toutes les expressions liées 
a des propriétés intrinséques de la variété V,. 

Soient 41, 42,- les systemes coordonnés covariants de deux congruences 
orthogonales quelconques de courbes tracées dans notre variété (con- 
gruences [1], [2]). Reprenons, pour » = 2, les positions générales (6) 
du Chapitre [I]. En faisant 


2 
(1) Ps = Di yars his y 
1 
elles deviennent 
(2) Atjrs = hor Qs, Aairs a Ayr Qs; - 


Les coefficients de rotation du couple [1], [2] se réduisent dans ce cas a 

deux seuls algébriquement indépendants; nous pourrons prendre 749,, 7212 - 

Il représentent les courbures géodésiques des lignes 1 et 2 respectivement. 
Si lon pose 


2 


or = 8 Erg gp ? 
1 


la formule (20) du Chap. II peut étre remplacée par 


2 


(3) ra Gr = G. 


1 


Dans les deux dernieres équations (2) considérons les 4,,, comme incon- 
nues et immaginons en méme temps les 4,,. remplacées par leurs valeurs 


si > (6) a 
Avi Haas , en Ay ) 
1 


et les g, par celles, qu’on tire des (1). La (3’) constitue alors la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que ces équations et la 


2 
(4) ry, a = 1 
1 


forment un systeme complétement intégrable. Si l’on désigne par 4»), les 


*) On les obtient en résolvant les deux équations 


2 2 
>? aa, = 1, > af a,,, = 0, 
1 


1 
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éléments d'une solution particuliére de ce systeme algébrico — différentiel, 
sa solution générale s’obtient en posant. 

A, = sen @& Ay), + cos @ Ag), , 
ou @ est une constante. 

Pour une valeur particuliére quelconque de a, les 4, sont les éléments 
du systéme coordonné covariant d’une congruence, dont les lignes forment, 
en chaque point de V,, un angle @ avec la ligne 2. 

Il s’en suit que le systéme g, joue le méme réle pour toutes les 
congruences, qui rencontrent une congruence donnée sons un angle con- 
stant a, quelque soit la valeur de «. 

Un tel systeme de congruences se nomme faisceau et g, (ou re- 
spectivement gp?) s’appelle systéme coordonné covariant (ou contrevariant) du 
faisceau. 

L’équation (3) représente done la condition pour qu’un systéme 9, 
donné a l’avance soit le systeme coordonné covariant d’un faisceau. 

Si g, et , sont les systémes covariants de deux faisceaux, les différences 
9, — ¥, ont une signification géométrique remarquable. Elles sont les 
dérivées de l’angle, que forment entre elles les lignes de deux congruences 
déterminées, mais quelconques, des deux faisceaux. 

En suivant les régles du § précédent, supposons qu’on ait construit 
tous les invariants différentiels absolus, qu’on peut obtenir par l’association 
a m du systéme covariant d’une congruence [2]. On aura obtenu, par le 
fait méme, toutes les expressions aptes 4 représenter les propriétés intrin- 
seques d’une telle congruence, ou bien encore d'une ligne quelconque, 
tracée dans la variété V,. 

En opérant, comme on vient de dire, nous trouvons un seul invariant 
algébrique (ou d’ordre zéro), qui, conformément a (4), est égal a l’unité. 

A cause des (2), les invariants différentiels du premier ordre sont les 
invariants algébriques absolus, communs 4 la forme fondamentale et aux 
deux formes linéaires ayant pour coefficients Ag, et o,. 

Il sont au nombre de deux, par exemple 


2 
Jj => ay? Pr = Yas» 
1 


2 
J; => 9 Dr = Vins + Vins - 
1 


Pour avoir les invariants du second ordre, on devra adjoindre la forme 
bilinéaire aux coefficients g,,, ou, ce qui est le méme, l’invariant G et 
la forme quadratique ayant pour coefficients 


vrs = = (rs + Gr): 
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Parmi les invariants qui en résultent, on doit signaler 


— . rs at"*) ves = >; s alr’) Prs- 
1 1 


Enfin, pour obtenir tous les invariants d’un ordre quelconque u > 2, 
il faut considérer encore les systeémes dérivés de G et de w,, jusqu’a 
Yordre u — 2. 

Les invariants propres de la forme fondamentale représentent, avons- 
nous dit, les propriétés intrinséques de la variété V,; de méme ceux qui 
dépendent aussi des ,, y,, et leurs dérivées, sans contenir toutefois les 
Ay, se rapportent 4 des propriétés intrinséques du faisceau, dont g, est le 
systéme covariant. Ainsi l’invariant J, représente la somme des carrés 
des courbures géodésiques de deux lignes appartenant a deux congruences 
orthogonales, mais quelconques, du faisceau. C’est une propriété du faisceau 
qu’une telle somme ait la méme valeur pour un couple quelconque de 
congruences orthogonales. 

De méme I’invariant # nous apprend que la différence 


ne varie pas avec le couple considéré; lorsqu’elle s’annule (et dans ce cas 
seulement) toute congruence du faisceau est isotherme. D’ici ressort tout 
naturellement le théoreme de Beltrami: Si wne congruence est isotherme, il 


en est de méme pour toutes les congruences, qui appartiennent avec elle au 
méme faisceau. 


2 


Surfaces de Vespace ordinaire. — Equations fondamentales de la 
théorie de Vapplicabilité. — Formes particulitres remarquables, — 
Généralisation des formules de Gauss et de Codazzi. 


Sr 


Comme il résulte du § 1 du Chapitre précédent, pour déterminer 
toutes les surfaces, qui admettent une expression donnée pour leur ds’, 
il suffit de déterminer tous les systemes doubles b,,, qui satisfont au 
systeme algébrico-différentiel 


¢) bys ss Drs, 
b ’ 
9) a G, 


ot l’on a posé 
b = by, dyy — diy. 








ut 


WU 


la 


er 


au 
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Apres cela les coordonnées y,, ¥,, y; des points de la surface, par 
rapport & un systéme cartesien orthogonal quelconque, sont les intégrales 


du systeme 
8 


i) Ops = A" Ykjr Yrjsy 
. ’ (h = 1,2,3; r,s = 1,2) 
j) Yrjrs = Zh bys ? 


les z, étant définies par les équations 


3 


Yar = 0, (r =, 2) 


1 
$5 ik 
1 


Il va sans dire que yr~, Yrs désignent les derivées covariantes des 
fonctions inconnues y,. Le systéme 7), j) est désormais complétement 
intégrable (car les conditions d’intégrabilité se réduisent précisément aux 
equations ¢) et g)). Son intégrale générale dépend de six constantes 
arbitraires; elles fixent la position des axes coordonnés par rapport a la 
surface, ou, si l’on veut, la position de la surface par rapport aux axes, 
lorsqu’on regarde ceux-ci comme donnés et qu'il s’agit de trouver la 
forme de la surface. 

Nous voyons donc qu’a chaque intégrale particuliere du systeme 
i), j) correspond une unique surface, déterminée a un déplacement rigide 
prés, qui admet la forme m comme expression du carré de son élément 
linéaire. Les équations 7), j) peuvent étre appelées équations intrinséques 
de la surface. Ces équations, en concours avec ¢) et g) (qu’on dira équations 
fondamentales de la théorie des surfaces), se prétent & Vetude des propriétés 
de la surface, qu’elles définissent beaucoup mieux que |’équation en termes 
finis, ot figurent des éléments étrangers 4 la surface elle-méme. 

Les équations (c,g) aussi bien que les (i, j) se transforment con- 
venablement (Chapitre II, § 1) en posant 


2 
(5) bps = Dak nn Anjr dns y 
1 


ot les @,, = @, désignent trois, invariants et les 41, A», les systemes 
covariants d’un couple orthogonal quelconque. 

On démontre que @,,, @, et @,, mesurent, au signe pres, les courbures 
normales et la torsion géodésique des lignes 1, 2. 
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En convenant pour un moment de ne pas considérer comme distincts 
les indices qui différent entre eux par un multiple de 2, les formules c) 
et g) équivalent respectivement aux suivantes: 
0 C@ . 
¢) Tas Pig ap “2 {@in Piper + M4inPaatinpi}, (¢= 1,2) 
9:) @11 Ogg — Wi, = G. 


Si nous introduisons six nouvelles inconnues &,, &, &; 71, %,) 3 eD 
écrivant simplement (y, £) pour un quelconque des systémes (y, §), les 
équations 7) et j) deviennent 
3 3 3 
” St=1, Sa=1, Sam=o, 

VV 1 1 1 
Yr = Edy + dy; 
2 


= NPr + § D* 24 Any, 
1 


ji) 9 
te =— $or+6& h 1h Any, 
1 








étant 

§=Vi—#— 7. 
Les inconnues &£,, &, &3 11, 9, 3 ne sont pas autre chose que les cosinus 
de direction des tangentes aux lignes 1, 2; les §, &, € sont alors les 
cosinus de la normale a la surface, toujours, bien entendu, par rapport aux 
axes Y;, Y2> Ys- 

Comme il a été enseigné au Chapitre II, il y a un couple 4), do, pour 
qui les expressions (5) prennent une forme trés simple, qui est leur forme 
caxonique. Ce couple correspond aux lignes de courbure de la surface. 
On a alors @,. 0, ce qui donne le théoreme connu que les lignes de 
courbure ont leur torsion géodésique nulle; @,,, @,., changées de signe, 
sont les courbures principales. Les c,) et g,) se réduisent dans ce cas 
aux formules bien connues de Codazzi et de Gauss. 

On peut aussi supposer @,. = 0 (ce qui est loisible toutefois, pour 
un couple de congruences réelles, seulement lorsque G< 0). Les lignes 
de la congruence [2] sont alors asymptotiques; l’équation g,) définit ,, 
et les c,) conduisent a des relations, signalées déja par M. Raffy.*) 

*) «Sur le probléme général de la deformation des surfaces», Comptes Rendus, 
13 Juin 1892. 
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Nous devons renvoyer aux «Lezioni etc.», si souvent citées, le lecteur 
désireux de se rendre complétement compte comment des formules indi- 
quées descendent les théorémes les plus importants de cette théorie. Il vaut 
mieux que nous nous arrétions un moment sur un probléme important de 
la théorie de l’applicabilité, ot le calcul différentiel absolu a permis d’aller 
jusqu’un fond. Ce sera l’objet du § suivant. 


§ 3. 
Surfaces jouissant de propriétés données. — Quadriques. 


Soit donnée une forme g: Qu’on se propose de reconnaitre si, parmi 
les surfaces, qui admettent la forme m comme expression de leur ds, 
il en a qui satisfont & certaines conditions fixées a l’avance. Pour 
cela il suffira d’adjoindre aux équations ¢,), g,); %), j,) celles, qui 
expriment analytiquement les conditions données. Tout se réduit alors 
& déterminer les conditions d’intégrabilité d’un tel systeme. Si on peut 
y satisfaire, on a par la méme les équations dont dépend la recherche 
des surfaces inconnues. C’est la méthode classique, qui conduit par exemple 
a décider si, parmi les surfaces, auxquelles convient une expression 
déterminée pour |’élément linéaire, il y en a de réglées ou a courbure 
moyenne constante, etc. Nous nous bornons a avertir que les théorémes 
connus sur la déformation de telles catégories de surfaces se retrouvent 
de la facon la plus spontanée en employant nos méthodes. 

Nous nous en sommes servi en particulier*) pour reconnaitre, s'il 
existe, et déterminer, lorsqu’il en est ainsi, les surfaces du second dégré 
non developpables, qui possédent un élément linéaire donné. Ce probleme, 
qui avait été résolu seulement pour la sphére, est maintenant épuisé pour 
une quadrique quelconque. On peut de la sorte, par des simples opéra- 
tions en termes finis, décider si une forme donnée g peut appartenir 
comme carré de |’élément linéaire & une surface du second dégré. Il ya 
au plus une quadrique, & des mouvements prés, qui jowit de cette propriete. 
Lorsque il y en a une effectivement, elle reste ainsi déterminée. 


g 4. 


Extension de la théorie des surfaces aux espaces linéaires a 
n dimensions. 


Les considérations d’ordre générale, dont il a été question dans les §§, 
qui précédent, s’étendent tres aisément aux variétés 4 m dimensions contenues 


*) Ricci «Sulle teoria intrinseca{jdelle superficie ed in ispecie di quelle di 
secondo grado», Atti dell’ Istituto Veneto, 1895; «Lezioni etc.», Seconde partie, 
Chap. VI. 
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dans un espace linéaire S,,:. Il parait & propos de réserver a de telles 
variétés ie nom d’hypersurfaces. On s’en rend compte en se rappelant 
que les formules ¢) et g) de ce Chapitre sont un cas particulier (n = 2) 
de celles, qu’on a rencontré au Chapitre précédant, pour exprimer qu’une 
forme g est de la premiére classe. 

Ou peut déduire des dites formules qu’une hypersurface 4 » dimen- 
sions, dont on connait l’expression du ds’, est déterminée de forme (en 
nayant pas égard a la position dans l’espace S,,;) par une seconde 
forme quadratique différentielle. Si aux coefficients b,, de cette derniére 
on donne des expressions analogues aux (5), on a les équations fonda- 
mentales 


C) Ve, Ua, ->! nx (Yej1— Pasi) +> (jx Yeni — Ore Yen)» 
1 1 


n 
dou! (r) 4() 4) 4) 
G)  %,0,;—@,,0,, = rete Betury My 4; 4 - 
1 


A cété des coordonnées cartesiennes ¥,;, Y,,°- +) Yx+1 des points de 
Vhypersurface, il convient d’introduire comme inconnues auxiliaires les 
cosinus de direction des lignes des congruences de référence. En désignant 
par &, le cosinus de l’angle que la ligne i fait avec l’axe des y, les 
équations intrinséques d’une hypersurface peuvent se résumer comme 
il suit 

n+1 


1, powri—=jo 
Dati | >; (i,j = 1, 2,--+,m) 
: 0, pour tz j 
1) : 
Yr = Sidr, 
1 
Il) bin =>}(s0u + bse) Ayr (i, r = 1, 2,---,m) 
s xX 1 / 


ou, @ la place de &;, il faut entendre successivement chacune des 
Ein, (h=1,2,---,n+1) 
et on a écrit, pour abréger, € au lieu de 


Vi-se 


Il est bien clair que §,, &,---, +1 représentent les cosinus directeurs 
de la normale a l’hypersurface; les y sont les coefficients de rotation par 
rapport aux congruences de référence. 
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8 Les invariants @ ont aussi des significations analogues 4 celles, 
it qu’on a indiqué pour »=2. En prenant les 6,, sous leur forme 
») canonique, les congruences correspondantes sont formées, comme il arrive 
e pour » == 2, par les lignes de courbure de l’hypersurface. Il va sans 


dire que dans ce cas les équations FE), G); I), IL) se simplifient notablément. 


n § 5. 
e Groupes de mouvements dans une variété quelconque.*) 
e 


Soit m lexpression du ds® dune variété V,. Considérons un mouve- 
ment infinitésimal, qui fait subir aux points de la variété un déplacement 
infiniment petit €@), &@),..-.,€, c’est-d-dire qui fait passer chaque point 
(ay, X,°+*, Zn) & la position voisine (a, + £0”, ata +9), .-., an +€%). Nous 
dirons rigide ou sans déformation un tel mouvement, si la forme m admet 
la transformation infinitésimale 


Xf -> a) xf 
1 


e 
8 Les conditions, auxquelles doivent satisfaire les §), pour qu'il en soit 
t ainsi, ont été données par M. Killing.**) 
8 Avec les notations du calcul différentiel absolu, elles s’écrivent 
e k) + §., = 0. 
Soient 
 * =e0 A, 
) 


les expressions canoniques des &,. 

La congruence, dont 4, est le systeme coordonné covariant, est formée 
par les trajectoires du mouvement rigide, engendré par la transformation 
infinitésimale X/. 

En posant dans les /) pour les &, leurs expressions canoniques, on 
trouve le théoréme suivant, qui est une extension naturelle de ce, qui 
arrive pour les surfaces. 

Pour qu'une congruence donnée C dans une varicté quelconque V, 
résulte des trajectoires d’un mouvement sans déformation, il faut et il suffit: 

a) que tout systéme de n—1 congruences orthogonales entre elles et 
a C soit canonique (par rapport a cette derniére). 


*) Ricct «Sui gruppi continui di movimenti in una varieti qualunque a tre 
dimensioni», Memorie della Societi Italiana delle Scienze, Ser. 3*, T. XII, 1899. 

Les résultats de ce mémoire ont été résumés dans deux Notes des Comptes 
7 Rendus (16 et 22 Aoit 1898). 
**) Voir le mémoire ,,Ueber die Grundlagen der Geometrie“, Crelle’s Journal, 
Bd. CIX, 1892. 
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b) que toute congruence normale a C soit géodésique, ou telle que 
sa courbure géodésique soit en chaque point perpendiculaire a la 
ligne de C, passant par le méme point. 

c) que la congruence C soit normale et la famille co* des hyper- 
surfaces orthogonales soit isotherme. 

Lorsque » = 3, en employant le systeme covariant KF (Chap. I, § 3), les 
équations k) peuvent étre remplacées par 

3 
kg) 6 => Erst wo ? 

1 
od les uw sont des inconnues auxiliaires, qui forment évidemment un 
systéme contrevariant. 

Dans la variété V,, que nous considérons, prenons un triple ortho- 
gonal quelconque [1], [2], [3] et introduisons 4 la place des &, et u, 
les invariants 9; et ;, définis par les équations 

3 


ni -> EA, => uo) Aijp. 
1 


1 
Les k,) deviennent 








on > 
Vs, = h Vini Mrs 
1 
2 8 
rn 1 hs “a 
ky) = Dh yinitim + Fits, (i = 1, 2, 3) 
844 
1 
On : 
>= h Yini+2 — Bi41, 
Si49 


1 


et on aura les conditions d’intégrabilité (Chap. Il, § 2) 

3 

ae, ar 
h) Te, ah Vins Ob Yijite Wi — Yii+1 W+2- (i,j =1,2,3) 


1 


§ 6. 
Etude complete des groupes de mouvements pour les variétés Vs 
& trois dimensions. — Résolution du probiéme: Reconnaitre si 
une V; donnée admet un groupe de mouvements et le déterminer, 
lorsqu’il existe. 


Groupes intransitifs. — Dans une variété V, une famille co! de sur- 
faces V, peut étre représentée (Chap. II, §3) par le méme systéme (co- 
variant par exemple) qui représente la congruence de ses trajectoires ortho- 
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gonales. Soit donc donné un tel systéme et proposons-nous de reconnaitre 
s'il y a des mouvements rigides dans V;, qui transforment chaque V, en 
elle méme. Tout d’abord il est & remarquer que, d’apres ce qui précéde, 
on pourra regarder le probleme comme résolu toutes les fois que du 
mouvement cherché restent déterminées les trajectoires; ce, qui arrivera 
pour les groupes & un seul paramétre. 

Cela posé, regardons, dans les équations k,), h) du § précédent, 
comme congruence [3] celle des trajectoires orthogonales aux surfaces V,. 
On aura ‘ 


(1) %s = 9, 


et les équations k,’), pour i = 3, nous donneront 


3 
(2) > Ysns Mm =O, 
1 


3 3 


(3) B= DY ysa2 My = — DA vsni Ma- 
1 1 


Si la (2) nest pas une identité, prise avec (1), elle nous fournit les 
rapports des &,, &, & et par conséquent les trajectoires du mouvement 
cherché, pourvu toutefois qu'il soit possible, c’est-a-dire que les conditions 
portées par le théoreme du § 5 soient satisfaites. 

Si, au contraire, la (2) est identiquement verifiée, on a 


(4) Ys13s = Ys08 = 9, . 
ce qui nous dit (Chap. Il, §3) que la congruence [3] est géodésique. 
Nous voyons done que: 

Pour qu'une varieté V, admette un groupe de mouvements rigides a 
plus qu’un paramétre, qui laisse invariante toute surface d’une famille co’, 
il faut que ces surfaces soient paralléles. 

Remarquons maintenant que, a cause des équations (1) et (3), les 
fonctions inconnues se réduisent a trois seulement, soit 7,, 7, et ds. 
Comme les équations k,’), qui restent 4 considérer, et les h) donnent toutes 
les dérivées premiéres de ces trois fonctions, exprimées par les fonctions 
elles mémes et par des quantités connues, on a encore: 

Le groupe de mouvements rigides, qui laisse invariante toute surface 
dune famille oo1, dépend au plus de trois paramétres. 

Pour épuiser notre recherche, il faut discuter d’une fagon complete 
le systéme simultané (1), (3), (4), &’), hk). Un choix convenable du 
couple [1], [2] rend cette discussion bien aisée. Nous ne pouvons pas 
cependant la réproduire ici. Parmi les résultats auxquels elle conduit 


. 


nous nous bornons a citer le suivant: 
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Si wne varieté V, admet un groupe a trois paramétres de Vespéce con- 
sidérée tout a UVheure, en un point quelconque de V, les directions princi- 
pales sont données par la normale et par les tangentes a la surface V,, qui 
passe par le méme point; les invariants principaux de V,, dont deux 
coincident, sont invariants du groupe et gardent par conséquent la méme 
valeur sur chaque V,. 

Groupes transitifs. Voici les résultats obtenus pour ce cas, en par- 
tant toujours des équations k,’), h) du § précédent. 

Lorsque V, admet un groupe G a plus qu’un paramétre, les invariants 
principaux de V, sont invariants du groupe: 

Pour que ce groupe soit transitif, il faut done que les invariants 
principaux soient constants. Admettons qu'il en soit ainsi et désignons 
ces invariants par @,, @,, @,. Il nous faudra distinguer les trois cas 
suivants : 
ad @, = @, = 3; 


2°. a, == %; @, = Wp; 
3°. @, =F Ws, 3 =F ©, @, =F 3. 


Dans le premier cas la variété V, est & courbure constante et le 
groupe G@ a six paramétres. 

Dans le second cas a l’invariant @, correspond une congruence prin- 
cipale [1] unique et déterminée; aux invariants @, et @, toutes les con- 
gruences orthogonales a [1]. Le groupe G sera transitif et 4 4 para- 
métres, pourvu que soient encore satisfaites les conditions que voici: 

a) la congruence [1] est géodésique; pour toute congruence ortho- 

gonale [2], la courbure géodésique est perpendiculaire a la fois 
aux lignes 1, 2; 

b) les coefficients de rotation y,3., 7,93; ont des valeurs constantes 

opposées. 

Dans le dernier cas, le triple [1], [2], [3] des congruences principales 
de V,; est complétement déterminé. Pour que G soit transitif, il faut 
encore (et il suffit) que les coefficients de rotation du triple soient tous 
constants. Cette condition vérifiée, le groupe a précisément trois paramétres. 


g 7. 


Relations des résultats précédents avec les recherches de Lie et 
de M. Bianchi. 


Les recherches, dont on vient de parler, sont liées intimement avec 
celles de Lie sur le probleme de Riemann-Helmholtz et celles de M. Bianchi 
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sur les espaces & trois dimensions, qui admettent un groupe continu de 
mouvements *). 

M. Bianchi a déterminé, en se rapportant 4 des variables convenable- 
ment choisies, tous les types de groupes de mouvements possibles dans 
une variété V, et les éléments linéaires (exprimés par les mémes variables), 
qui leurs correspondent. 

Nous venons de nous occuper de la question suivante: 

L’élément linéaire d’une variété quelconque V, étant donné en coor- 
données générales, reconnaitre s'il y a des mouvements rigides possibles 
dans cette variété, et déterminer, lorsqu’il y en a, le groupe, qu’ils for- 
ment, par ses équations de définition. 

On fixe de la sorte les criteriums, qui permettent de décider si un 
élément linéaire donné rentre dans un des types de M. Bianchi. Ces 
caractéres d’une nature invariante revétent parfois une forme géométrique 
trés suggestive. 

Nos résultats portent une contribution nouvelle au probleme, que 
Lie appelle de Riemann-Helmholz. 

Rappelons pour cela que nous avons considéré au § précédent deux 
systemes simples &”) et w™. Lorsque la variété V, est euclidéenne et 
4, %, %, sont des coordonnées cartésiennes orthogonales, les § sont les 
composantes de la translation, les u les composantes de la rotation, qui 
correspondent au nouvement rigide infiniment petit, qu’on envisage. D’aprés 
le § 4 du premier chapitre, nous pouvons immédiatement former les com- 
posantes de ces vetteurs pour l’espace euclidéen en coordonnées générales. 
Les mémes expressions sont valables aussi pour une variété quelconque 
V;, lorsqu’on se borne au domaine (du premier ordre) d’un point donné, 
parce que celui-ci fait toujours partie d’un espace linéaire tangent. 

Cela posé, les équations de définition du groupe G des mouvements 
d'une variété donnée, nous apprennent que: 

Dans les variétés a courbure constante, et dans ce cas seulement, il 
existe un mouvement infiniment petit, pour lequel les composantes de transla- 
tion et celles de rotation prennent, dans un point donné, des valeurs initiales 
fixées & Pavance. 

Nous trouvons ici la signification cinématique précise des paroles de 
Riemann**) qui contiennent la solution, donnée par lui, au probléme, dont 
il s’'agit. Ce sont les paroles suivantes, réproduites aussi dans l’ouvrage 
de Lie: ***) 

*) Voir les Memorie della Societa Italiana delle Scienze, Ser. 3*, T. XI, 1897. 

**) Gesammelte Werke, pag. 264. 

***) Lie- Engel, Theorie der Transformationsgruppen, Dritter Abschnitt, pag. 289 
et suivantes. a 
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Der gemeinsame Charakter dieser Mannigfaltigkeiten, deren Kriimmungs- 
mass constant ist, kann auch so ausgedriickt werden, dass sich die Figuren 
in ihnen ohne Dehnung (ici, remarque Lie, il doit étre sous entendu be- 
liebig) bewegen lassen. 

Si nous envisageons maintenant les variétés V,, qui possédent un 
groupe de mouvements G, transitif, mais 4 4 paramétres seulement, la 
translation peut étre encore choisie 4 volonté, mais la rotation doit 
seffectuer autour d’un axe déterminé; lorsque le groupe transitif est a 
trois paramétres il n’est plus possible aucune rotation, tout en restant 
arbitraire la translation. 

Remarquons en terminant que les résultats, qu’on vient d’exposer, 
répondent complétement, du moins pour les variétés 4 trois dimensions, 
& la question, qui a été mise a concours par la Société Jablonowski, 
pour l'année 1901 *). 

Signalons encore cette circonstance, qu’on aurait pu dans la recherche 
se passer sans inconvénient de la théorie de groupes, bien qu’on ait pré- 
féré en adopter le langage pour faire mieux saisir au lecteur l’esprit des 
résultats et leur connexion avec ceux, qui étaient déjaé connus. 


Chapitre V. 


Applications mécaniques. 


$1. 


Intégrales premiéres des équations de la dynamique — Intégrales 
linéaires (ordinaires et particularisées). 


Considérons un systéme matériel 4 liaisons indépendantes du temps, 
avec m degrés de liberté. Soit 


2T = > Ops Ly Ly 
1 


Yexpression de la force vive du systéme. (On désigne selon l’usage par 
un accent les dérivées par rapport au temps ¢). | 

Les équations de Lagrange, qui définissent le mouvement du systéme 
sous l’action de forces données, sont 


d (eT oT 
dt (sez) “= (h—=1,2,---,m) 


*) Voir par exemple B. 50, 1898, page 601 de ce méme receuil. 
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oi les X, sont liées aux forces directement appliquées par des relations 
bien connues. 

On reconnait aisément que, lorsqu’on change les paramétres 2,, les 
X, se transforment par covariance.. Introduisons aussi le systéme réci- 
proque X, notre forme fondamentale étant, bien entendu, 

2Td?® = Yrs a,,dx,d2,. 
4 1 

En résolvant les équations de Lagrange par rapport aux dérivées 

secondes des coordonées, on a 


(1) a "= x0 — > # ay a,'*); 


c'est la forme, qui convient le mieux 4 notre but. 
Soit maintenant f une fonction des x et des 2’. Pour que 
f = const. 


af 


soit une intégrale premiére des équations, il faut et il suffit que 7), 


Sart 


s‘annule identiquement, lorsqu’on remplace les ~;” par leurs valeurs (1). 
La condition pourra donc s’écrire 


(2) “t - 3% of ; XO +> {3 Ma — 85 ; re {73I a «| =). 


c’est-a-dire 


fl est bien connu**) qu’a toute intégrale algébrique (a l’éard des 2x’) du 
mouvement d’un systéme, sous l’action de forces données, correspond une 
intégrale homogéne (toujours a l’égard des 2’) pour le mouvement du 
méme systeéme, sans forces. 

C’est ainsi que l'étude de ce cas acquiert une importance toute parti- 
culiére. Sous forme géométrique il correspond aux intégrales homogénes 
des géodésiques, car les trajectoires du mouvement en l’absence de forces 
ne sont autre chose que les géodésiques de la variété V,, dont 27 d¢* est 
expression du ds”. 








*) Les {"} sont les symboles de Christoffel de seconde espéce; voir Chap. I, § 5. 
**) Voir par exemple: Levi-Civita «Sugli integrali algebrici delle equazioni 
dinamiche», Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino, Vol. XXXI, 1896. 
12° 
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Appliquons done en premier lieu la formule (2), pour exprimer 
qu'une forme homogéne 


f= T1T2°>-Tm Crs: x x 2:2 


Fg in, te T= 
1 


’ 


de degré m, égalée 4 une constante, donne lieu & une intégrale premiére 
des géodésiques. En remarqant que les coefficients de f forment un systéme 
covariant symétrique d’ordre m et ayant égard aux formules (20) du 
Chap. I, on passe immédiatement de (2) (od lon suppose X® = 0) a 


(3) Siren Fmt Crry--tm Pmt Uy Ue” Ui Uggs = 0 
1 


Le premier systeme dérivé du systéme ¢,,,,.. sest introduit par lui- 


méme. On peut prévoir dés a présent la simplification, que la dérivation 
covariante va porter dans ce genre de recherches. 

Si lon ne suppose pas que toutes les X s’annulent a la fois, les 
conditions pour que f = const. (f étant la forme considérée tout a 
Vheure) soit une intégrale du systéme (1) se composent de (3) et de 
(4) ie Fan Corgi XM a, +++ %,, =O. 

1 
C’est ce qu’on peut déduire de (2), en remarquant que les termes de 
différent degré doivent s’annuler séparément et en outre que les coefficients 
Cr,ry---r, SOnt symétriques par rapport aux m indices. De cette méme 
remarque il suit qu’en égalant a zéro les coefficients de chaque terme 
en (4), on obtient 


(4) > Cnyry ty KOO = 0. (1g, 155°*)%m = 1,2,---,n) 


1 
Illustrons ces généralités, en discutant les conditions d’existence des 
intégrales 


>? Cy Lp = const., 


1 


linéaires (par rapport, peut-on dire, aux composantes des vitesses). 
Liidentité (3) devient 


> Cre Xp Le =O, 


1 
ou, en développant, 


(5) Crs + Gr = 0. (r,s=1,2,---,n) 
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S'il s’agit des géodésiques, il n’y a pas d’autres conditions; en général, 
on doit avoir égard aussi aux relations (4’), qui dépendent des forces 
appliquées. Elles se réduisent pour notre cas a 
(6) > XO = 0. 

1 
Nous avons déja rencontré le systeme (5) (Chapitre précédent, § 5); il 
exprime que l’élément linéaire Y27'dt de la variété V, admet la trans- 


formation infinitésimale > ec) we Ce lien entre les intégrales linéaires 
1 r 


des géodésiques et les mouvements sans déformation de la variété corre- 
spondante est trop bien connu pour qu'il mérite de s’y arréter un seul 
moment. 

En mettant le systéme c, sous sa forme canonique ¢c,=@4,, on 
obtient pour les équations (5) l’interprétation géométrique, qui a été 
signalée au § cité. La condition (6) prend aussi une signification bien 
simple; elle exprime que la congruence canonique d’une intégrale linéaire 
doit étre normale aux lignes de force. Lorsque ces derniéres dérivent 


d'un potentiel U, c’est-a-direé, pour X; = x, on a plus simplement 


que la congruence canonique doit étre équipotentielle. 
A cause de leur importance, nous réservons aux intégrales quadratiques 


n 
ys C-;%, XZ, = const. le §, qui va suivre. 
1 
Nous voulons maintenant dire encore un mot sur les intégrales par- 
ticularisées ou équations invariantes. On entend par la une équation 


f (yy Lay * ++) ns Ly’, Hy + ++, Mn) =O, 
qui est satisfaite pour toute valeur de ¢, lorsque cela arrive pour |’instant 


4 = 0 doit étre une consé- 
quence des (1) et de l’équation f =O elle méme. Nous sommes ainsi 
conduits a l’identité 


(7) > (a+ Gor'l =u, 
1 


ot les x” s’entendent remplacées par leurs valeurs (1) et le multiplicateur 
M est une fonction des x et des x’ indéterminée a priori. 

Bornons-nous au cas simple, ot f serait une fonction linéaires des 2’, 
Il est alors loisible de supposer que l’équation invariante soit 


initial. Cela veut dire que la condition 
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> Aajr Lp = 0, 
1 


An/r tant le systéme covariant d’une congruence [] de la variété V,,. 
Le premier membre de (7) est le méme que dans le cas des inté- 
grales propres. On a donc 


I, , wy +> X Anjp u> Rete 
1 


1 1 
Nous devons en conclure que le multiplicateur M peut étre seulement 


de la forme > v;X;, les coefficients v étant encore indéterminés, mais 
1 

fonctions seulement des xz. Liridentité se traduit dans les équations 

suivantes: 


(8) > x Anjr — 0, 
1 


(9) Anjrs + Anjsr = 0, An/s + Vs An/r . 


(r,s = 1,2,---,) 


L’équation (8) nous dit que les lignes de force et celles de la congruence 
[w] se coupent sous angle droit. Comme tout a heure, pour des forces 
conservatives, cela signifie que la congruence [”] est équipotentielle. 


Pour discuter le systéme (9), on imaginera, bien entendu, associées a 
[nw], » — 1 congruences, qui complétent l’ennuple et on posera 
Qo; => r Vv; a. 
1 
On tire alors des (9) les conditions équivalentes 
(9’) Ynij + Ynji = En Gi + Fin @), (¢,j =1,2,---,) 
ou les indéterminées v se trouvent remplacées par les a. 

Pour n= 2, les (9) sont au nombre de trois. Deux servent a 
déterminer @,, @,; la troisiéme se réduit & y,,,—=0, ce qui veut dire 
que la congruence [1] est géodésique. Mais, a cause de (8), la congruence 
[1] est celle des lignes de force. Donec, les problémes a deux degrés de 
liberté possédent une intégrale linéaire particularisée seulement lorsque les 
lignes de force sont géodésiques. Cette intégrale eziprime que la vitesse et 
la force ont méme direction. 

Il ne serait pas sans intérét d’établir, aussi pour les problémes a un 
nombre quelconque de degrés de liberté, les conditions sous lesquelles ils 
comportent une équation linéaire invariante. 


a -t = & Aer _— ~*~» 
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§ 2. 

Intégrales quadratiques des systémes non soumis 4 forces. — Forme 
intrinséque des conditions d’existence. — Hypothése particulidre, 
qui conduit aux forces vives de M. Stickel. 

Pour qu’un systéme non soumis & forces, c’est-a-dire les géodésiques 
de la variété V,, correspondante possédent l’intégrale quadratique 


H, = drs CrsXy Ly = const., 


1 


il faut et il suffit, d’aprés (3), que la forme dérivée > Crst Xp LX; soit 
1 


identiquement nulle. On a ainsi les conditions 
(10) Crst oh Cstr +. Cre = 0. (r,s, = 1,2,---,m) 


Pour en faire |’étude il convient naturellement d’introduire 4 la place 
des ¢,; leurs expressions canoniques (Chap. II, § 5) 
(11) Crs = h On An/r An/s) 


1 


ot les g, désignent, comme on sait, les racines de |’équation 


co ers — 0 || = 0. 
On trouve ainsi 
I) (on — 01) Pais + (Qi — 4) Pisn + (QO; — Oa) Pini = 9, 
(h,i,j= 1,2,-++, 9; h+i + j) 
Oe, 


Il) Fa, = 2 (x—@%) Yana, (h,i=1,2,---,) 


ce qui donne une forme intrinseque & la question de déterminer tous les 
types de forces vives, dont les géodésique admettent au moins une inté- 
grale quadratique. Pour obtenir ces types, il faut remonter de I), II) 
aux expressions des éléments linéaires des variétés V,, ov l’on peut avoir 
une ennuple de congruences caractérisées par lesdites équations. Les @ 
y figurent comme des indéterminées auxiliaires. En les supposant toutes 
égales entre elles, les équations I) sont satisfaites identiquement et les 
Il) deviennent = = 0, ce qui montre que la valeur commune des @ 
doit étre constante. Les invariants y ne restent aucunement liés par 
cette hypothése. I] existe donc, indépendamment de lennuple et par 
conséquent pour toute variété V,, une intégrale quadratique. 





184 G. Racer et T. Levr-Crvrra. 


On devait s’y attendre; c'est l’intégrale des forces vives. On tire en 
effet de (11), en y faisant 9, —=C, ¢,= c> Anjr Anjs = Ca,, et Vin- 


tégrale H, = const. n’est autre chose que > ys L, Ly = const. 


A Vinstar de ce cas bien évident, il ‘pee convenable, pour la 
recherche des solutions du systéme [), II), de distinguer les divers cas, 
qui peuvent se présenter 4 l’égard des 9. On aura done a considérer 
séparément le cas, oi toutes les g sont distinctes, celui ot il y en a 
seulement »— 1, etc. en ayant soin de distinguer encore pour chaque 
cas les divers groupements des coincidences possibles. 

Une telle étude n’a pas encore été abordée, en général. Il serait du 
plus haut intérét que la question fat épuisée, mais, 4 présent elle parait 
encore assez ardue. 

On posséde des solutions particulitres de notre systéme. Elles corre- 
spondent aux forces vives découvertes par M. Stiackel*) (qui comprennent 
en particulier les exemples classiques de Hamilton et de Liouville). On 
les retrouve aisément 4 partir de I), Il) en faisant l’hypothése particuliére 
que les congruences de l’ennuple de référence soient normales **). 

Vu la grande généralité de cette classe de forces vives, on pourrait 
étre tenté de croire qu’elles comprennent toutes les solutions du systéme 
I), If). Il en est ainsi évidemment pour » = 2 (toute congruence pouvant 
dans ce cas étre regardée comme normale), mais, dés qu’on passe & un 
plus grand nombre de variables, on reconnait aisément l’existence de 
types nouveaux de solutions***). La véritable difficulté consiste a les 
former tous. Le premier pas a faire, dans cette voie, devrait étre la 
intégration du systeme I), Il) dans le cas le plus proche a celui, ot 


*) Voir dans les Comptes Rendus deux notes remarquables de cet auteur 
(9 Mars 1893 et 7 Octobre 1895). A consulter aussi: 

Di Pwro «Sugli integrali primi quadratici delle equazioni della meccanica», 
Annali di Matematica, Ser. II", T. XXIV, 1896; 

Stdéckel «Ueber die quadratischen Integrale der Differentialgleichungen der 
Dynamik», ibidem, T. XXV, 1897; 

Painlevé «Sur les intégrales quadratiques des équations de la Dynamique», 
Comptes Rendus, 1° Février 1897. 

**) Pour ¢tre exact, il faut avertir que l’on suppase d’avance la normalité de 
toutes les congruences de l’ennuple seulement dans le cas, ot toutes les g seraient 
distinctes. Lorsqu’il y en a quelques unes, qui coincident, lhypothése est un peu 
moins restrictive. Cfr. 

Levi-Civita «Sur les intégrales quadratiques des équations de la mécanique», 
Comptes Rendus, 22 Février 1897. 

***) Levi-Civita «Sur une classe de ds* 4 trois variables», Comptes Rendus, 
21 Juin 1897. 
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toutes les @ coincident et l’intégration se fait & premiére vue. C'est le 
cas, ou deux seulement des g sont distinctes. 

Nous signalons au lecteur cette recherche, qui — toute réduction 
faite — se présente sous un aspect assez simple. 


g 3. 


Surfaces, dont les géodésiques possédent une intégrale quadratique 
(surfaces de Liouville). — Classification de ces surfaces d’aprés le 
nombre des intégrales distinctes *). 


Pour » = 2 les équations 1), considérées tout 4 Pheure, font défaut 
et il reste seulement l'autre groupe, qui devient 


Oe = Oe: — 

08, 0s ’ 
Il’ re 
) Oe Qs 


0 
Ja, = 2 (01 — a) Yara és, = 2(0, — 01) Ya22- 


De celles-ci, en supposant 9, + 9,, on tire les conditions d’intégrabilité 


Ill) 


une intégrale quadratique H, = const. (distincte de celle des forces vives) 
des équations des géodésiques de la surface. Désignons par & langle, que 
les lignes 2 forment avec les lignes d’une congruence géodésique quel- 
conque. On peut aisément reconnaitre que l’intégrale H, = const. équi- 
vaut & la propriété géométrique suivante: On a tout le long d'une méme 
géodésique 
0, sin? + @, cos? # = const. 

On tire des equations III) 


7 7) 
ce qui exprime (Chap. IV, § 1) que le couple [1], [2] appartient a un 
faisceau isotherme. 
Des II’) il suit sans difficulté qu’en prenant les lignes du couple 
[1], [2] comme coordonnées, on peut, par un choix convenable de leurs 
paramétres u, v, attribuer 4 la forme fondamentale |’expression 


? = (0, —@,) (du? + do’). 


*) Ricci «Sulla teoria delle linee geodetiche e dei sistemi isotermi di Liouville», 
Atti dell’ Istituto Veneto, 1894; «Lezioni, etc.», Premiére partie, Chap. VI, VII. 
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Comme les II’) nous disent encore que g, et 9, ne dépendent que 
de u et v» respectivement, nous avons bien pour m une forme de Liouville. 
On remarquera d’autre cété qu’ a toute forme de Liouville correspond un 
couple [1], [2] (les congruences formées par les lignes coordonnées), qui 
satisfait aux conditions II). Donc, pour que les géodésiques d'une sur- 
face possédent une intégrale premiére quadratique, il faut et il suffit que 
Yélément linéaire de la surface soit réductible & la forme de Liouville. 

Maintenant se pose delle méme la question: Reconnaitre si un 
élément linéaire, donné 4 l’avance, peut étre réduit & la forme de Liou- 
ville et en combien de maniéres essentiellement différentes; déterminer ces 
formes réduites, lorsqu’elles existent. La recherche équivaut naturellement 
& celle du nombre et des expressions des intégrales quadratiques distinctes, 
qui appartiennent aux géodésiques d’une forme binaire donnée. 

Voici les résultats de la recherche sous la premiére forme: 

1°. Les surfaces & courbure constante seules possédent co* systémes 
isothermes de Liouville (On désigne ainsi, pour abréger, tout 
couple [1], [2], qui satisfait aux conditions II])). 

2°. Les surfaces & courbure variable admettent tout au plus oo* 
systemes isothermes de Liouville. Il y a effectivement une classe 
de surfaces, qui jowissent de cette propriété. Ce sont les surfaces 
applicables sur des surfaces de révolution et ayant en outre les 
lignes de courbure paralléles. 

3°. Il existe des surfaces douées de co! systémes de Liowville, et 
d'autres encore, qui en possédent un seul. 

M. Koenigs dans un mémoire, couronné par |’Académie des Sciences 
de Paris *), s'est occupé d’une question intimement liée a celle, qui vient 
détre exposée, mais non identique. [I] s’est proposé en effet d’assigner 
tous les types d’éléments linéaires, qui admettent aw moins deux systemes 
de Liouville. Par cette voie on peut établir aussi quelques uns de résultats 
précédents (ceux qui se rapportent au nombre de systémes de Liouville 
possibles). M. Koenigs les avait énoncés en méme temps que M. Ricci. 


§ 4. 
Transformations des équations de la dynamique. 


Le probleme (a une transformation de formes différentielles quadratiques 
pres) se pose, d’aprés M. Painlevé**), sous la forme suivante: 


*) «Mémoire sur les lignes géodésiques», Mémoires des Savants Etrangers, 
T. XXXI, 1894. 
**) «Sur la transformation des équations de la dynamique», Journal de Liouville, 
Cinquiéme Série, tom. X, 1894. 








ies 
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Etant donné un systéme dynamique (A), dont les forces ne dépendent 
pas des vitesses, reconnaitre s’il admet des systémes correspondants (A,) et, 
dans le cas affirmatif, les déterminer tous. 

On nomme correspondants d’un systéme (A) tous les systémes (A,), 
dont les forces ne dépendent pas non plus des vitesses et qui ont les 
mémes trajectoires de (A). 

A Végard des systemes correspondants on démontre tout d’abord que, 
si les forces sont nulles pour un systéme, le méme doit arriver pour ses 
correspondants. Dans cette hypothése le probléme de la transformation 
revét l'aspect géométrique que voici: 

Deéterminer toutes les variétés V,, qui peuvent étre représentées sur une 
variété donnée avec conservation des géodésiques, c’est-a-dire de telle sorte qu’a 
toute géodésique de V,, corresponde dans la représentation encore une géodésique. 

Cette question a été étudiée par M. R. Liouville dans son mémoire 
«Sur les équations de la dynamique»*). Il a établi des résultats généraux 
bien remarquables, sans donner toutefois une réponse définitive a la 
question. Peut étre n’aurait-elle été possible sans le secours du calcul 
différentiel absolu. Nous allons donner une idée de la marche, qui a été 
suivie dans la résolution du probleme par cette méthode **). 

Soit 


@ => ys AX, Ads, 
1 


expression du ds® d’une variété V,, donnée, 
n 
y= 78 Or, AL, dx, 
1 
la méme expression pour une quelconque des variétés représentables sur V, 
avec conservation des géodésiques. On fixe en premier lieu les équations, 
auxquelles doivent satisfaire les «,,. Elles sont 


2 ue, + 2 wr ays + Ms yt + Uy As, = 0, 


ou w est une inconnue auxiliaire et l’on regarde, bien entendu, g comme 
forme fondamentale (u,. et «,s; désignant les systemes dérivées selon » 
de w et du systéme «,,). 

Appelons a et « les discriminants de p et y et posons 


A,s —_ u Grs- 





*) Acta Mathematica, T. 19, 1895. 
**) Levi-Civita «Sulle trasformazioni delle equazioni dinamiche», Annali di 
Matematica, Ser. II, T. XXIV, 1896. 
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Des équations précédentes on tire aisément 
1 
ia 


u=C < 
(C étant une constante) et 
Arst + Agir + Airs = 9, 
qui nous disent (§ 2) que 
rs A,,X, LZ; = const. 
1 


est une intégrale quadratiques pour les géodésiques de V,. Substituons 
maintenant aux «,, leurs expressions canoniques 


Ops = Dh On Ane Anje- 
1 


Les équations de condition se transforment dans les suivantes 
fa) (—e)ms=9, (h==i+=j) 

é e; ° ‘ 
b) 2(:— 1) ru = 0,’ (iJ) 


O(u @;) _ F 
5 fe) 0, (iti) 


é(we,) 7) 
d) = +055 = 0. 





La forme de ce systeme nous prévient que le nombre et aussi la nature 
des équations, qui le composent, dépendent du nombre des racines distinctes 
de l’équation ||a,-,— @a,;||—=0 et de leurs ordres de multiplicité. 

Supposons d’abord que toutes les g soient distinctes. L’ennuple de 
référence reste dans ce cas complétement déterminé et, & cause des équa- 
tions a), les coefficients de rotation @ trois indices distincts doivent tous 
s’annuler. 

Il s’en suit (Chap. Il, § 3) que toutes les congruences de |’ennuple 
sont normales, et on est naturellement amené a prendre les correspon- 
dantes variétés crthogonales comme coordonnées. ‘Avec un tel systéme 
coordonné, expression du ds* de V, doit étre de la forme 

QQ = ¢ H;? dz?, 
1 
les équations a) se réduisent 4 des identités et les b), c), d) deviennent 
respectivement: 
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é log H; Ge; 3 ah 
b,) 2(e—@i) “ts, 1,7 0, (J) 


2 (ue, cae 4 
¢,) 3, 9 (id) 


6 (we;) ) 
4) oo 1 te 0. 


Liintégration de ce systéme est aisée. On est conduit au résultat 
suivant: 

Désignons par y;(i = 1,2,---,m) une fonction quelconque de la 
seule variable z;, par C et ¢ deux constantes arbitraires. Tout elément 
linéaire, ayant une expression de la forme 


T) ds* -> (EI |p;— + dz; 


admet les correspondants 


9 oe g > : é -_ 2 
Ks. ~ FOTO Ow, FO an ( EW 7) dz; 


et ceux-ci seulement. (Dans les factoriels [] on doit exclure le facteur, 
1 





ot Pindice j prendrait la valeur ‘). 

Passons maintenant 4 l’autre cas extreme, od toutes les @ seraient 
égales. Les a) sont satisfaites identiquement, et les autres équations 
exigent seulement que w et la valeur commune C des @ soient constantes. 
Les expressions canoniques des «,, sont «,,—=Ca,,, dowd il suit que 
la forme y n’est que la gm elle méme, multipliée par une constante. Il 
était évident & priori que toute forme g admet de tels correspondants. 
M. Painlevé les a appelé*) pour cela correspondants ordinaires. Ce 
sont seulement les correspondants non-ordinaires, qui peuvent nous 
intéresser. 

Tl est bien clair qu’en dehors de ce cas les autres hypotheses possibles 
& l’égard des @ aboutissent 4 des correspondants non-ordinaires. Chacune 
de ces hypothéses conduit 4 des types bien déterminés, qu’on calcule sans 
difficulté en intégrant les équations E), qui leurs appartiennent. Comme 
il est arrivé pour le premier type, l’interprétation géométrique met au 
jour le choix des variables, qui se prétent mieux 4 Ilintégration du 
systeme. 


*) Loco cit. 
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En revenant pour un moment encore sur ce premier cas, il est bon 
de remarquer que |’intégrale quadratique, dont il a été en général prouvé 
existence, prend la forme 


> (di+¢)---(Wia+e) (Hina +e)---(Uate) (EH |v; — +! x;? = const., 


avec la méme remarque que tout 4 l’heure a légard du factoriel. 

Comme la valeur du premier membre doit étre constante quelle que 
soit c, chacun des coefficients des différentes puissances de ¢ nous donne 
séparément une intégrale quadratique. Elles sont ici au nombre de » 
(y compris celle des forces vives) toutes distinctes. 

En général leur nombre est égal 4 celui des o distinctes. 

Ainsi qu'il a été fait (§ 3) pour m = 2, ce ne serait pas sans impor- 
tance d’établir, du moins pour » = 3, les caractéres invariantifs des 
variétés, dont l’expression de |’élément linéaire est réductible au type 7’) 
(forme généralisée de Liouville). 

Plus généralement, il ne faut pas oublier que le probleme de la 
transformation, tel qu'il a été énoncé au début de ce §, c’est-a-dire pour 
des forces non nulles, attend encore d’étre résolu. M. Painlevé y a 
apporté des contributions trés-intéressantes, qui épuisent méme la question 
pour » = 2*). 

Sera-t-il reservé au calcul différentiel absolu d’aller jusqu’ aa fond? 
Pour le moment nous ne pouvons qu’en exprimer l’espoir. 

Du reste, dans cet ordre de questions, on a ouvert devaat soi un 
trés vaste champ de recherche. 

Il suffit d’étendre avec M. Stickel**) l’énoncé du probléme de la 
transformation, en exigeant, non plus que deux systémes dynamiques 
(A), (A,) aient toutes les trajectoires en commun, mais une partie seule- 
ment, c’est-a-dire un ensemble de trajectoires, dépendant d’un certain 
nombre k(< 2m — 1) de paramétres. 

Dans un article, qui paraitra prochainement, M. Malipiero envisage 
sous ce point de vue le cas des géodésiques, en présentant quelques re- 
marques non dépourvues d’intérét. 


*) «Sur les transformations des équations de la dynamique», Comptes Rendus, 
24 Aoiit 1896. Voir aussi deux notes de M. Viterbi «Sulla trasformazione delle 
equazioni della dinamica a due variabiliy, Rendiconti dell’ Accademia dei Lincei, 
4 e 18 Febbraio 1900. 

**) «Ueber Transformationen von Bewegungen», Gittinger Nachrichten, 1898. 
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Chapitre VI. 
Applications physiques. 


§ 1. 
Cas de reductibilité & deux variables de l’équation 
o*u o*u o*u 
oat + ay + Gr — 0 
(Potentiels binaires). 


Si, dans l’équation de Laplace en coordonnées cartésiennes 


_. Ou o*u atu 
Au = Far a oy? a 


2 C2? 


=_0, 
on suppose la fonction « indépendante de z, il reste 

a2 oO? 

dat + Gyr = 9 
qui définit une classe trés étendue de potentie's, gardant la méme valeur 
le long des droites paralléles 4 l’axe des z (potentiels logarithmiques, 
d’aprés M. C. Neumann). 


De méme, en prenant l’équation de Laplace en coordonnées polaires 
e, #, y, on peut supposer w indépendant de m sans limiter davantage la 


généralité des solution. En effet, lorsqu’on pose ee = 0 dans 


é ou 1 @ 
aan (aq (@* 8009 5°) + aq (ten 55) + sro Gor} —O 
il ne reste plus aucune trace de p dans les coefficients. On obtient de 
la sorte une classe trés importante d’intégrales de Au—0, les potentiels 
symétriques, qui sont bien connus d’apres les recherches de Beltrami *). 
Ils restent constants sur les cercles g@ = const, # = const. 
On peut encore dans l’équation ci- dessus supposer « indépendant de g. 
Les potentiels correspondants 


7] Ou 1 d%u 
55 (80 #55) + sens Bot — 
(aussi généraux, bien que moins importants de ceux, qui précédent) ont 

endus, pour lignes équipotentielles les droites issues de l’origine. 

delle ? ° i ’ ~ ps 

baal Il n’est pas permis de procéder d’une fagon analogue a l’égard de @, 

car, en supposant « indépendant de @, on doit avoir séparément 
898. seiaenetente 


*) Voir par exemple le mémoire «Sulla teoria delle funzioni potenziali sim- 
metriche», Memorie della Accademia di Bologna, Ser. IV, T. I, 1881. 
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@ (92u\ atu 
Jel 5)— 9 Fy 
et les intégrales de ce systéme simultané (c’est-a-dire 
_ be os 
w=(4+2)9+ (6+), 
les ¢ désignant des constantes) n’ont pas la méme généralité que tout 
a Vheure. : 
Ces remarques nous conduisent a poser avec M. Volterra*) la question 
suivante: 
Soit léquation Au = 0, transformée en coordonnées curvilignes 


quelconques 2,, 2, 2. En général, lorsqu’on posera bd =( dans le 


premier membre, on ne pourra pas débarasser |’équation réduite de la 


variable a, (ou, si l’on veut, les deux équations Au = 0, ea =O ne 
3 


formeront pas un systeme complet). Il y a des cas (nous en avons ren- 
contré des exemples bien simples) oi une pareille circonstance se présente. 
Il faut les déterminer tous. 

A chacun d’eux correspond une classe de potentiels, qui dépendent 
de deux coordonnées (potentiels binaires). Ils donnent lieu dans les appli- 
cations aux mémes simplifications que les potentiels logarithmiques ou 
symétriques: M. Volterra, dans le mémoire cité, a fait cette étude en 
général. 

Il restait 4 établir si, outre les types connus, il y en avait d'autres 
et lesquels. 

C'est exactement la méme question, qu’a été résolue par Riemann **), 
& Pégard de Péquation de propagation de la chaleur 


~ kAu =0 (k étant une constante). 


Mais on ne pouvait songer & adopter la méthode de Riemann, 4 cause 
de l’extréme complication des formules. I fallait ouvrir une bréche, pour 
se débarasser des matériaux encombrants. 
C’est encore le calcul différentiel absolu qui en a fourni les moyens. 
Bornens-nous a faire saisir les résultats de la recherche ***). 
Remarquons pour cela que une classe de potentiels binaires est 
caractérisée essentiellement par sa congruence, equipotentielle, c’est-a-dire 
par la congruence 


*) «Sopra alcuni problemi della teoria del potenziale», Annali della Scuola 
Normale di Pisa, 1883. 
**) «Commentatio mathematica, qua etc.», Ges. Werke, pag. 370. 
***) Levi-Civita «Tipi di potenziali, che si possono far dipendere da due sole 
coordinate», Memorie della Accademia di Torino, Ser. Il, T. XLIX, 1899. 
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x, = const., Ly = const., 
formée par les lignes, le long desquelles tous les individus de la classe 
gedent une valeur constante. En effet, lorsqu’on connait cette congruence, 
il suffit d’associer aux familles 2,(«, y, 2) = const., x, (x, y, 2) = const. 
une troisiéme famille indépendante quelconque x, (x,y,2) = const. L’équa- 
tion, qui définit les potentiels corréspondants, s’obtient en transformant 
sae =0. (L’hypothése 
qu'une congruence soit équipotentielle équivaut précisément & ce qu’on 


Au = 0 en coordonnées x,, x, x; et en y faisant 


peut faire in =0 dans Au—O, sans étre géné par 4,). 

Le probleme revient ainsi a déterminer toutes les congruences équi- 
potentielles de notre espace. 

Ces congruences (supposées réelles) se partagent dans les quatre caté- 
gories, que voici: 

1°. Congruences rectilignes isotropes (d’aprés Ribaucour *); 

2°. Congruence des cercles ayant méme axe; 

3°. Congruences de hélices; 

4°. Congruences de spirales. 


On en tire une classification correspondante pour les potentiels binaires. 
Ils sont isotropes, symétriques, hélicoides, ou spirales. 


§ 2. 
Des champs vectoriels “*). 


On a dans un domaine de léspace un champ vectoriel, lorsque a 
chaque point P du domaine correspond un vecteur (R) ayant lorigine en P. 

Soient ¥,, Y2, ys les coordonnées cartésiennes de P, Y,, Y,, Y, les 
composantes de (A) suivant les axes coordonnés. La loi de correspondance 
entre les points et les vecteurs du champ s’exprime par ce fait que les 
composantes Y,, Y,, Y; de (R) sont des fonctions des coordonnées 
> Ye, Ys de son point d’application. On suppose bien entendu qu'il s’agit 
de fonctions continues et douées de toutes les dérivées, qu’il nous faudra 
considérer. 


*) Voir Bianchi «Lezioni di geometria differenzialey, Chap. X; ou bien encore Levi- 
Civita «Sulle congruenze di curve», Rendiconti della Accademia dei Lincei, 5 Marzo 1899. 

**) Pour les généralités sur les champs vectoriels, au point de vue, que nous en- 
visageons ici, on consultera avec profit (outre le traité bien connu de Tait) le mé- 
moire posthume du regretté Ferraris «Teoria geometrica dei campi vettoriali», 
Memorie dell’ Accademia di Torino, T. XLVII, 1897 et un mémoire recent de M. Donati 
«Sulle proprieti caratteristiche dei campi vettoriali», Memorie dell’ Accademia di 
Bologna, Ser. V, T. VII, 1898. 
13 
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Lorsqu’on a affaire & un champ vectoriel, la quantité scalaire 


(1) = + 


ay, 
O"s 





oy, 

+ oy 
s'introduit naturellement. 

On l’appelle divergence du champ au point P, 

0 = Div (R). 

Elle joue presque toujours un réle important dans ies questions physiques. 
Ainsi par exemple, si le vecteur (R) représente le deplacement du point P 
dans une déformation élastique, 0 c'est la dilatation cubique de la 
particule, qui environne le méme point. Plus généralement, lorsque (R) 
est un flux d’une nature quelconque, la condensation au point P est 
mésurée par 0. 

Si les composantes Y, sont les dérivées d’une méme fonction U (au 
quel cas nous dirons que la distribution vectorielle considérée est poten- 
tielle) il resulte évidemment 


(1’) @=AU. 
Il y a encore un vecteur trés-intimement lié au champ, le tourbillon 


2(a) (curl des anglais) de (R). Ses composantes 2v,, 2v,, 2v, sont données 
par les formules suivantes: 


oY, @Y, 
2Qv = 0 eae ~— 
1 OY, ys’ 
= , sz... a2 
@) 21 oy, Oy” 
oy, oY, 
2y = —— — -—— ° 
o OY, OY, 


Quant a l’interprétation physique, envisageons, par exemple, l'image hydro- 
dynamique. Soit (R) la vitesse d’un fluide en mouvement, la rotation 
des particules est définie par le vecteur (w). Il est identiquement nul 
pour les distributions potentielles. 

Supposons maintenant que V’espace soit rapporté & des coordonnées 
curvilignes quelconques 2,, 2, Z;. 

La question de représenter un champ vectoriel et ses éléments se 
pose d’elle méme.*) 

On peut définir trés facilement le champ par un systéme simple 
covariant X,, dont les éléments se réduisent en coordonnées cartesiennes 


*) M. Abraham dans un article recent, paru dans ce méme recueil (B. 52, 1899, 
pag. 81) s’est occupé aussi de la représentation des champs vectoriels en coordonnées 
curvilignes. [I] se borne toutefois aux coordonnées orthogonales, en employant pour 
la déduction des formules les méthodes ordinaires. 
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aux composantes de (R). Nous savons déja (Chap, I, § 4) comment s’ex- 
priment, par les X,, composantes et projections de (R) selon les lignes 
coordonnées. Mais, pour obtenir © et {@), il est inutile de passer par 
lindermédiaire de ces projections (et de transformations d’intégrales), 
comme on le fait habituellement. Les principes du calcul différentiel 
absolu permettent d’y parvenir sur le champ.*) 

Il suffit en effet de poser 


3 


(3) 0 = Yrs at X,,, 
1 
3 
(4) By — — Du et X-™) (r=1,2,3). 
1 


On le démontre en remarquant que © est un invariant et que sa valeur en 


F oy, 
coordonnées cartesiennes ¥,, Yo, Ys (a. = és, Are = ") se réduit précisé- 


oy, 

ment a(1). Pour les ditributions potentielles (x, = a = U-) , il résulte 
3 w,. 

Qe = Sis a) U,s, ce qui est bien la forme générale du paramétre A U. 


1 
On devait évidemment s’y attendre d’aprés (1’). 

De méme le vecteur, défini par le systeme contrevariant uw (ou son 
reciproque u,) est bien (), car les éléments uw, pour des coordonnées 
eartésiennes, ne sont pas autre chose que les v,, v,, v, des formules (2). 
(Comparez aussi Chap. IV, § 9). 

Nous avons déji remarqué (Chap. III, § 2) qu’on peut donner aux 
expressions (3) et (4) la forme 


; ) 
3’ d ge nel Ls é @ (Ya x x 
( ) € Va ; o ’ 


w,. 


(1’ Sel on 5 Fett? ett 
Valex,4, Ox, 49) 





(r = 1,2,3) 


(ot Pon doit, bien entendu, regarder comme identiques les valeurs de 1, 


*) La méme méthode conduit aussi a traduire presque immédiatement en co- 
ordonnées quelconques certaines relations intégrales. C’est le cas par exemple des 
formules bien connues de Green et de Stokes. Voir, quant i cette derniére: Ricci 
«Del teorema di Stokes in uno spazio qualunque a tre dimensioni e in coordinate 
generali», Atti dell’ Istituto Veneto, 1897. 

**) Pour la définition des symboles, voyez Chap. I, § 5. 
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qui différent entre eux d’un multiple de 3). Ces expressions sont parfois 
avantageuses pour les calculs. 

Dans la théorie de lélasticité et surtout en électrodynamique on 
rencontre un vecteur (Q), lié au vecteur fondamental du champ par la 
relation 

(Q) = — Curl Curl (R) = — 2 Curl (o). 
Il serait bien aisé d’en calculer le systéme contrevariant M) par la 
réitération de la formule (4), mais il est encore plus simple de se rapporter 
pour un moment & des coordonnées cartésiennes. Les éléments N” = N, 
du systéme en question (composantes du vecteur (Q)) sont, d’aprés (2) 


Nemo { eet OM 42 | _ 77 oY, _ °%, +43) 
OY’, 49 Oy,441 OY, 49 











O¥,42 oY, J 
a (@¥,44 oY, 
y,41 | oy, OY, 44 . 





ce qui peut s’écrire 


“aY, 9 w?¥Y, wr, 20 
(5) N, = Fei ~—ClOe 2? lta” ve 
- y2 Y, 2) CY ed OY Y, 


Si maintenant on pose 





3 
(5’) M,. = Dg aed Xroe a 


1 


a0 
Ox,’ 


on voit tout de suite que les M,, pour des coordonnées cartésiennes, sont 
identiques aux N,. Le systéme (5) est bien covariant; c’est donc le 
systeme cherché. 


§ 3. 
Exemples divers. — Equations en condonnées générales de l’électro- 
dynamique, de la théorie de la chaleur et de Vélasticité. 


Electrodynamique. Dans un champ électromagnétique, représentons par 
deux vecteurs (F.), (7) les forces électrique et magnétique correspondant 
& chaque point P du champ. 

Ces forces sont en général variables avec le.temps. Nous désignerons, 

O(F, 
comme d’habitude, par =a le vecteur, dont les composantes sont les 
dérivées des composantes de (F.), par rapport au temps ¢, de méme 
pour (F,,). 

Cela posé, les équations indéfinies pour un diélectrique homogéne, 
isotrope, en repos s’écrivent d’aprés Hertz: 
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0(F 
(6) Au >) == Curl (F.), 


(7) a a 





= — Curl (F,), 


A, uw, € étant des constantes. 

Nous pouvons les traduire en forme ‘explicite, tout en adoptant des 
coordonnées curvilignes quelconques 2,, 2, x. Il suffit d’avoir recours 
aux formules du § précédent. Introduisons pour cela les systémes covariants 
X, et L, des deux vecteurs (F,), (Fin). Les équations (6) et (7) développées 
deviennent 





— fess 2% 





(6) 46a = vs Ga,4, xs 
@X, 1 (0L,4, Lp 4s 
(7) ee samt bs 


Il peut étre utile (pour l’étude des ssi par exemple) d’avoir 
séparément les lois de variation de chacun des deux vecteurs (F.), (Fn). 
C’est ce qu’on peut déduire par la combinaison des équations (6) et (7), 
en éliminant successivement (F,) et (F;,). On trouve de la sorte 








e* F.. é 7 é y, 
A®we os = Ae = Curl (F,) = Ae Curl “ ) = — Curl Curl (F,,); 
de méme 
oe? 
A*ue “a D = — Curl Curl (F,), 
En posant , 


0. = Div (F,), 
0,, = Div (F,,), 
les formules (5’) nous conduisent aux relations suivantes: 
3 


” yl é*L, 06,, 
(6 ) > A®ue - oe = Dg a\p9) Lp a Ga, e 
1 
: ax, ww. 20, 
(7’) A®we ae = Dro alr ) Sa 


1 
Pour l’éther on a en particulier 
ue =], 
if = 0,=—0. 
On devrait maintenant traduire en coordonnées générales les conditions 


aux limites, puis, en introduisant les polarisations et le courant, considérer 
les cas des diélectriques isotropes et des conducteurs. 
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De méme il serait intéressant de présenter quelques applications des 
formules générales, que nous venons d’établir. Mais cela nous entrainerait 
trop loin. Ici nous devons nous borner @ de simples indications néces- 
saires pour orienter le lecteur. 

Chaleur. Le mouvement de la chaleur dans les corps conducteurs, 
lorsqu’on néglige a la fois les phénoménes d’absorption et le travail 
mécanique, est régi par l’équation 


. = 
(8) Co 5, = Div (8); 


C et @ représentent respectivement la chaleur spécifique et la densité, 7 la 
température, ({§) le flux de la chaleur, qui correspondent au point envisagé 
dans le conducteur a l’instant ¢. 

Le vecteur (§) est défini dans les corps isotropes par ce fait que sa 
composante suivant une direction quelconque est proportionnelle a la 
dérivée de la température 7 dans la méme direction. On aura donc, en 
introduisant des coordonnées cartésiennes y,, ¥,, y, et les relatives com- 
posantes Y,, Y,, Y, de (§), 


: 7 oT 
(9) Y,=e7, (r= 1,2,3) 
ou le facteur’c peut dépendre des coordonnées ¥,, Yo, Ys - 

Passons maintenant a des coordonnées quelconques. On aura bien 
pour le systeme covariant X,. de (%) 


oT 
X, = ¢ = = ¢ T,, 


r 


par conséquent, en nous servant de (3'), 


(8’) Ce ~ = = Div (¥) = "am (6 cVas a ef). 


Lorsque ¢ est constant, on a 
Cott =cAT. 
C’est un résultat bien connu. 
Considérons plus généralement le cas d’un conducteur quelconque. 
Les relations (9), entre les composantes du flux et les dérivées de la 
température, doivent étre remplacées par les suivantes: 


3 
(9’) YO = Sperm £ a 
o Yp 
1 
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ot les c’”) = cl?” (coefficients de conductivité) peuvent étre des fonctions 
quelconques des y. 

Ici encore il est bien aisé de traduire l’équation (8) en coordonnées 
générales. Définissons en effet un systéme contrevariant double c’?) par 
la condition que ses éléments se réduisent précisément aux coefficients de 
conductivité pour les variables y. 

Le systéme contrevariant de (%}) pourra se représenter par 


3 
xo = >» cP) T,. 
1 


(La raison en est toujours la méme; c’est-a-dire le systeme est contre- 
variant et coincide avec Y”) = Y, pour les coordonnées y). 
Prenons maintenant Div (7) sous la forme (3’) et nous aurons 


” oi) ee 1 - e _~< oT 
(8") Ce it = Faull oa, {Va Speen aI, 
1 1 
qui est l’expression developpée de (8) dans le cas le plus général. 
Lorsqu’on suppose le conducteur homogene, les coefficients de con- 
ductivité sont des constantes, mais il n’en est pas ainsi en général des 
c'?”) se rapportant 4 des coordonnées quelconque; par conséquent on ne 
peut pas les faire sortir du signe de dérivation dans le second membre 
de (8”). Il convient plutét de revenir @ expression, pour ainsi dire 
théorique, du Div (%), ¢’est-a-dire 


Ye ary X09, 


1 


Comme, a cause de lhomogéneité, les dérivées par rapport aux y des 
coefficients de conductivité s’annulent 4 la fois, il en sera de méme des 
dérivées contrevariantes des c’?”). La dérivation de 


3 
x”) == > cP) T, 
1 


r 
wore 0) 4 
Xs) == pq Pp ag) Pow 
1 


donne pourtant 


dot 


8 3 
Div (3) = Yrspe a,, a) cP) yn = Dog clPd 
1 





| 
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et enfin 


3 
Co SF = dpe cr T, ,.*) 
1 


Cette équation assez simple s’applique donc aux conducteurs homogenes, 
mais d’une structure moléculaire quelconque. 

Elasticité. Si u, sont les composantes suivant les axes y, du déplace- 
ment des points d’un milieu élastique, la déformation, qui en résulte 
dépend, comme on sait, des six quantités 


; Ou, Ou, 
(10) 2, = Oy, + oy, (r, s = 1, 2,3) 


(a, est la dilatation linéaire pour la direction y,, @,41,+2 Cest un 
glissement, ou, si l’on veut, la dilatation angulaire des deux directions 
Yr+ir Yr+2)- 

Le potentiel des forces élastiques est une fonction 2TT des a,, quadrati- 


que et homogéne. Posons 
3 


_— o flrs 
2TT = Drspq P92 @,, Ong, 
1 


les coefficients d’élasticité c’*?9 (— c*7P9 — clv1") et leurs conséquences) 
pouvant dépendre des coordonnées y. 

Si on désigne par Y, (ou Y) les composantes de la force (F), 
qui agit sur l'unité de masse, par g la densité et on pose encore 


3 


oTT 
(11) TT) = oa = Pg c& sp) Opa, 


rs 





1 
les équations indéfinies de léquilibre élastique s’écrivent: 


, - amr’) 
(12) 1 ae 


& 





=o@Y). (r = 1, 2, 3) 


1 


Il est bien aisé de les présenter sous une forme valable pour des co- 
ordonnées quelconques z,, 2, 2,;. Regardons a ce but u,, c”*?%> comme 
les éléments, se rapportant en général aux coordonnées envisagées, de 
deux systemes: simple covariant le premier, contrevariant du quatriéme 
ordre le second. 


*) On peut aussi justifier ce résultat par la simple remarque que les deux 
membres sont des invariants, et leur égalité est manifeste (d’aprés (8”) et lhomogéneité 
du conducteur) en se rapportant 4 des coordonnées cartésiennes. 








iS 


i- 








Méthodes de calcul différentiel absolu. 


Si Pon fait 


(10°) 20s = Urs + Usr ; 
les (11) nous définissent un systeme double contrevariant TI. 

En représentant encore par X” le systeme contrevariant de la force 

(F’), les équations démandées seront 
8 
(11’) tae TIO) — OX, (r = 1,2, 3) 

C’est bien évident, car la forme méme en montre la nature invariante 
et d’autre part on retrouve les équations (12), lorsqu’on suppose les 
coordonnées cartésiennes orthogonales. 

Ce nest pas la place ici d’aller plus loin, mais nous ne pouvons 
passer sous silence que la théorie de l’élasticité est peut-étre une de celle, 
oi les méthodes du calcul différentiel absolu sont appelées a rendre les 
meilleurs services.*) 


Padoue, Décembre 1899. 


*) On consultera & ce propos: Ricci «Lezioni sulla teoria dell’ elasticita», qui 
paraitront prochainement. 











Ueber bilineare Relationen zwischen den Perioden der Integrale 
reciproker Formenschaaren. 


Von 


Arruur Hirscu in Ziirich. 


Einleitung. 


Wahlt man die Fundamentalsysteme der Integrale von zwei zu ein- 
ander adjungirten linearen homogenen Differentialgleichungen mit ratio- 
nalen Coefficienten in geeigneter Weise aus, so weisen die linearen Sub- 
stitutionen, welche ihre Elemente bei Umlauf des Arguments um die 
singuliren Punkte erfahren, contragredientes Verhalten auf. Das Gleiche 
gilt fiir zwei Functionenschaaren, welche mit je einem dieser zu einander 
adjungirten Integralsysteme zu derselben Art*) gehéren. Nennen wir all- 
gemein zwei Functionenschaaren mit Substitutionen von contragredientem 
Charakter ,,eciproke Schaaren“, so wird dieser Begriff offenbar bereits 
durch das letzterwihnte Beispiel erschépft, sofern wir uns auf die Be- 
trachtung solcher Functionenschaaren beschranken, welche an keiner Stelle 
unbestimmt werden. — 

Als ,,Perioden“ des Integrals einer mehrdeutigen Function bezeichnen 
wir, nur um einen kurzen Ausdruck zur Hand zu haben und ohne uns 
auf eine pracise Definition einzulassen, gewisse Werthe des Integrals, 
wenn sich die Integration in einem geschlossenen Zuge um Verzweigungs- 
punkte des Integranden herum oder auch lings einer Verbindungslinie 
zwischen zweien dieser Punkte erstreckt. 

In einer fundamentalen Abhandlung alteren Datums und einer neueren 
daran ankniipfenden Note hat Hr. Fuchs**) ein merkwiirdiges System 
von bilinearen Relationen entwickelt, welche zwischen den Perioden der 
Integrale von Lésungen linearer Differentialgleichungen stattfinden; und 





*) Wir bedienen uns hier des Artbegriffs im gleichen Sinne, wie Hr. Schle- 
singer in seinem ,Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen, 
Bd. Il, 1, pag. 120. 

**) Crelle’s Journal Bd. 76, pag. 177, und Sitzungsberichte der Berliner Akademie 
1892 II, pag. 1113. 
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zwar dient Hrn. Fuchs als Grundlage seiner Untersuchung, nach dem 
Vorgange von Weierstrass gelegentlich der Herleitung der Beziehungen 
unter den Perioden der hyperelliptischen Integrale, das A bel-Jacobi’sche 
Theorem iiber die Vertauschung von Parameter und Argument. Da die 
in Rede stehenden Relationen berufen zu sein scheinen, in einer weiteren 
Entwicklung der Theorie der Integrale dieser Functionenschaaren und 
damit der Integrale der ,homomorphen Functionen“ eine ahnlich wichtige 
Rolle zu spielen, wie die Periodenrelationen in der Theorie der Abel’schen 
Integrale, so diirfte eine erneute Behandlung dieses Gegenstandes, welche 
sich zum Theil auf eine Ausdehnung der von Riemann im Falle der 
Abel’schen Integrale benutzten Principien stiitzt, nicht unangebracht sein. 
Ich habe derselben in meiner Arbeit ,,Ueber bilineare Relationen zwischen 
hypergeometrischen Integralen hoherer Ordnung“*) eine Erérterung des 
einfachsten Specialfalles, welcher durch die lineare Differentialgleichung 
erster Ordnung geliefert wird, vorangehen lassen, da dieser bei seinem 
elementaren Charakter eine bestimmtere Formulirung des Resultats ge- 
stattet. Die genannte Abhandlung soll im Folgenden mit H. 1. citirt 
werden. 

Ebenso wie daselbst findet auch in der vorliegenden Untersuchung 
die invariantentheoretische Auffassung und Methode grundsitzliche Ver- 
wendung, derzufolge unter gewissen Voraussetzungen die Lisungen einer 
linearen Differentialgleichung zweckmissig nicht als Functionen, sondern 
als homogene Formen zu betrachten sind. — Der Gedankengang, der 
sich auf diese Auffassung griindet, mag hier in Kiirze angedeutet werden. — 
Indem unter dem hervorgehobenen Gesichtspunkte der sonst ausgezeichnete 
unendlich ferne Verzweigungspunkt durch einen willkiirlichen Parameter 
ersetzt wird, ist die Veranlassung gegeben, die Perioden der Integrale 
jener Lésungen in ihrer Abhiingigkeit von diesem Parameter zu studiren. 
Sie erfiillen, als Functionen desselben betrachtet, ihrerseits wieder eine 
lineare Differentialgleichung; und zwar zeigt sich des niheren, dass die- 
jenigen beiden Differentialgleichungen, welchen die Perioden der Integrale 
von zwei adjungirten Formenschaaren geniigen, ebenfalls zu einander ad- 
jungirt sind. Dieser Umstand lisst uns unmittelbar die Existenz von 
bilinearen Relationen erkennen, welche die Perioden der Integrale ge- 
wisser reciproker Formenschaaren mit einander verbinden. 

Was die explicite Formulirung derselben anbelangt, so liefert die 
Theorie der linearen Differentialgleichungen zwei verschiedene Darstellungs- 
weisen, die ihrem algebraischen Charakter nach iiquivalent sind. Die eine 
bedarf zu ihrer naheren Ausgestaltung der oben angedeuteten Erweiterung 


*) Mathem. Annalen, Bd. 52. 
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einer Riemann’schen Idee. Indess ist letztere nicht etwa als blosses 
Hiilfsprincip anzusehen; vielmehr fiihrt gerade sie uns auf einen héheren 
Standpunkt, von welchem aus sich erst das ganze Gebiet verwandter Er- 
scheinungen iiberblicken lisst. Insbesondere gelangen wir durch parallel 
gehende Verallgemeinerung eines zweiten Riemann’ schen Gedankens zur 
Construction gewisser Ungleichungen, welchen die reellen und imaginiiren 
Componenten der in Rede stehenden Perioden unter besonderen Voraus- 
setzungen geniigen. — Zugleich gewahren diese Methoden die Einsicht, dass 
analoge Verhiiltnisse auch bei linearen Differentialgleichungen statthaben, 
deren Coefficienten eindeutige algebraische Functionen auf einer Rie- 
mann’schen Fliche sind; — doch liegt die Ausfiihrung letzterer Be- 
merkung ausserhalb der uns hier gesteckten Grenzen. 

Hinsichtlich der zweiten Darstellungsweise der Beziehungen unter den 
Perioden erweist sich als naturgemisser Ausgangspunkt wieder das A bel- 
Jacobi’sche Theorem iiber die Vertauschung von Parameter und Argument, 
welches hierbei selbst in einer der homogenen Auffassung entsprechenden 
Form zu Tage tritt. Im Verlauf der ferneren Entwicklung lisst sich das 
von Hrn. Fuchs eingeschlagene Verfahren in gewissen Punkten verein- 
fachen und weiter fiihren; es gelingt schliesslich, die Coefficienten der 
Fundamentalsubstitutionen einer Formenschaar explicit als rationale In- 
varianten der Perioden ihrer Integrale darzustellen. 

Zum Zweck der Herleitung der oben erwihnten linearen Differential- 
gleichung der Perioden und im weiteren Zusammenhange damit stiitze 
ich mich auf die interessanten Untersuchungen von Hrn. Schlesinger*) 
iiber die Theorie der Euler’schen Transformirten einer linearen Differential- 
gleichung; dieselben werden zugleich, wie ich glaube, durch die Heran- 
ziehung des formentheoretischen Gesichtspunktes in ein helleres Licht geriickt. 

Die vorliegende Abhandlung ist in drei Abschnitte eingetheilt. — 
Der erste beschiiftigt sich mit der Construction und niheren Untersuchung 
der Differentialgleichung der Perioden und bringt nach einigen Vor- 
bereitungen, die erst spiteren Zwecken dienen, die allgemeine Formulirung 
der Periodenrelationen. — Der zweite Abschnitt enthilt darauf die ge- 
nauere Ausarbeitung der ,,Periodenrelationen zweiter Art“, welche aus dem 
Abel-Jacobi’schen Theorem fliessen. — Der dritte Abschnitt endlich 
hat zum Gegenstand die sich in der Methode an Riemann anschliessende 
Entwicklung der ,,Relationen erster Art“ sowie der Ungleichungen unter 
den Perioden. 


*) ,,Ueber die Integration linearer homogener’ Differentialgleichungen durch 
Quadraturen“, Crelle’s J. Bd. 116, und ,,Zur Theorie der Euler’schen Transformirten 
einer homogenen linearen Differentialgleichung der Fuchs’schen Klasse‘, Crelle’s J. 
Bd. 117; oder ,,Handbuch“, Bd. II, 1. zwélfter Abschnitt. 
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Abschnitt I. 
Die Differentialgleichung der Perioden. 


§ 1. 


Die Relationen zwischen den Lésungen von zwei zu einander 
adjungirten linearen Differentialgleichungen. 


Indem ich mich im wesentlichen an die beziiglichen Festsetzungen 
von Darboux*) und Schlesinger**) anschliesse, will ich zunichst 
einige an sich bekannten Thatsachen, welche die Beziehungen von zwei 
zu einander adjungirten linearen Differentialgleichungen betreffen, kurz 
zusammenstellen, da dieselben als Gryndlage der spiteren Entwicklungen 
zu dienen haben. 

Liegt ein lineares Differentialpolynom r-ter Ordnung vor: 


(1) A(u) = >) pela) we, 


so stellt 


2) A) = > -1y-* 2 0.@-») 





den zu A(u) adjungirten Differentialausdruck dar, welcher durch die 
Eigenschaft charakterisirt ist, dass er den Ausdruck 


v- A(u) —u- A’'(v) 
zu einem exacten Differentialquotienten macht. Aus der Integration 


desselben geht der sog. begleitende bilineare Differentialausdruck (r—1)-ter 
Ordnung 


(3) A(u, v) =| {v- A(u) — u- A’(v)} dx 
hervor, fiir den sich die Darstellung ergiebt: 


r—lr—1—z 


A 
(3') Alu, v) — a Zz (— 1) a (py (a) -v) - yr—1—zx—A 
A=0 


x=0 
oder 
r—1 r—1 
(3”) A(u, 0) = >) > tarw vo, 
o=0 t=0 
wobei 








*) Lecons sur la théorie générale des surfaces, t. II, chap. V. 
**) Handbuch" Bd. I, zweiter Abschnitt, Kap. II. 
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r—l—o-—t 


[tele = SP ayn o a) a9), 


(4) x0 6+e<r—1 


| tor(a) = 0, 6+rt>r—l 
zu setzen ist. 

Bilden die Functionen [u,,u,,---, u,| ein Fundamentalsystem von 
Integralen der Differentialgleichung 
(A) A(u) = 0, 
so bezeichnen wir dasjenige Lésungssystem [v,, v,,---, v-] der adjungirten 
Differentialgleichung 
(A’) A'(v) =0, 


welches durch die r linearen Gleichungen 


r 


> uo, = 0, (A=0,1,---,@—2)) 
i=] 


(5) 


r 


> uD y — + 
t ' Po 


i=1 


definirt ist, als das zw dem ersteren adjungirte System. Bei strictem Fest- 
halten an dieser Einfiihrung findet keine genaue Reciprocitiit in dem 
Adjunctionsverhiltniss beider Systeme statt. Aus (5) folgt niimlich ver- 
mittelst wiederholter Differentiation: 


r 


> Ou, = 0, (4 =0,1,---,@—2)) 
a i=1 
(6) 


r 


— 
> w—-Dy = <a 
: ‘ Po 


i=1 


woraus in Beriicksichtigung, dass der Coefficient von vo” in dem Polynom 
A'(v) gleich (— 1)’ p,(«) ist, hervorgeht, dass das zu [v,, v%,---, v,] ad- 
jungirte System durch [—u,, —u,,---, —u,] dargestellt wird. 
Zwischen den Ableitungen der Elemente beider Functionenschaaren 
besteht nun, die Gleichungen (5) und (6) umfassend, ein System von 7° 
biliearen Relationen, welche man durch fortgesetzte Differentiation aus 
(5) gewinnt, niimlich: 
(f) P uf?) i — 5, (2); (6,t — 0, I, x —- 1)) 
i=1 


darin bedeuten die Gréssen s,, rationale Functionen der in A(u) auf- 
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tretenden Coefficienten und ihrer Ableitungen, deren Nenner durch eine 
Potenz von p,(x) gebildet wird. Und zwar ist insbesondere 


Ssc= 0 ? 6+1t<r—l 


@) soe = SY, 6+t=r—l 


wihrend die Gréssen s,4+ 2,9 sich recurrirend aus den Gleichungen 


a+1 F 
(8) & 41-10 >) dn w—(2) = 0, eet ..3 


i=0 x=0 


berechnen lassen, und s,, fiir 6 + >*r—1 vermittelst der Identitit 


(9) Soe(z) = >) (—1)' 4, 959, @) 


auf jene zuriickgefiihrt wird. 

Eine zweite Darstellung der unter den Derivirten der Integrale 
[U,, My», Ur] und [v,, %,---, v,-] stattfindenden Beziehungen erhalt man 
unmittelbar, indem man in (3) fiir « und » Lésungen der Differential- 
gleichungen (A) und (A’) eintrigt. Der bilineare Differentialausdruck 
A(u,v) nimmt alsdann einen constanten Werth an, und zwar findet 
man leicht: 

(10) A(u;, Ux) = 0:x*), (t,x =1,2,---+,7r) 


wobei, wie auch in der Folge, das Kronecker’sche Zeichen 0;, fiir 0 
oder 1 gebrancht wird, je nachdem i= x oder i =~ ist. Es besteht 
demgemiiss das System von 7* Relationen: 


r—l r—1 


(I) P D4 tie (x) ul?) uv) —— 0. (i, i= i, 2, eons r) 


o=0 r=0 


welches mit dem System (I) algebraisch fdquivalent ist**). Multiplicirt 
man die Gleichung (II) mit w@ und summirt tiber x, so folgt: 


r—1 r—l h 
4—=1,2,---r 
t ws oe a ( 949° "°") ) 
2 2 ori at is. A= 0,1,---,(r—1) 
mithin 
r—l 
(11) > si tor = Oia, (4,o6=0, E,++% (r — 1)) 
t=0 
*) Darboux, lc. p. 103. 
™) Vergl. H.I. pag. 160. 
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wodurch sich die quadratischen Matrices {s,,} und {t,,} als reciproke 
Systeme erweisen. 

Beide Formelsysteme (I) und (Il), die wir weiterhin als ,,Relationen 
erster, bez. zweiter Art“ bezeichnen wollen, haben bilineare Structur. Wahrend 
aber in der einzelnen Relation (I) die Derivationsindices der Zeichen 
u, vo fixirt sind und die Elemente der Fundamentalsysteme wechseln, 
werden umgekehrt in der einzelnen Relation (II) diese Elemente fest- 
gehalten und ihre Ableitungen variirt. 

Die r* Relationen eines jeden der Systeme (I) und (II) sind im all- 
gemeinen von einander unabhingig, kénnen sich jedoch unter besonderen 
Voraussetzungen auf eine geringere Zahl reduciren. Wir wollen speciell 
den Fall ins Auge fassen, dass die Differentialgleichung (A) zu sich 
selbst adjungirt ist. Es findet alsdann statt: 


(12) A’(u) = (—1y A(u), 
(13) wm Seam, (¢ = 1, 2,---,r) 


woselbst die Coefficienten ¢;, gewisse Constanten bedeuten, deren Deter- 
minante nicht verschwindet. Tragt man diese Werthe der v; aus (13) 
in (5) und (6) ein, so ergiebt sich: 


r 0, co .e 
j > Ay = 
(5’) C;,.4; u, i A=r—l1 
i,x=1 Po’ 
r me jit, 2. :: @—¥ 
C4 (a) = wae r—1 
6) Pe { =, Yel 


also durch Combination: 


> ui >" [ere — (— 1) eni] te = 0, (4 =0,1,---,@—1) 


i=1 x=1 


oder, da die u; ein Fundamentalsystem bilden: 


> [ei — (— 1-1 ¢,:]u, = 0, (i = 1,2,---,r) 
x=1 ° 

und schliesslich aus dem gleichen Grunde: 

(14) Cix = (— iy-*a,.% (%, t= 3. 3, - = r) 


*) Vergl. Borel, ,,Sur l’équation adjointe et sur certains systémes d’équations 
différentielles, Annales de l’école normale, 3. série, t. 9, 1892, pag. 71. 





j 
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Es geht daraus hervor, dass sich durch geeignete Wahl des Fundamental- 
systems der u; die Correlation (13) auf folgende kanonische Gestalt 
bringen lisst: 

im Falle eines ungeraden r: 


(13,) v; = U4, (¢=1,2,---,7r) 


im Falle eines geraden r = 29: 

: ; VO = Uoti *) ° 
(13,) pls (= 1, 2,---,@) 
die wir jetzt zu Grunde legen. Ferner wird zufolge (3) und (12) 


GA (8). A(u) + (—1y-*u- A(®), 


mithin ist 
(15) A(u, v) = (— | eae A(v, u), 
tor = (— eit teay Soe = (— 1Y¥—! 863 


der bilineare Differentialausdruck A(w,v) hat also symmetrischen Charakter 
bei ungeradem 1, alternirenden bei geradem r. 


Demgemiiss erhalten wir im Falle eines ungeraden r zwei Systeme von 
je a Relationen: 


r 


6,7 =0,1,---,(r—1) 
(0) a(t) =e ’ adi lg 
Sapa ae OG ee 
— i, * .¢ 
7 (0) a(t) ae eee ee 
(IL,) — es u; u, 0, ( a < M4 ) 


im Falle eines geraden r = 29 zwei Systeme von je rr) = e(29—1) 
Relationen : 


Q 


6,7 =0,1,---,(2e—1 
(I,) 4 {e6) ) , ai ui), wl} =s.; ( ’ oe va Q ) 


i=1 


*) In der Abhandlung von Jacobi ,,Ueber die Vertauschung von Parameter 
und Argument bei der dritten Gattung der Abel’schen und héhern Transcendenten“, 
Ges. Werke Bd. II, pag. 134 findet sich irrthiimlicherweise die Angabe, dass man 
stets die Gleichung v7, = wu, herstellen kénne. 


Mathematische Annalen. LIV. 14 
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2e—1 
> t { u() ut) — uf) ul?) =0., (t,x = 1,2,---, @) 
=0 
“eee 
2e—1 
a) | DS te (uru—yrur) = 0, 
5 =0 ° 
on | ‘eran. 
2e—1 i< “ 
Uu® 4 —Yy™ yf — 
ie eee Woe we Ue} 0, 
6,t=0 
o<t 








welche die Derivirten der Lisungen einer zu sich selbst adjungirten linearen 
‘Differentialgleichung mit einander verbinden. 


§ 2. 
Die invariante Darstellung der linearen Differentialgleichung. 


Die Coefficienten p,(a) der linearen Differentialgleichung (A) mégen 
als ganze rationale Functionen vom u-ten oder einem geringeren Grade 
vorausgesetzt werden. Wir legen der Integralfunction u(x) jetzt eine 
Ordnung » bei und behandeln sie fortan als Form »-ter Ordnung. Diese 
Zahl n kann als ganze oder gebrochene, positive oder negative Zahl, will- 
kiirlich oder nach einem bestimmten Princip, gewihlt werden. Verhalten 
sich z. B. die Lésungen von (A) in der Umgebung des unendlich fernen 
Punktes wie 


ee. 


— was sich eventuell durch lineare Transformation des Arguments und 
multiplicative Aenderung der abhingigen Variabeln um eine Potenz von 
x erzielen lisst, — so wird man « zweckmissig die Ordnung geben. 
Oder, hat der Coefficient p,(~) den Werth Null, so ist die Hauptdeter- 
minante des Fundamentalsystems der Integrale eine Constante; da sich 
andrerseits ihre Ordnung, — unter m diejenige der Integrale verstanden, — 
durch r(n—r- 1) ausdriickt, so empfiehlt es sich, ‘diese Zahl mit Null 
zu identificiren, also » = (7 — 1) zu wihlen. 

Auf Grund dieser Festsetzung lasst sich nun offenbar das Differential- 
polynom A(w) auf die Gestalt eines Aggregats von Ueberschiebungen 
bringen *): 


*) Vergl. H.I. § 1. 
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r 


) (16) A(u) = > m0 { Pe(@), Ul r—ey 


x=0 


worin der Function P,(”) =r! p)(x) eine gewisse ganzzahlige Ordnung 
m und allgemein P,(x) die Ordnung (m — 2x) beigelegt ist, und diese 
: Coefficienten weiterhin als ganze rationale Formen anzusehen sind. Hierzu 
‘) muss die Zahl m im allgemeinen gleich (wu + 27) angenommen werden, 
doch geniigt in besonderen Fallen schon eine kléinere Zahl. Gehért z. B. 
die Differentialgleichung (A) der Fuchs’schen Klasse an, so besitzt p, (a) 
den Grad (u—~x), und es reicht hin, m=(u-+,r), unter Umstinden 
auch unterhalb (uw + r) zu wahlen, — was sich durch eine endliche An- 





- zahl von Versuchen feststellen lisst. Wenn dabei m < 2r ist, so miissen 
diejenigen Formen P,, deren Ordnung kleiner als der Index ihrer Ueber- 
schiebung ist, verschwinden, sodass in (16) nur die Coefficienten P,, P,,---, 
P,,_, wirklich auftreten. 
Ist m gleich Null oder einer positiven ganzen Zahl unterhalb r, so 
werden zwar einige der Ueberschiebungen illusorisch; jedoch behilt ihr 
- Product mit dem hinzugefiigten Binomialcoefficienten seinen Sinn und 
de invarianten Charakter, wenn man dasselbe als Grenzwerth auffasst. So 
- wird man z. B. im Falle » = (r — 1) 
s n r—1e r 
. n,| Py, 3 lim (r —1-+2)-(P — P,.—* 
en deuten. 
en Der Differentialausdruck A’(v), welcher zu der in (16) gegebenen Form 
von A(u) adjungirt ist, erhalt nun die Gestalt*): 
(17) A'(e) = S! (— 1y-* on { Pe (@), 0} ay 
nd — 
on worin » die Ordnung der Form v bedeutet, die sich aus der Gleichung 
- (18) n+v=2r—2—~m 
<4 bestimmt. 
- Um ferner eine invariante Darstellung fiir den bilinearen Differential- 
i ausdruck A(u,v) zu gewinnen, bringen wir zunichst das Product v-{ Py, u}, 
. durch Umformung auf die Gestalt: , 
al- ! se ! 
an = { Po, u}, ied > { Po, (u, a} ,—4 ’ —s o= PEE” V2» 


wodurch 


ee 





*) Siehe H.I. § 2. 
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n,0 -{ Po, t},—(— 1) vu - (Py, 0}, 


r—1 


! —2 a)! 
=> { Po, (u, )a r—2 ° ci eary ap [n, oo (— 1)"—4 », m| 
A=0 





wird. Auf Grund der leicht zu verificirenden Identitiit 


A {o@),¥@},_,=—(—e +1) (9@), ¥@Ie, 


worin die Ordnungen 6,t der Formen g, y der Bedingung (6-+-1)—=2(9—1) 
geniigen, ergiebt sich dann: 


(19) fee imo Bos We — (Myre (Boy 2) 
r—t1 
- r! (m—2r-+-2)! 1 
—- (Po, (U, Ma} r—1—a > Gy (@m —2r-+24)! Gn—r+a4+1) 
=0 
: [(— ly-* Vv, — V2 n,|. 
Indess hat diese Darstellung nur fiir m>(2r—1) Giiltigkeit, indem andern- 
falls einige der darin auftretenden Ueberschiebungen illusorisch werden. — 


Die rechte Seite von (19) stellt eine trilineare Covariante nullter Ordnung 
der Formen P,, u,v dar, welche mit dem Symbol 


(19’ (Pyi u, 0} -—1 





bezeichnet werden soll. Man findet fiir dasselbe den stets giiltigen ent- 
wickeliten Ausdruck: 


r—l1 r—1i—o 


(20) { Po; u, v},—-1 => = Po, r-—1—o—« Ha Ve 
o=0 t=0 


r—1—o—t 


t+a n! v! 
a (—1)" A@riSele—rFipipat AT). (r—1—A—op, 


4=0 





oder in symbolischer Schreibweise, indem man die Differentiationsindices 
in die Exponenten der Gréssen P,, u, v riickt und die Summationen iiber 
6 und ¢ ausfiihrt: 





r—i1 
; a (— 1} nt »! ; err: 
(20’) { Po; u, O}r—1 a r! (n—’)!(w»—r+1+4)! (Pyo— uy: (Po— v) P 4, 


wobei hier sowie weiterhin das Zeichen mn! der Kiirze halber in der Be- 
deutung von [(m-+ 1) benutzt wird. 


Hiernach erhalten wir fiir den Differentialausdruck A(u, v) die folgende 
Darstellung durch ein Aggregat von Covarianten: 





——- = — wb 





t) 


or 
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r—1 
(21) A(u, 0) = IS" (Pas u, 0) p—1—» 
x=0 
r—ir—l—x 


(r—x)! (m—2r-+a)! 1 
> P 4 { Pes (%40)2 } ta) * GQ — Di (m— BF BDI PPE 


x=0 A4=0 





: [(— 1ly—*—* 2, Vr—x — Va Ny —x|- 


Soll die Differentialgleichung A(u) = 0 zu sich selbst adjungirt sein, 
so bestimmt sich die Ordnung m der Integralform nach (18) durch 


(18’) n=v=(r—1— 4), 
und die Coefficienten P,, P;, P;,--- mit ungeradem Index miissen, wie 


der Vergleich von (16) und (17) zeigt, verschwinden, sodass 
(16°) A(u) = ,{ Po, u}, + m—2{ Py, w}r—a + Mr—4a{ Py, uj r—a +: 
wird. Im Falle eines ungeraden r = (29 + 1) wird alsdann: 


Q 


e-—* 
(21,) A (u, v) — a a { Pax, (u, v)ea } 2(9@ —x—A) 


x=0 A=0 


___ @e+-i—2x)!  (2n+1—44)! "22° "2941-22, 
(29o+1—2x— 24)! (Qn+1— 24)! (n—e+x—4)’ 





im Falle eines geraden r = 29: 


e—!1 e—1—z 


(21,) A(u,v) = —> a { Pox, (u, V)aa+1} 2(g—1—x—2) 
x=0 Aé=0 
(2e— 2x)! (2m — 44 — 1)! "241° ™29—2x 





"@e—2x—24—1)! Qn—2d! (n—e+xu—%d)’ 


worin der symmetrische, bez. alternirende Charakter des bilinearen Diffe- 
rentialausdrucks unmittelbar zu Tage tritt. 


§ 3. 
Alliirte lineare Differentialgleichungen.. 


Nach Erledigung dieser Priliminarien gehen wir dazu iiber, die so- 
eben dargelegte homogene Auffassung auch auf die Integrale von Lésungen 
linearer Differentialgleichungen und deren Perioden zu iibertragen. — Sei 
u(x) eine solche Lésung, welcher zum Zweck des Uebergangs von der 
inhomogenen zur homogenen Darstellung die Ordnung » beigelegt wird, 
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so ist bei Spaltung des Arguments z in x,:2, w(x) zu ersetzen durch 
a," u(x,,X%); gleichzeitig verwandelt sich das Integral 


6 


u(x) da 
in 
byy be 

, a "—*- U2, 23) - (a, dx, — 4, d2x,); 

yA 
dabei bedeuten a = a,: a, und b= 6,:b, zwei Verzweigungspunkte von 
wu, und es ist der bestimmteren Vorstellung halber angenommen, dass 
die Integration von einem zum andern erlaubt sei. 

Indem wir nun den Punkt 2, = 0, welcher im allgemeinen ein 

Verzweigungspunkt des Integranden ist, durch einen willkiirlichen Werth 
2 == 4:4, ersetzen, betrachten wir die hierdurch generalisirte Periode 


1, by 
° 


U (21, 2) = | (2 —4%y%,) "~ "+ u (ay, ay) - (a, da, — x, d2,) 

als Form des Parameterpaares (¢,, 2), worin sie die Ordnung (— ” — 2) 
aufweist. Es leuchtet sofort ein, dass U(z,, 2.) eine durch einen transcen- 
denten Process erzeugte lineare Covariante der Grundform u(2,, 2) vom 
Gewichte (n-+-1) darstellt, wenn man die Verzweigungspunkte von u co- 
gredient mit den Variabeln transformirt. 

In der That: geht u(x,,,) durch eine lineare Substitution von der 
Determinante @ in w'(x,’, x’) iiber, so wird bei Anwendung cogredienter 
Substitutionen auf (7,, 7), (4,, %), (41, de), (O,, de) 


U(s,, 2) in d-*-1U"(z,’, 2’) 
umgesetzt, wobei 
by’, be’ 
U"(4', 4’) -/{ (y'ty' — tg’ ay’) "—*- w! (a, wg’) + (ary dey’ — a’ dx,’) 
ay’ 5! 

ist. Da nun die Form U'(z,’,2,’) aus der transformirten Grundform 
u'(z,', 2°) durch den gleichen Process abgeleitet ist wie U/(z,, 2.) aus 
u(Z,,2,), so hat U(z,,2,) den Charakter einer Covariante von 1(2,, 2), 
deren Gewicht sich aus dem negativ genommenen Exponenten von 0 
gleich (n+ 1) ergiebt. 

Der grésseren Bequemlichkeit halber bedienen wir uns weiterhin, 
unter Festhalten an der formentheoretischen Auffassung, der inhomogenen 
Schreibweise, wobei eine Form /f(z,, x,) durch das correspondirende 
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Functionszeichen f(x) repriisentirt werden soll; dementsprechend schreiben 
wir jetzt die soeben betrachtete Periode: 
6 


(22) U(z) = {e-—s" - u(x) dx.*) 
Die Form n-ter Ordnung u(x) geniige nun der linearen Differential- 
gleichung 


(Az) A, (u) = >! m0 Pe(2), 0} 2 = 0, 


worin die P,(x) ganze rationale Formen der Ordnung (m— 2x) bedeuten. 
Dann erfiillen auch die Perioden (22), als Formen von z betrachtet, bei 
geeigneter Wahl ihres Integrationsweges eine gewisse lineare Differential- 
gleichung, die wir zu der ersteren ,,alliirt“ nennen wollen. Die Aufgabe, 
diese alliirte Differentialgleichung zu construiren, stellt offenbar die In- 
version des von Hrn. Schlesinger behandelten Problems dar, die Euler- 
sche Transformirte**) einer gegebenen Differentialgleichung zu berechnen. 
In der That steht vermittelst Gleichung (22) die vorliegende Differential- 
gleichung (A,) im Verhiltniss der Euler’schen Transformirten zu der von 
uns gesuchten Differentialgleichung; — dabei ist allerdings hervorzuheben, 
dass Hr. Schlesinger dem Exponenten von (¢—x) unter dem Integral- 
zeichen in (22) einen willkiirlichen Werth ertheilt, wihrend derselbe bei 
unserer Auffassung durch die Ordnung von u(x) festgelegt ist. 

Indem wir an die gestellte Aufgabe herantreten, folgen wir der 
eleganten Methode des genannten Autors und formen zunichst den 
Differentialausdruck 

A,[(¢—«)"] 
derart um, dass der Parameter z die Rolle des Arguments iibernimmt. — 
Dabei soll der Fall eines ganzzahligen » vorerst ausgeschlossen bleiben. 


Die- Ueberschicbung { P(x), u(x)), lautet in expliciter Gestalt**): 


{ P(x), u(w)} = >) (— 1)" te Pa(@) + tx (2). 
x=0 


Setzt man hierin 
u(x) = (¢—z)", 


*) Riemann, Werke, 2. Aufl, pag. 353, ,,Versuch einer allgemeinen Auf- 
fassung der Integration und Differentiation, und Hadamard, These ,,Essai sur 
l'étude des fonctions données par leur développement de Taylor“, troisiéme partie, 
betrachten die Erzeugung von U(z) aus u(z) aus dem Gesichtspunkte der ,,verall- 
gemeinerten Differentiation‘. 

**) Crelle’s J. Bd. 117, pag. 148, oder ,,Handbuch*“ II, 1, pag. 414. 
*) HI. (10), (11). 
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so ist 
up —x (2) = (—1-* (ears, 
also 


(P(2), @—a)"}, = (—1y 3) , Pe@) - (@— ar. 


Die Taylor’sche Entwicklung von P,(«) nach Potenzen von (z— 2) liefert: 


m 


P, (2) = 5S? (— 1°-* (m— x). Pa(e) - (@ —a)'-*, 
A=x 


wodurch 


{ P(x), (e—2)"},= >! > (—1)' t*** 5, (m —x)a—» Pa(e)-(e—a)"-" +4, 


x=0 4=x 
und nach Vertauschung der Reihenfolge der Summationen 
m a 
=>) 17"? Pre) -(¢—ay 4S (— 1, (m— 2), 
A4=0 x=0 
wird. Hier ist weiter die innere Summe iiber «x: 
A 


D1 te (m— x) w = (— 1S! (Am — 1s 


x=0 
= (17 @—m—1 4) = (m3 
mithin 


Ff 


{ P(x), (2 Bis ax)" } r => (--- 1y+4(m _ r)a P,(2) ° (z— ayp—rti, 


oder, da, als Function von z angesehen, 

(n —r + ar qe—r—4 
(m-+-n—2r)! ggm—r— 
= [(¢—a) te?" n—-—a 


(e—a)"—"+4 cim 3 \(¢—a)"+" 8+) 

ist, 

(23) { P(x), (e—a«)"},—= (—1)'{ P(e), (e—axyht*-?")} 

Ersetzt man hierin P(x), m,r durch P,(x), (m—2x), (r—x), so folgt: 
(23’) { P,(x), (e—2z)*}-—« — (— | ite P, (2), (s— apts } (m—r—zx)) 
und schliesslich als Resultat der Umrechnung: 


(24) As[(e—2)"] =>) (—1y-* 0, «| Px), (@—2)"+*-*"} mr: 
x=0 

Indem wir in gleicher Weise das zu A,(u) adjungirte Differentialpolynom 

der Gleichung 








rt: 


$a 
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(Az) Az (v) = >) (—1y-* 1, | Px(@), 0} rn = 0 


behandeln, erhalten wir: 
(24,)  Az[(e—2)"] = >) v2 | Pa(2), (@—2)" 4°") mr 

x=0 
Dabei ist zu erinnern, dass, wenn m < 2r, die Summationen iiber x auf 
der rechten Seite mit x—(m—v) abbrechen, da in diesem Falle die 
Coefficienten P,(x) fiir x >(m—r) verschwinden. 

Die Identititen (24,) und (24,) bleiben nun offenbar auch fiir ganz- 
zahliges » in Geltung, mit Ausnahme derjenigen Fille, wo eine der vor- 
kommenden Ueberschiebungen illusorisch wird. Dies tritt unter folgenden 
Annahmen ein: 

0<nsor—l, 
0<v<r—l, 
O<m+n—2r<cm—r—l, 
O<m+v—2rcm—r—l1, 
die zusammengefasst den Ausschluss von 
r—1—m<necr—l 


ergeben, mit Ausnahme des speciellen Falles, dass m= 2r und n=v=— 1 
ist. Aber auch dieser letztere soll bei Seite gelassen werden, indem wir 
uns seine gesonderte Discussion vorbehalten. Hingegen sind die An- 
nahmen » = (r—1) und » = (ry —1—~m), wie man leicht einsieht, noch 
gestattet. Bei m = (r—1) verliert alierdings Gl. (23’) fiir «0 ihren 
Sinn; nach Multiplication mit »,, — in welcher Verbindung allein sie 
fiir (24,) benutzt wird — geht sie jedoch beim Grenziibergange mit 
lim » = (r —1) iiber in folgende: 
a Pola) Seay) = ay PO) Sl, 
welche richtig ist, da beide Seiten den Werth Null haben. Ebenso lasst 
sich die Zulassung von » = (r — 1—~m) rechtfertigen. 

Die Relationen (24,) und (24,) sind demnach stets legitim, ausser 
wenn n eine solche ganze Zahl darstelit, fiir die 
(25) r—m<n<cr—2 
ist. 

Ks soll nun die Beziehung zwischen den Gleichungen (24,) und (24,) 
naiher erforscht werden. 





218 Arrnur Hirscn. 


Wir fiihren fiir die auf der rechten Seite von (24,) auftretende 
Differentialoperation von der Ordnung (m—r) ein besonderes Symbol ein, 
indem wir setzen: 


(26,) A.(U) = e+) >) «{Px(2), U(2)} m—r»)» 


worin U(z) als Form der Ordnung 
(27,) N=m+v—2r=—n—2 
anzusehen ist. Ferner berechnen wir den zu A.(U) adjungirten Differential- 
ausdruck A;(V), indem wir die Formeln (18) und (17) heranziehen. 
Danach erhalt man die Ordnung N von V(z) aus der Gleichung 
N+ N= 2(m—r) — 2—m, 
sodass 
(27,) N=m-+n— 2r=——v—2 
wird; und fiir A;(V) ergiebt sich zunichst: 


KV) = 41) >) Cty Nem 9 (PA), VO) er 


a Nin —r—x 


Hier ist weiter der numerische Coefficient c, der (m—r—zx)-ten Ueber- 
schiebung auf der rechten Seite: 
N 
= (— _ (v + 1) * Vr—x + 


(m—r—x) 


(Hips (v9 or tw 





(r—x)! (v—r+x)! (—n—2)! n—r+»)! 


— m—r—x (—»— 2)! (+)! 
—(—1P Gaeta Cae? 








und, da 
Lam to nk porte F et 
(—n — —32)!? 
1)! 
= (—1y"# ~— pi = (+1) 1H 5 
also wird 
(26) AV) = — (n+1) >) (—1) m+ { Px, V(2)} m0 


x=0 


Stellt man nunmehr die Gleichungen (24,) mit (26,) und (24,) mit (26,) 
zusammen, so tritt folgende prignante Beziehung zu Tage: 


(28,) As[(e— 2) = 555 -Al(e—2y4], 


(28;) A,{(e—2)"] = 5 -A@—2)-I. 
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Wir multipliciren jetzt die Relation (28,) mit einer Form u(x) von 
der Ordnung », (28,) mit einer Form v(x) von der Ordnung v, und 
integriren iiber x, indem wir auf der linken Seite auf Grund von (3) 
partielle Integration anwenden; dadurch ergiebt sich, wenn man die Ver- 
tauschbarkeit von Differentiation und Integration nach verschiedenen 
Parametern beriicksichtigt: 


(29,) . fe-ay -A,(u) dx — fea. (u, (¢g—z)”) 
& p 
= a{ [e—ay-ueayaz}, 
i 
(29,) (e—a)"-A,(v)da + ] aA, ((¢—2x)", v) 
@ @%) 


= ti an [es ay. -v(a)ac} 


Versteht man also unter u(x), v(a) Lésungen der Differentialgleichungen 
(A,), bez. (Az), und verfiigt iiber die Integrationswege 1, 4 derart, dass den 
Bedingungen 
(3"';) fase(w, (g—ax)") = 0, 

@ 
(30,) [dA.(e—a)", ») =0 


(a) 


geniigt wird, so stellen die Perioden 


(31,) U(e) =f (2—2)-#-u(a) de, 

; ) 
(31,) V(z) = J (e—a) - v(a) da 

a) 

Lésungen der Differentialgleichungen (m—r)-ter Ordnung 
(A.) AU) =0, 
bez. 
(A:) Ai(V) =0 


dar, — in welch’ letzteren wir somit die zu (Az), bez. (Az) alliirten Dif- 
ferentialgleichungen gewonnen haben. Zugleich zeigt sich, dass die Alliirten 
von zwei adjungirten Differentialgleichungen ebenfalls zu einander adjungirt sind. 
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Die Forderungen (30) werden erfiillt, wenn wir nach dem Vorgange 
des Herrn Schlesinger*) als Integrationswege Doppelschleifen benutzen, 
die einen singuliren Punkt a von u(x), bez. v(x), also eine Nullstelle 
von P,(x), und den Punkt z umwinden. Bezeichnen wir mit (a, z) eine 
solche Doppelschleife, welche von einem reguliiren Punkte ausgehend zuerst 
positiv um @, dann positiv um z, weiter negativ um a und schliesslich 
negativ um ¢z herumliuft und zu dem Ausgangspunkte zuriickkehrt, so 
liefern die Perioden 


(31,’) U(é) =f (e—2)-u(2) dx, 


(@, 2) 


(31,’) V(z) = f (e—a)-’* - v(a) dx 
(4, 2) 
Lésungen von (A,), bez. (A;). 

Gehen wir noch einmal auf die Relationen (28) zuriick, so zeigt uns 
die Symmetrie ihrer Structur unmittelbar, dass die Beziehung einer Dif- 
ferentialgleichung zu ihrer Alliirten involutorischen Charakter hat. In der 
That ist danach nicht nur die Differentialgleichung (A.) alliirt zu (A,), 
sondern auch umgekehrt (A,) alliirt zu (A,), desgleichen sind (A;) und 
(A:) zu einander alliirt; so dass) wenn U(z), V(z) Lésungen von (A,), 
bez. (A;) sind, die Formen 


(32,) u(x) =f (es. U(z) dz, 


(Z) 
(32,) v(x) = J (a—z)”- V(z) dz 
A) 


bei geeigneter Wahl der Integrationswege L, A die Differentialgleichungen 
(A,), bez. (Az) erfiillen. 

Bei einer gewissen Beschrainkung lisst sich selbst zwischen zwei 
einzelnen solechen Lésungen w(x) und U(z) von zwei alliirten Differential- 
gleichungen eine vollstiindige Reciprocitat erzielen. — Das zum singuliren 
Punkte x =a gehérende kanonische Fundamentalsystem enthilt bekannt- 
lich mindestens ein Element, welches sich bei Umlauf des Arguments 
um @ nur um einen Factor iindert. Sei jetzt w(x) ein derartiges Integral, 
und e?*‘e der Factor, den es durch den Umlauf aufnimmt, — wobei 
ganzzahlige Werthe von o, » und (g—vm) ausgeschlossen sein sollen, — so 
gestattet u(x) in der Umgebung von a, in welcher auch ¢ gelegen sei, 
eine Entwicklung nach steigenden und fallenden Potenzen von (x—a): 


*) Crelle’s J. Bd. 116, pag. 106, oder ,,Handbuch", Il, 1, pag 417. 
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+o 


u(a) = >" ee (w@—a)er. 


z:=——@ 


Daraus ergiebt sich nach Substitution von 


(e—a) = (e—a) 
fiir 


(31,) U(z) = f (¢—2x) - u(x) dx 
j (a, 2) 
die Entwicklung: 


+o 
U(z) -> Cy (eae feete(y rr dé, 


x=—@ (0,1) 


oder, nach Ausfiihrung der Integration: 





+a 
U(e) = — (1—e¥) (1—e- 24") Se, ee St (2—a)e-*—14 


z= @ 


welche zeigt, dass sich U(¢) bei Umlauf von z um a um den Factor 
e7i(@—*) findert*). Schreiben wir dieselbe der Kiirze halber: 


+o 
06) = Soe, 


z= @ 


so erhalten wir in gleicher Weise fiir 


(32,’) u(x) = f (a—z)"- U(e)dz 





F (a, x) 
die Entwicklung: 
+o 
a(x) = — (1—e*#(e—») (1—ein) 5 C, (e— sates! 2—ayet*, 


mithin unter Beriicksichtigung des Werthes von C,: 
(x) = (1— ee) (1 — ee?) (1 —e®**™) (1 —e—?***) n! (—n—2)! u(ar), 


oder, da 


4 
n! (—n— 2)! = Ga sin wa) 
und 
(1 — e*#») (1 — e241”) — 4 sin® (nz), 
in . P 4 i 
(33) ui(a) = (1— ee) (1— ete") . ae -u(2). 








*) Vergl. hierzu Schlesinger, Crelle’s J. Bd. 116, pag. 130, oder ,,Handbuch“, 


II, 1, pag. 451. 
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Wir wollen zwei Formen u(x) und U(z), die gemiiss (31,'), (32,’), (33) 
in reciproker Beziehung stehen, als ,zu einander alliirt“ bezeichnen. — Diese 
Reciprocitiit der beiden Integrale hiangt ersichtlich aufs engste mit einer 
von Abel*) herriihrenden Bemerkung zusammen: ,,Wenn 


oe) =f@—ay-f'@az 
0 


gesetzt wird, so ist umgekehrt 


f(t) — 10) = 22” [ (te) (eas, 


vorausgesetzt, dass ein positiver echter Bruch ist.“ 
Wenn die Differentialgleichung (A,) zu sich selbst adjungirt ist, so 
gilt nach (18’): 
n=v=r—l— * . 
Im Zusammenhange mit dem Vorigen muss dabei aber die Ordnung m 
von P,(x) als eine ungerade Zahl vorausgesetzt werden, weil andernfalls 
m einen nach (25) unzulissigen ganzzahligen Werth erhalten wiirde. Aus 
der Zusammenstellung von (26,) und (26,) schliesst man nun im Hinblick 
auf die Structur, welche A,(w) in diesem Falle gemiiss (16’) hat, sofort, dass 


A,(U) = (—1yHA.(U) = (—1)""A.(U), 
dass also auch die alliirte Differentialgleichwng (A.) zu sich selbst adjungirt 
ist, und zwar entgegengesetzt, wenn (A,) es direct ist, und umgekehrt. 


Es ist oben auf den invarianten Charakter der Beziehung von zwei - 


alliirten Formen hingewiesen worden; derselbe tritt jetzt auch an der Gestalt 
der alliirten Differentialgleichungen unmittelbar in Evidenz. Beide bauen 
sich namlich mit den gleichen Coefficienten P,, P,,--- P, auf, welche, 
wie leicht zu erweisen, nach Adjunction von P, Combinanten der Integral- 
schaaren sind. — Vergleichen wir noch die Jacobi’schen Combinanten D 
der Lésungssysteme beider Differentialgleichungen; man erhiilt: 


r(n—r-+1) -+ fi) ‘ 
Du, (x), Uy(),---u-(@)} =(Py@) ™ «e v he) 





tee __ (oe, 
D{ U,(«), U,(«),--- Une (a)} =(Pyo@)  ™ ed Pea) 
mithin: 
D(U,--- Un—r} = Pot. D{u,-++u,}. 


*) Oeuvres t. I, Nr. Il, ,,Solution de quelques problémes a l'aide d’intégrales 
définies“, pag. 14, und Nr. IX, ,,Résolution d’un probléme de mécanique", pag. 99—100, 
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Betrachtet man die Beziehung einer vorgelegten Differentialgleichung 
(A,) zu ihrer Alliirten (A,) aus dem Gesichtspunkte der Integration der 
ersteren, so tritt durch den Uebergang auf die letztere eine Reduction 
des Integrationsproblems nur dann ein, wenn diese von kleinerer Ordnung 
ist als jene, wenn also m < 2r ist. 

Wir gehen nun noch auf die aus der bisherigen Erérterung aus- 
geschlossene, aber an sich zulissige Annahme ein, dass m=—=27, n=v—=— 1 
ist. — In diesem Falle erhilt die Relation (24,), wie man zufolge (17) 
sogleich bemerkt, die einfache Gestalt: 


(24’) A (=) = A, (; = 3) ; 


Es geht daraus hervor, dass jetzt die Differentialgleichung (Az) 2u sich 
selbst allitrt ist, und umgekehrt erkennt man, dass zum Zusammenfallen 
einer Differentialgleichung mit ihrer Alliirten die obigen Bedingungen 
erforderlich sind. In der That ist ja auch in diesem Falle bei geeigneter 
Wahl des Integrationsweges das Integral 


00) — (22 
U) 


nichts anderes als das Cauchy’sche Integral, welches u(z) mit einem 
constanten Factor reproducirt. — Wir lassen diesen Fall kiinftig bei Seite 
und nehmen weiterhin iiberhaupt an, dass m > 2r, dass also die alliirte 
Differentialgleichung von héherer Ordnung ist als die vorgelegte. 

Das Ergebniss dieser Entwickelungen fassen wir in folgenden Siitzen 
zusammen: 

Theorem I. Ist A,(U)=0 die zu A,(u) =0 alliirte Differential- 
gleichung, so ist auch reciprok die letetere zur ersteren alliirt. Bei gering- 
fiigiger Modification der bisher benutzten Normirung tritt diese Reciprocitit 
unmittelbar in ihrer Gestalt zu Tage; setzt man die eine in die Form: 





n -t ! 
A, (u) =>) gaa pai |Px@), w)r—x = 0, 
x=0 
so lautet die andere: 


R 
d N! 
AU) =D wo nga (Pe@, Use» = 0, 
x=0 


wobei 


r+R=m, n+N=——2 
ist. Ihre Lisungen stehen generell in der gegenseitigen Beziehung: 


U(z) — fear wf dz, w(x) —[(e—a, U(z) dz. 
¢ 


(2) 
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Ist die Lisung u(x) speciell so beschaffen, dass sie sich bei Umlauf des 
Arguments um einen singuliren Punkt x =a nur wm den von 1 verschiedenen 
Factor = dindert, so besteht zwischen den alliirten Formen u(x) und U(z) 
die Reciprocitit, dass, wenn 


U(2) = | (e—2)-*—?- u(x) dx 


a, 2) 


gesetzt wird, wmgekehrt 
u(z) = (+1) —— f (a—z)"- U(e) de 


4a sin (nz) -(1—2e) (i—ee 
stattfindet. 

Theorem Il. Die Alliirten von zwei zu einander adjungirten Dif- 
ferentialgleichungen sind ebenfalls zu einander adjungirt. Oder auch: Die 
Adjungirten von zwei zu einander alliirten Differentialgleichungen sind 
ebenfalls zu einander alliirt. Oder auch: Die Processe der Bildung der 
Adjungirten und der Alliirten einer Differentialgleichung sind vertauschbar. 

Theorem Ill. Ist ein Differentialausdruck zu sich selbst direct, bez. 
entgegengesetzt adjungirt, so ist sein alliirter Differentialausdruck zu sich 
selbst entgegengesetzt, bez. direct adjungirt. 





(a, x) 


§ 4. 
Alliirte Differentialgleichungen der Fuchs’schen Klasse. 


Wir wollen die Beziehungen zwischen zwei alliirten Differentialglei- 
chungen noch weiter verfolgen, indem wir die specielle Voraussetzung 
einfiihren, dass die zu Grunde gelegte Gleichung (A,) der Fuchs’schen 
Klasse angehért, — eine Annahme, auf welche wir uns kiinftig im wesent- 
lichen beschrinken werden. Wir haben dazu nur néthig, die hierauf 
beziiglichen Darlegungen des Herrn Schlesinger unserem Standpunkt 
entsprechend zu modificiren. 

Der Coefficient P,(x) der héchsten Ableitung in A,(w) wird unter 
der in Rede stehenden Voraussetzung durch ein Product 


(34) P, (x) = (e—a,)" (w@—a,)*- - - @—ay)" 
dargestellt, worin die Exponenten s,,s,---s, kleiner oder gleich r sind, 
wahrend ihre Summe . 
(35) +8 bot hm 
ist; und jeder weitere Coefficient P,(x) ist bez. durch diejenigen unter 
den Potenzen 

(z—a,)"™, (z—a,)*~, ae (x—a,)'*" 


divisibel, welche einen positiven Exponenten haben. Da nun diese die 
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Zugehérigkeit zur Fuchs’schen Klasse charakterisirenden Bedingungen 
gleichzeitig fiir die alliirte Differentialgleichung A,(U) = 0 erfiillt sind, 
so gehért dieselbe ebenfalls der Fuchs’schen Klasse an. 

Stellt man ferner fiir beide Differentialgleichungen die determiniren- 
den Gleichungen eines singuliren Punktes x =a; auf und setzt sie zu 
einander in Beziehung, so ergiebt sich durch eine leichte Rechnung 
folgendes Verhiltniss: unter den Wurzeln der determinirenden Gleichung 
von (A,) fallen (r—s;) auf die Zahlen 


0,1, 2,---(r—s—1); 
die iibrigen mégen mit 
Qi1, Qi2,°** Oi,s; 


bezeichnet werden; von den Wurzeln der determinirenden Gleichung von 
(A.) haben dann (m—r—s;) die Werthe 


0, 1, 2,---(m—r—s;—1), 
und die s; noch ausstehenden sind durch die Grissen 


(9:1 —"—1), (Qi2 —n—1), --- (01,4, —2 — 1) 
gegeben*), 

Der Einfachheit halber werde fiir jeden singuliiren Punkt a; das 
Auftreten ganzzahliger Exponenten 9;, sowie ganzzahliger Differenzen 
derselben ausgeschlossen; desgleichen seien die Ordnung » und ihre Dif- 
ferenzen von simmtlichen Werthen g;, nicht ganze Zahlen. Unter dieser 
Annahme, durch welche das Vorkommen von Logarithmen im Aufbau der 
Integrale vermieden wird, enthilt das zu «=a; gehdérige kanonische 
Fundamentalsystem von (A,) neben (r —s;) reguliren Integralen s; Inte- 
grale u;, von dem Charakter 


Usa (x) ~ (wx —a,)**. (A= 1,2,--+s;) 


Bildet man nun die zu letzteren alliirten Formen 


(36) Usa (2) =| (e—z2)-"-* ma(@)da,  (A=1,2,---8) 
(a;,2) 

so stellen dieselben die correspondirenden Integrale der alliirten Differential- 

gleichung (A.) dar, die dem kanonischen Fundamentalsystem von z = a; 

angehéren und das Verhalten 


oF (2) ~ (2 idetien a4" —1 
aufweisen. 


*) Vergl. Schlesinger, Crelle’s J. Bd. 116, pag. 111 und 130, oder ,,Handbuch*, 
Il, 1, pag. 423 und 453. 
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Die gesammte Anzahl der Integrale von (A.), die wir auf diese 


“ 
Weise erhalten, betriigt > S; = m; sie miissen demnach r linearen homo- 
i=1 


genen Relationen mit constanten Coefficienten geniigen, die sich folgender- 


massen construiren lassen. — Wird mit { angedeutet, dass die Integration 
(a) 

von einem beliebigen reguliren Punkte 6 aus lings einer Schleife in 

positiver Richtung um den Punkt a herum nach b zuriick gefiihrt wird, so 

gilt zunichst: 


(37) Ui, (2) = (1 eae -U:a(x) da 
a 


mit — Pe rieiay [(@—2)-* wu (a) da. 
é) 
Ist nun «(z) irgend ein Integral von (A,), und erstreckt man die Inte- 
gration von 
U (2) = {(e—2)-"+-i(2) dx 
(¢) 

iiber eine geschlossene Curve C, welche den Punkt ¢ und simmtliche 
singuliren Punkte a; einschliesst, so ist einerseits 


(38) U (2) = 0; 


andrerseits lisst sich U durch die Summe von Schleifenintegralen 


“ 
(39) U(z) =f (@—2)**-(@) dx +> fear nda) dx 

(2) i=1 (a) 
ausdriicken, wobei die Formen u, (x), #,(x),---%,(x) die aus der successiven 
Durchlaufung der Schleifen hervorgehenden analytischen Fortsetzungen 
von %#(x) bedeuten. Stellt man w(x) durch das zu a; gehérige kanonische 
Fundamentalsystem dar, so reducirt sich 


(e—ax)-"—* . u;(x) dx 
(i) 
offenbar auf ein Aggregat der s; Integrale 
[ear ms (a) dx; (A= 1, 2, ++i) 


(i) 
und wenn diese vermége (37) durch die U;, (2) ersetzt werden, so ergiebt 
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sich aus der Zusammenstellung von (38) und (39) eine lineare homogene 
Relation zwischen den m Integralen U;,(2) und einem um ¢ herum 
erstreckten Schleifenintegral 


U(e) =f (e—2)-*-*.a(2) dx, 
@) 


worin #(x) eine gewisse Lésung von (A,) bedeutet. Letztere muss aber 
identisch Null sein; denn andernfalls wiirde zufolge der gewonnenen 


Relation selbst U (2) eine Lésung von (A,) darstellen, was, wie die Be- 
dingung (30,) zeigt, durch die Annahme eines nicht ganzzahligen  aus- 
geschlossen ist.— Indem man fiir «(x) die r Elemente eines Fundamental- 
systems wiahlt, erhilt man auf diese Weise die in Aussicht gestellten r 
homogenen linearen Relationen unter den m Integralen U;,(2) von (A.). 

Dass aber nicht mehr als 7 solche Relationen stattfinden kénnen, 
dass sich also aus den m U;,(2) stets ein Fundamentalsystem von (m—r) 
Elementen auswiihlen lisst, ist leicht folgendermassen einzusehen. An- 
genommen, es wiren nur p<(m—vr) unter den U;, (2) linear-unabhingig, 
so wiirden simmtliche m Formen Uj, eine lineare Differentialgleichung 
p-ter Ordnung B,(U) = 0 erfiillen. Das kanonische Fundamentalsystem 
derselben am singuliren Punkte z= a; bestiinde aus den s; Integralen 
Ui, Uie,--- Uys, und, wenn s; <p ist, noch anderen Elementen, welche 


letzteren sich reguliir verhalten. Alle diese Elemente reproduciren sich 
bei Umlauf von z um a; nur mit einem constanten Factor, und da das 
Gleiche auch fiir den unendlich fernen Punkt gilt, so ergiebt sich durch 
eine bekannte Schlussweise, dass die Coefficienten der Differentialgleichung 
B.(U) =0 rationale Functionen sind, die wir sogleich als ganze Func- 
tionen ansetzen diirfen. Ist nun U(z) ein solches Integral von A,(U) =0, 
welches B.(U) nicht annullirt, so wiirde sich hiernach die Function 


Wz) = B.(U()) 


in der Umgebung jedes singuliren Punktes a; reguliir verhalten, also 
iiberall im Endlichen endlich und eindeutig sein, dagegen in der Um- 
gebung von z= oo den Charakter einer mehrdeutigen Potenz 2” haben, 
wo der Exponent N um eine ganze Zahl von (—~) differirt. Dies wiire 
nur dadurch méglich, dass W(z) identisch Null ist, was einen Wider- 
spruch involvirt. 

Demnach leisten unter den oben hervorgehobenen Annahmen die in Rede 
stehenden Perioden (36) die vollstiindige Integration der alliirten Differential- 
gleichung. 

Aber diese Thatsache wird im allgemeinen auch dann noch Bestand 
haben, wenn man jene Einschriinkungen aufhebt, indem die in Betracht 
15* 
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kommenden Méglichkeiten sich als Grenzfille des soeben besprochenen 
Falles ansehen und durch geeigneten Grenziibergang erledigen lassen 
werden. 


g 5. 


Zusammengesetzte alliirte Differentialausdriicke. 


Es sei B,(w) ein Aggregat von Ueberschiebungen ganzer rationaler 
Formen mit der Form w, von analogem Charakter wie A,(u); wir setzen 
darin w(x) = A,(w) ein und bilden so den zusammengesetzten Differential- 
ausdruck B,A,(u), dessen alliirten wir im Folgenden zu construiren beab- 
sichtigen. 

Die Zahlen +’, m’,n’,v’, bez. R, M, N,N mégen fir B,(w), bez. 
B,A,(u) die analoge Bedeutung haben wie r, m,n, v fiir A,(u). Da w 
die Ordnung von A,(u) haben muss, so ist 
(40) n =m +n — 2r = — vy — 2; 
weiter ist offenbar 

R=r-+rYr, 
M=m+ym’, 
(41) N=n, 
und gemiiss (18) 
n—+v =2r—2—~wm, 
n + vy = 2r—2—wm, 
N+N=2R—2—UM, 


woraus sich 

(42) N=v’ 

ergiebt. — Wendet man nun auf die Identitiit (28,) 

(43) A,[(¢—a)"] = A.[(@—2)-*—*] 

— unter Vernachlissigung des hier nebensiichlichen numerischen Factors — 


die Operation B, an und beriicksichtigt die Vertauschbarkeit der Differen- 
tiationssymbole in bezug auf x und z, so folgt mit Benutzung von (40): 


B,A,|(¢—z)"|] = A, B,[(¢—z)"]. 
Bezeichnet man den zu B, alliirten Ausdruck mit B, und dessen adjungirten 
mit B,, so gilt nach Analogie von (43): 

B,[(e—x)"] = B,[(¢—2)-"—*], 
mithin unter Anwendung von (41) und (42): 

B,A,|(e—zx)*] = A,B:[(e—a)—*—?]. 

Daraus geht aber im Vergleich mit (43) hervor, dass der zu B,A,(u) 
alliirte Differentialausdruck zu A,B:(V) adjungirt, also auf Grund des 
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Reciprocitiitssatzes von Thomé-Frobenius mit B,A,(U) identisch ist. 
Wir gelangen somit zu folgendem Resultat: 

Theorem IV. Wenn die Differentialpolynome A,(u) und A,(U), 
sowie B,(w) und B,(W) zu einander alliirt sind, so gilt das Gleiche von 
den zusammengesetzten Ausdriicken B,A,(u) und B.A,(U). Oder: Der 
alliirte Ausdruck eines Products ist gleich dem Product der Alliirten der 
einzelnen Factoren, unter Beibehaltung ihrer Reihenfolge. 

Mit Hiilfe dieses Satzes lisst es sich leicht beurtheilen, welchen Ein- 
fluss die Multiplication eines Differentialausdrucks mit einem Factor auf 
den alliirten Ausdruck ausiibt. Ist nimlich B,(w) ein Polynom nullter 


ene Be(w) = Q(e)-w, 
wo Q(x) eine ganze rationale Form von der Ordnung m’ darstellt, so gilt 
B.(W) = (Q@), Wim, 

worin W/(z) die Ordnung v beizulegen ist; und wir erhalten folglich fir 
den Alliirten des Ausdrucks Q(x) - A,(u): 

(Q(2), As(U)} m- 
Die aus der Nullsetzung des letzteren hervorgehende homogene Differen- 
tialgleichung kann ersetzt werden durch die inhomogene Gleichung: 

A.(U) = We), 
wenn W(z) das allgemeine Integral der Differentialgleichung 

(Q@), W}m =0 
bedeutet. Wir erhalten dasselbe sofort aus der Bemerkung, dass zufolge 
(43) die Identitat stattfindet: 

{ Q(2), (@—a)"} m = Q(a) - (@—ayr~™5 
nennt man nimlich g,,%,---@m die Wurzeln der Gleichung 
Q(2) = 0, 

so sind hiernach die Potenzen (—gq,)” particulire Integrale, welche das 
allgemeine Integral 


We) =>) (e—a)” 


liefern. — Dieser Ausdruck ist noch in bekannter Weise durch Grenz- 
iibergang zu modificiren, wenn einige der Wurzeln q, zusammenfallen. — 

Multipiicirt man also die Differentialgleichung A,(u) = 0 mit dem 
Factor Q(x) von der Ordnung m’, so tritt an die Stelle ihrer Alliirten A,(U)=0 
die inhomogene Gleichung 


A.(U) = > ¢(—a)", 


welche m' fremde Lésungen mit sich bringt. 
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§ 6. 
Alliirte Klassen von Differentialgleichungen. 


Ebenso wie man in der Theorie der algebraischen Functionen den 
Inbegriff aller derjenigen Functionen in Untersuchung zieht, welche zu 
derselben Riemann’schen Fliiche gehéren, so hat man im Gebiete der 
Functionen, die durch lineare Differentialgleichungen der Fuchs’schen Klasse 
definirt werden, die Gesammtheit der Functionenschaaren in Betracht zu 
nehmen, welche dieselben Verzweigungs- und Unstetigkeitspunkte und die 
gleiche Monodromiegruppe besitzen. Nach dem Vorgange von Riemann*) 
fassen wir alle solche Systeme in eine ,,Klasse“ zusammen und wollen sie 
mit einander ,,verwandt“ nennen, — Bezeichnungen, welche auch auf die 
Differentialgleichungen iibertragen werden. In der angedeuteten Ideen- 
richtung haben wir nun von unserm Standpunkte aus die — bereits von 
Herrn Schlesinger**) erérterte — Frage zu behandeln, in welcher Be- 
ziehung die Alliirten von zwei verwandten Differentialgleichungen und thre 
Lisungen zu einander stehn. 

Die correspondirenden Zweige von zwei verwandten Formenschaaren 
sind durch eine Relation 


(44) w(x) = F,(u(@)) 

verbunden, in welcher F’,(u) ein lineares Differentialpolynom mit rationalen 
Coefficienten darstellt. Wir beschrinken uns auf die Annahme, dass diese 
Coefficienten ganze Formen sind, — wodurch die Allgemeinheit nicht 
wesentlich beeintrichtigt wird, — und denken uns /,(w) als Aggregat 
von Ueberschiebungen gegeben, mit den charakteristischen Zahlen r’, m’, 
nm, v’, aus denen fiir w die Ordnung (— v’ — 2) resultirt. Durch die 
Transformation (44) geht die Differentialgleichung 


A,(u) = 0 
iiber in eine Differentialgleichung 
B,(w) _— 0, 
deren charakteristische Zahlen r” =r, m”, n”== (— v'—2), v” sein 


mégen; und zwar wird im allgemeinen infolge des Hinzutretens von 
ausserwesentlich singuliren Punkten m” >m ausfallen. Ihre alliirten 
Differentialgleichungen 
AU) = 0, 
bez. 
B.(W) =0 
*) Ges. Werke, 2" Aufl. Zwei allgemeine Siitze iiber lineare Differentialglei- 
chungen mit algebraischen Coefficienten“, pag. 380. 
**) Crelle’s J. Bd. 117, Nr. Ill, IV; oder ,,Handbuch* II, 1. Nr. 239, 240. 
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sind von der Ordnung (m—r), bez. (m”—r) und haben zu Lésungen die 
Perioden: 


U(2) =f (e—ay- -u(x) dx, 
(a, 2) 


bez. ; 
W(z) = | (—2)’-w(2) dz. 
(a2) 
Es ist nun vermége (44) 
We) =| (e—2)"- F.(w) de, 
(a) 
also, wenn man unter Anwendung der Lagrange’schen Relation partiell 
integrirt: 
W(e) = f u(e)- Fe[(e—2)" aa + f aF[u(a), (-—2)"] 
(a, 2) (a, z) 


Hier verschwindet der zweite Term; fiir den ersten beriicksichtige man, 
dass nach (43) die Relation 


F,[(¢—«)"] = %,[(@—2)-"—*] 
stattfindet, worin ®, den zu F, alliirten Ausdruck bedeutet. Damit hat man: 


Wz) = fur). ®,|(2z—2)-"—?|dz = 9, { [(@—ay-*- -u(a)dz| , 


(a, 2) (a, 2) 


also schliesslich: 


(45) W(z) = %.(U(@). 
Lautet z. B. die Transformation (44) speciell: 
(44) w(x) = Q(x)-u(z), 

so finden wir nach (45): 

(45’) Wee) = (@@), U®@) jm. 


Zufolge der gewonnenen Beziehung (45) sind demnach die Perioden 
W(z) mit den U(z) verwandt und erfiillen eine mit der Differentialgleichung 


A(U) = 0 
verwandte Gleichung (m—r)-ter Ordnung 
B.(W) = 0; 


dieselbe ist fiir m” =m mit der Gleichung 
B,(W) =0 
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identisch, wiahrend fiir m” > m letztere reducibel wird und sich in der 
zusammengesetzten Form 

B.(W) =F. B.(W) = 0 
darstellen liasst. 

Wir formuliren dieses Ergebniss in dem 

Theorem V. Stehen zwei Formen u(x) und w(x) durch die Trans- 
formation 

w(x) = F,(u) 
in Beziehung, so sind die mit ihnen bez. alliirten Formen U(z) und W(a2), 
die auf dem gleichen Integrationswege gebildet sind, durch die mit der ersteren 
alliirte Transformation 
W(2) = 9.(U) 
verbunden. Die Alliirte der transformirten Differentialgleichung ist mit der 
Transformirten der alliirten Gleichung identisch oder enthdlt sie unter sich. 

Man kann hiernach —, da im Falle, dass die Transformation (44) 
gebrochene Coefficienten enthilt, im wesentlichen dasselbe Verhiiltniss 
hervorgeht, — den Begriff des Alliirtseins zweier einzelner Differential- 
gleichungen in gewisser Weise iibertragen auf die Klassen von Differential- 
gleichungen, welche durch jene reprisentirt werden. Zwar constituiren 
die Alliirten der Differentialgleichungen einer Klasse nicht selbst eine 
Klasse; aber sie lassen sich durch Ausscheidung von_,,accessorischen 
Lésungen“ auf solche Differentialgleichungen reduciren, welche ihrerseits 
eine Klasse bilden. Diese letztere wird man als die zur urspriinglichen 
Klasse alliirte Klasse bezeichnen kinnen. 

Im Interesse einer praciseren Fassung dieses Begriffs miisste man indess 
zuvor die Aufgabe erledigen, innerhalb einer vorgelegten Klasse von linearen 
Differentialgleichungen eine solche Repriisentantin derselben ausfindig zu 
machen, fiir welche die Zahl m, d. h. die Anzahl ihrer singuliiren Punkte, 
letztere mit ihrer Multiplicitit gezihlt, méglichst klein ist; — denn von 
diesem minimalen m hiingt die wahre Anzahl (m—r) der linear-unab- 
hiingigen Perioden ab. — Doch gehen wir auf die angedeutete Frage nicht 
naher ein, da sie trotz ihrer principiellen Wichtigkeit bei den engeren 
Voraussetzungen, die wir im Verlaufe der Untersuchung treffen werden, 
nicht in Betracht kommt. 


§ 7. 
Die iiberall endlichen Integrale reciproker Formenschaaren. 


Wiahrend wir im Vorhergehenden unmittelbar die Perioden der Integrale 
einer Formenschaar in ihrer Abhiingigkeit von einem Parameter unter- 
sucht haben, wollen wir an dieser Stelle die unbestimmten Integrale der 
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Formenschaar selbst in Betracht ziehen. Es empfiehlt sich dabei, iiber 
den Kreis der oben herangezogenen ,,verwandten“ Formen hinauszugehen 
und die Gesammtheit derjenigen Formenschaaren zu Grunde zu legen, 
welche mit einer gegebenen zur gleichen ,,Art“ gehéren; dieselben besitzen 
die nimlichen Verzweigungspunkte und um diese herum die gleichen 
Substitutionen, kénnen aber in anderen Punkten, in deren Umgebung sie 
sich eindeutig verhalten, polare Unstetigkeiten erleiden. — Die einzelne 
Formenschaar, welche hiernach die ganze Art bestimmt, construiren wir, 
indem wir ein System von Lésungen der Differentialgleichung 


(Az) A, (u) =0, 


die der Fuchs’schen Klasse angehéren und irreductibel sein soll, mit 
dem Factor 

(s—2)-" 
multipliciren, worin z einen willkiirlichen Parameter bedeutet. Die mit 
dieser zur gleichen Art gehdrenden, also gleichgruppigen Formenschaaren 
wollen wir kurz als ,,Formen der Gruppe“, speciell, wenn ihre Ordnung 
gleich Null ist, als ,Functionen der Gruppe“ bezeichnen; es liegt dabei 
die Vorstellung zu Grunde, dass die Gruppe gewissermassen als primiir 
gegeben anzusehen ist, und dass sie durch die zu ihr gehérenden Formen- 
schaaren erst realisirt wird. — Wenn wir in diesem Zusammenhange von 
einer ,,Form“ anstatt einer ,,Formenschaar“ sprechen, so rechtfertigt sich 
diese der Kiirze halber gebrauchte Ausdrucksweise durch den Umstand, 
dass auf Grund der vorausgesetzten Irreductibilitit sich aus der einzelnen 
Form stets r linear-unabhiingige Zweige ableiten lassen, die als Funda- 
mentalsystem der Schaar dienen kénnen. 

Greift man nun aus der Gesammtheit der Formen der Gruppe, — 
welche offenbar eine ganzzahlige Ordnung besitzen, — diejenigen von der 
Ordnung (—2) heraus, so liefert deren Integration gewisse Functionen 
von —.im allgemeinen — andersartigem Charakter, die wir im Gegen- 
satze zu den ,Functionen der Gruppe“ ,,Jntegralfunctionen der Gruppe“ 
nennen. Sie unterscheiden sich von jenen dadurch, dass sie bei den durch 
Umliufe des Arguments veranlassten linearen Substitutionen noch additive 
Constanten aufnehmen; beschreibt die Variable x imsbesondere einen 
solchen geschlossenen ,,Periodenweg“, auf dem die Elemente der integrirten 
Formenschaar einzeln zu ihren Ausgangswerthen zuriickgelangen, — wie 
es beispielsweise bei einem Doppelumlauf um einen Verzweigungspunkt 
und den Parameter z der Fall ist, — so vermehren sich dabei die Integral- 
functionen um gewisse Gréssen, die wir ,,eigentliche Perioden“ nennen. 

Indem wir uns im Folgenden ausschliesslich mit den iiberall end- 
lichen Integralfunctionen beschiftigen, werfen wir die Frage auf, aus 
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wieviel linear-unabhingigen Schaaren sich die Gesammtheit der tiberall end- 
lichen Integralfunctionen der Gruppe linear mit willkiirlichen constanten 
Coefficienten zusammensetet. — Fiir die Beantwortung derselben ist es 
nothwendig, zu beriicksichtigen, dass sich bei der Erzeugung der iiberall 
endlichen Integralfunctionen vermittelst Integration geeigneter Formen 
(—2)-ter Ordnung neben den eigentlichen ,Integralfunctionen“ auch die 
iiberall endlichen ,,Functionen der Gruppe“ einstellen, welche jenen nicht 
zugerechnet werden kénnen, da sie keine ,,eigentlichen Perioden“ besitzen. 
Daraus geht hervor: Die fragliche Anzahl N ist gleich der Anzahl N, 
derjenigen linear-unabhiingigen Formenschaaren der Gruppe von der Ord- 
nung (—2), welche in den Verzweigungspunkten von geringerer als der 
ersten Ordnung unendlich gross werden und sonst iiberall stetig sind, 
vermindert um die Anzahl N, der linear-unabhingigen Formenschaaren 
der Gruppe von der Ordnung 0, welche iiberall endlich sind. 

Die gestellte Frage soll nun unter den folgenden einschriinkenden 
Voraussetzungen ihre Erledigung finden: 

1) die Ordnung » der Lésungen w von (A,) ist von einer ganzen 
Zahl verschieden; 

2) die Differentialgleichung (A,) besitzt keine singuléren Punkte, in 
deren Umgebung sich die Lésungen eindeutig verhalten; 

3) die Wurzeln der determinirenden Gleichung eines jeden der singu- 
laren Punkte a,,a,,--- a, sind von einander verschieden und haben als 
reelle Bestandtheile negative echte Briiche. 

Die Ordnung r der Differentialgleichung (A,) sei vorerst grésser als 1 


angenommen. 
Setzt man 
(46) (—a,) (4—a,) - - - (4 —ay) = f(@); 
so ist hiernach der Coefficient der héchsten Ableitung in A,(w) 
(47) P.(x) = (Fwy; 
seine Ordnung 
(48) m= ur, 


und es ist unmittelbar ersichtlich, dass auf Grund der getroffenen Fest- 
setzungen die entsprechende Zahl bei keiner mit der gegebenen zur gleichen 
Klasse oder Art gehérenden Differentialgleichung niedriger ausfallen kann, 
dass also (m—r) die wahre Anzahl der in bezug auf 2 linear-unabhdngigen 
Perioden der iiberall endlichen Integralfunctionen giebt. 

Zur Darstellung der Formen w(x), welche mit einer Lésung u(z) 
von (A,) die Verzweigungspunkte und Umlaufssubstitutionen gemein haben, 
bilden wir zuniichst eine Basis aus den r mit w(x) covarianten Elementen: 


u, (f, Uy, (F%, Ue, °° (f°, U)r—1- 
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Sie sind, wie aus den Annahmen 2) und 3) hervorgeht, so gewahlt, dass 
sie in den singuliren Punkten von geringerer als der ersten Ordnung 
unendlich gross werden und sich sonst iiberall endlich verhalten. Mit 
Hiilfe derselben liasst sich w in die Gestalt setzen*): 


(49) w= Go(%)-U+ H, (@)-(f, 4), +92 (@) (P+ + Gra) (PF, Wr, 
worin die Coefficienten g,(x) rationale Formen bedeuten, deren Ordnungen 
diejenigen ihrer Factoren zur Ordnung von w erginzen. Umgekehrt gehirt 
auch jeder Ausdruck von dieser Beschaffenheit mit « zur gleichen Art. 

Sind die ,(x) speciell ganze Formen, so wird w in den singuldren 
Punkten von geringerer als der ersten Ordnung unendlich gross und ist sonst 
iiberall endlich; und umgekehrt, wenn w mit dieser Beschaffenheit voraus- 
gesetat wird, so miissen die y,(x) ganze Formen sein, also insbesondere den 
Werth Null haben, wenn ihnen durch die Ordnung von w eine negative 
Ordnung vorgeschrieben wird. — Der erste Theil dieser Behauptung ist 
evident; zum Beweise des zweiten Theils berechne man aus den r linearen 
Gleichungen 


r—l1 


(49" 1; = >) g2(2)-(P*@), wy ((=1,2,---1) 
x=0 


welche die correspondirenden Formenzweige u; und w; verbinden, die Coef- 
ficienten ,(”); man erhilt: 

(Peale (Pim (Pwo 0 (PM mapa (Fs nna | 
| (* u;)o (f1,u,)4: ie ir, %;) 4-1 (f%, Us) rs Urea’ . ime’ 4) 1 

(i= 1,2,---1) 

Ist nun « = a, einer der singuliren Punkte und 6, die Summe der Wurzeln 
seiner determinirenden Gleichung, so verhilt sich der Zihler dieses Bruches 
in der Umgebung von a, zufolge der iiber w gemachten Voraussetzung wie 


(x—ay)" ,(a—a), 


worin ®, eine nach ganzen positiven Potenzen ihres Arguments fort- 
schreitende Reihe bedeutet. Der Nenner reducirt sich auf das Product 








Px(x) = 





e 


r(r—1) i= 1 > oe 
2 ee (x) i ) 
(fa)  -\u|, era 


oder, da die Hauptdeterminante der u,, 


7 [« a) 
a 
| wi? | =| | (—da) , 
a=1 





*) Vgl. Riemann, 1. c. pag. 383. 
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Da hiernach g,(x) fiir die Verzweigungspunkte endlich und eindeutig aus- 
fallt und auch sonst im Endlichen keine Unstetigkeit erleidet, so ist 9, 
eine ganze Function, oder in homogener Auffassung eine ganze Form. — q. e. d. 

Nachdem damit festgestellt ist, dass zur Construction der in Frage 
kommenden Formen w ausschliesslich ganze Coefficienten g,(x) zur Ver- 
wendung gelangen, haben wir noch deren Ordnungen zu bestimmen. — 
Zufolge einem bekannten Satze iiber die Summe der Wurzeln aller 
determinirenden Gleichungen einer Differentialgleichung*) ist die Ordnung n 
mit den Zahlen 6, durch die Relation verbunden: 


0 Sama Gite, 
i=1 

aus der mit Beriicksichtigung des fiir die determinirenden Wurzeln in 3) 
vorgeschriebenen Intervalls die Ungleichung hervorgeht: 

(51) or < c— n) < (u— a per") + 2. 

Die — iibrigens trivialen — Faille » =1 und u =2 sind auszuschliessen, 
da fiir sie die Differentialgleichung (A,) stets reductibel wird, sobald r>1 
ist. Gemiiss (51) ist also (—~m) eine positive Zahl. 

Es sei @ die grésste ganze Zahl, mit der (u—2) in (—m) enthalten 
ist, 6 der ganzzahlige Bestandtheil und y der echte Bruch des Restes der 
Division, also 
(52) (—n) = a(u—2) + B+ 7, 
wobei 

O0<B<S—3), O<y<l. 
Legt man jetzt der oben behandelten Form w, in deren Darstellung durch 
(49) die ,(x) als willkiirliche ganze rationale Formen von der ihnen 
zukommenden Ordnung anzusehen sind, die Ordnung 

(1-1) —9 +002) + 0-1 
bei, so liefert das Product 
(a—z)¥—! - w(x) 

auf Grund des Ergebnisses der vorhergehenden Betrachtung die allgemeinste 
Form der Gruppe von der Ordnung (—2), deren Integration eine iiberall 


*) Fuchs, ,,Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit verinderlichen 
Coefficienten“, Crelle’s J. Bd. 66, pag. 145, (10). 
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endliche Function erzeugt. Die Elemente, aus denen sich w mit will- 
kiirlichen Coefficienten zusammensetzt, sind linear-unabhingig, weil andern- 
falls die zu Grunde gelegte Differentialgleichung reductibel wire. Die 
Anzahl dieser Elemente ist also gleich der gesuchten Zahl N, der in 
obigem Product enthaltenen linear-unabhiingigen Formen. Da nun die 
Ueberschiebung 

{ f*, W} x 


n + x(u—2) 
hat, so ist der Coefficient ,(~) von der Ordnung 
[(a—x)(u—2) + B —1], 


[(a—x) (u—2) + B] 
Elemente, so lange diese Zahl nicht negativ ist, andernfalls kein Element. 
Folglich ist 


(53) Ny => [a—x) u—2) + B] = “FS” W—2) + (+198, 


x=0 


die Ordnung 


liefert demnach 


sobald, da der Summationsindex x von vornherein nur die Zahlen 
0, 1, 2,-- + (r—1) 


durchlaufen sollte, bei B>0O aw <(r—1) oder bei B=O a <r ausfillt. 
Letztere Bedingungen sind aber, wie man aus der Ungleichung (51) in 
Verbindung mit (52) ersieht, immer erfiillt, ausser wenn gleichzeitig 


r= 2, p=3, «c=m38, P= 
ist. In diesem Falle erhalt man 
(53’) N, = 5. 
Schreibt man ferner der Form w die Ordnung 
(—u—y) = 2 + (@—1) (u—2) + (B—2) 


vor und betrachtet die Coefficienten o,(%) wiederum als willkiirliche ganze 
rationale Formen von der ihnen zukommenden Ordnung, so stellt das 


Product 
(w—2)"- f(x) - (a) 
die allgemeinste tiberall endliche Function der Gruppe dar. Indem hierbei 
auf ,(x) die Ordnung 
[(e—1—x) (u—2) + (6—2)] 
fallt, ergiebt sich fiir die Anzahl N, der in jenem Product enthaltenen 
linear-unabhingigen Formen, 
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wenn 8 > 0 ist: 


(64) Ny = > [(@—1—x)(u—2) + (6—1)] = “5P* - (u-2) + (6-2); 
wenn 6 = 0, aber a > 0 ist: 


(64') Ny = >) [(e—2—x) (u—2) + (u—3)] = SS". (2) — (1); 


wenn «=O und 6=0 ist, — was wegen der Ungleichung (51) nur 
bei [r = 2, u=3] eintreten kann: 
(54”) N, = 0. 
Aus 
N=N,—N, 


e~hiilt man nun die Anzahl der linear-unabhiingigen Schaaren von iiberall 
endlichen Integralfunctionen der Gruppe: 


(55) N = a(u—1) + B — dog, 
mit den Ausnahmen |r =2, u=3, «=—3], wo 
(55’) N =4, 

und [r=2, u=3, a=0], wo 

(55”) N=0 
stattfindet. 


Wir wenden uns jetzt dazu, ftir die Gruppe, welche zu der bisher 
betrachteten contragredient ist, die entsprechende Anzahl N’ der linear- 
unabhingigen Schaaren von iiberall endlichen Integralfunctionen zu be- 
stimmen. Man erkennt sogleich, dass fiir die contragrediente Gruppe die 
Differentialgleichung 
(Az) Az() =0, 
welche der zu Grunde gelegten Differentialgleichung (A,) adjungirt ist, 
genau die gleiche Bedeutung hat, wie letztere fiir die urspriingliche Gruppe. 
In der That erfahrt ein geeignet gewahltes Lisungssystem von (A,) nach 
Multiplication mit dem Factor 

(t—2)-* 
die Substitutionen der contragredienten Gruppe. Dazu ist (A,) gleich- 
zeitig mit (A,) irreductibel und gehért der Fuchs’schen Klasse an. Ferner 
iibertragen sich die Voraussetzungen 1), 2), 3), die wir in betreff (A,) 
gemacht haben, von selbst auf (A;), wie man daraus ersieht, dass die 
Summe der Ordnungen ” und y eine ganze Zahl ist, und dass sich je 
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zwei correspondirende Wurzeln der determinirenden Gleichungen von (A*) 
und (A,) zu (—1) ergiinzen. — Setzt man demnach die positive Zahl 
(56) (—v) = «'(u—2) + B +7, 
wo «’ und f# ganze Zahlen sind, 

0<P<S(u—3), O<7’'<1, 
so erhilt man gemiss (55) unmittelbar: 


(57) N’ = a'(u—1) + 6 — Oop, 
mit den Austiahmen [r—2, u=3, a’ = 3], wo 
(57’) N’=4, 

und [r=2, u=3, a’ =O], wo 

(57” N’=0 

ist. 


Es ist nun besonders von Interesse, die Gesammtanzahl (N-+- N’) der 
iiberall endlichen Integralfunctionen beider Gruppen festzustellen. Dabei soll 
zunichst uw >3 angenommen werden. Man hat dann zufolge (55) und (57): 
(58) N+ N= (e+e’)(u—l) + (6+B) — 0p+4o,'). 

Da nach (18) die Zahlen » und vy in der Verbindung stehen: 
n+v=2r—2—~m, 

so ist mit Riicksicht auf (48), (52) und (56): 

(59) (@a’) (u—2) + (B+B) + (y+7') = r(u—2) + 2, 


also, weil 


es th Mill 
sein muss, entweder 
ete=r, ptp=t 

und folglich 

doe + Soe = 1, 
oder 

wte'=r—l, p+p'—e—1 

und folglich 

dos + doe = 90. 
In beiden Fiillen erhdlt man aus (58): 
(60) N+ N’=r(u—l) = m—r. 

Wenn ferner u = 3 ist, so sind die Zahlen B, 6’ = 0, also ist nach (59) 
ete’=r+1, 


und, wofern nicht die oben erwihnten Ausnahmen bei + = 2 vorliegen, 
zufolge (58): 
N+ N’ = 2(a+a’) —2 = 2r, 


womit sich Gileichung (60) auch in diesem Falle als zutreffend erweist. 


| 
| 
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Nehmen wir endlich w = 3 und r = 2 an, so bedingen sich wegen 
ata =: 
die obigen Ausnahmefille gegenseitig so, dass mita—3 «=O und 
mit a= «@ =—3 wird. Alsdann erhilt man aus (55’) und (57”), bez. 
(55”) und (57’) 
N +N’ =4, 
so dass die Beziehung (60) wieder in Kraft bleibt. 
Es bleibt noch iibrig, den Fall r= 1 nachzutragen, der aus der 
ganzen vorstehenden Deduction ausgeschlossen war. Man findet leicht 


N, = E(—»), 
welches Zeichen die grisste ganze in (— ) enthaltene Zahl bedeuten soll; 
ferner ist 

N, = 0, 
da es in diesem Falle keine iiberall endlichen Functionen der Gruppe 
geben kann. Folglich haben wir 
N=E(—n), N=E(—»). 

Da nun bei r = 1 

n+v=—m 
ist, so ergiebt sich: 

N+ N = E(—n)+ E(—v)=m—1, 

ein Resultat, welches sich ebenfalls der Relation (60) unterordnet. 

Im § 4 ist der Nachweis gefiihrt worden, dass unter unsern Voraus- 
setzungen die zu (A,) alliirte Differentialgleichung (m—~+r)-ter Ordnung 
(A,) sich durch ein Fundamentalsystem von (m—r) ,,Perioden“, d. h. be- 
stimmten Integralen vom Typus (36) integriren lisst. Andrerseits kann 
— worauf wir oben hingewiesen haben, — von diesen Lésungen keine 
als ,accessorisch* im Sinne von § 6 ausgeschieden werden. Wir kénnen 
daher sagen: ,,Die Integralfunction 


I(x) =f(e—ayp - u(x) dx 


besitat (m—r) Perioden“, indem wir die Forderung, dass dieselben in 
bezug auf den Parameter z linear-unabhiingig sind, als in diesem Zu- 
sammenhange selbstverstindlich nicht weiter hervorheben. Analog sagen 
wir: ,,Die vorgelegte Gruppe besitet N iiberall endliche Integralfunctionen“, 
womit ausgedriickt werden soll, dass die Gesammtheit der iiberall end- 
lichen Integralfunctionenschaaren der Gruppe sich aus N Elementen linear 
mit willkiirlichen constanten Coefficienten zusammensetzt. 

Denken wir uns nun N solcher Integralfunctionen ausgewihlt, — 
deren Integranden also mit demjenigen von I(x) ,,verwandt“ sind, — 
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so besitzt jede derselben (m—vr) Perioden, die bez. auf den namlichen 
Integrationswegen erzeugt werden wie die erwiihnten (m— r) Perioden 
von I(x); und zwar sind zufolge Theorem V in § 6 diejenigen Perioden, 
welchen der gleiche Integrationsweg zu Grunde liegt, als Formen von z 
betrachtet mit einander ,,verwandt“. Das Schema, welches entsteht, wenn 
man die je (m—r) Perioden der N iiberall endlichen Integralfunctionen 
zeilenweise anordnet, so dass jede der (m—vr) Colonnen je JN ,,ver- 
wandte“ Perioden enthalt, wollen wir kurz ,,Periodenschema der Gruppe“ 
nennen. Daraufhin kénnen wir das in Gleichung (60) erhaltene Haupt- 
ergebniss der Untersuchung dieses Paragraphen folgendermassen formuliren: 


Theorem VI. Unter den oben priicisirten Voraussetzungen in betreff 
der linearen Differentialgleichung, durch welche in Verbindung mit ihrer 
Adjungirten zwei contragrediente Substitutionsgruppen realisirt werden, ist 
die Summe der Anzahlen der tiberall endlichen Integralfunctionen beider 
Gruppen gleich der Anzahl der Perioden, welche die Integralfunctionen be- 
sitzen. Entwirft man also die Periodenschemata der beiden contragredienten 
Gruppen, so ergdnzen sich dieselben zu einem quadratischen System. 

Es mag der Vermuthung Raum gegeben werden, dass dieses einfache 
Gesetz, welches wir hiermit aufgedeckt haben, in weiterem Umfange, als 
er durch unsere Pramissen abgesteckt ist, vielleicht in grésster Allgemein- 
heit Geltung besitzt; — abgesehen jedenfalls von gewissen Grenzfillen, 
wo die reellen Bestandtheile von determinirenden Exponenten ganzzahlig 
werden, ohne dass die imaginaren Theile verschwinden. — Diese Ver- 
muthung rechtfertigt sich in der That leicht bei r—=1. Ihre allgemeinere 
Bestiitigung wiirde fiir eine spiiter folgende Anwendung von grosser Trag- 
weite sein; doch sehen wir von der weiteren Verfolgung des Gegenstandes 
ab, um uns nicht zu sehr von dem Hauptziele dieser Untersuchung zu 
entfernen. 

Unter Beibehaltung der oben gemachten Annahmen erledigen wir 
noch die Frage, wann zu keiner der beiden contragredienten Gruppen iiberall 
endliche Functionen gehiren, wann also sowohl die Zahl N, wie die ihr 
fiir die contragrediente Gruppe entsprechende Zahl N,’ zu Null werden. 
Dieser Fall liegt z. B. vor, wenn die Differentialgleichung (A,) durch 
algebraische Formen integrirt wird. — Kine einfache Discussion der 
Zahlen N, und N,' zeigt, dass diese Forderung nur in folgenden Fallen 
erfiillt ist: 

GZ) r=1; 

(Ih) r—=2, E(—n)—=p—2 
(Ih) r=2, E(—n)=y—1; 
UH) r=3, w=3, E(—n)=2 


(61) 
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wodurch also der Kreis der oben in Betracht gezogenen Differential- 
gleichungen eine bedeutende Kinschrainkung erfahrt. 


§ 8. 
Allgemeine Formulirung der bilinearen Relationen 
zwischen den Perioden. 


Wir kniipfen jetzt an das Theorem II des § 3 an, um aus demselben 
die sich unmittelbar anbietenden Folgerungen zu ziehen. Dabei sei einst- 
weilen die zu Grunde gelegte Differentialgleichung 
(Az) Az(u) = 0 
in betreff des Charakters ihrer singuliren Punkte keiner Einschrinkung 
unterworfen. 

Mit Hilfe von (m — r) geeignet gewiihlten particuliren Lésungen 

Uy (2), Us (2), “Te Um —r (x) 
von (A,) — die nicht etwa linear-unabhingig sein kinnen, da wir 
m > 2r annehmen, — denken wir uns ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen der zu (A,) alliirten Differentialgleichung 
(A.) A.(U) =0 
in Gestalt der Perioden 


(62) U;(2) = {e—ay - ui(x) dx (¢ = 1,2, ---, (m—n) 

(4;) 
construirt. Dass diese Aufstellung wenigstens fiir den Fall der Differential- 
gleichungen der Fuchs’schen Klasse im allgemeinen durchfiihrbar ist, 
davon haben wir uns im § 4 iiberzeugt. Im iibrigen lassen wir die Frage, 
inwieweit sonst diese Annahme gestattet ist, offen, und schliessen natiirlich 
die Fille, wo sie etwa unzulissig sein sollte, von der Betrachtung aus. 
— In analoger Weise bilden wir mit gewissen (m—r) particuliiren 
Lésungen 

%(y), %(y), ie Vm—r(y) 

der zu (A,) adjungirten Differentialgleichung 
(Ay) A, (v) = 0 
ein Fundamentalsystem von Integralen der zu (A,) ‘alliirten und gleich- 
zeitig zu (A,) adjungirten Differentialgleichung 
(A:) A.(V) =0 


in Gestalt der Perioden 


(63) Vile) = f (e—y)-*- wy) ay. 


(4) 
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Dabei seien die Integrationswege 1;, 4; so gewahlt, dass die Differentiation 
der U;, V; nach z unter dem Integralzeichen gestattet ist. 
Bilden jetzt die Functionen 
Vi (2), Ve(2), > ++) Vn—r (2) 
dasjenige Fundamentalsystem von (A:), welches zu dem System der 


— U,(6), Uy(@), = ++ Une 
von (A,) adjungirt ist, so finden unter den Elementen beider zufolge (1) 
in § 1 die (m—r)* ,bilinearen Relationen erster Art“ statt: 
— 6+t<m—r—l1 

64) SUH -WP@=) GE, ote m—r—1 

Sor (2); 6+ct>m—r—1 
(6, = 0, 1,---, ¢m—r—1)) 
darin bedeutet C eine Constante, die fiir die Relationen der Kategorie 
(6 +t) =(m—r—1) den gleichen Werth hat, und die S,,(z) stellen 
gewisse rationale Functionen von ¢ dar, die sich aus den Ableitungen 
der P,(z) zusammensetzen und eine Potenz von P,(z) zum Nenner haben. 
— Uebrigens hindert nichts, die Differentiationsindices 6, t auch itiber 
(m—+r—1) hinaus zu variiren; doch erhalt man dadurch keine inhaltlich 
neuen Relationen. 


i=1 


Weiter sind nun die beiden Fundamentalsysteme der V;(z) und 
V;(2) von (A;) durch lineare Gleichungen 


m—r 


(65) Vi(e) = >) Giz Vile) (i = 1,2,---,@m—n) 


mit constanten Coefficienten von nicht verschwindender Determinante ver- 
bunden. Triigt man also diese Ausdriicke der V;(z) in (64) ein, so er- 
giebt sich das System von Relationen: 

; 7 » 6+tr<m—r—l1 


6 t —1)°C 
DDO VPO=)\Ga ote—m—r—1 
i,x=1 


Sox(2). 6+rtr>m—r—l 
Indem wir hierin die U;(z), V,(¢) durch ihre in (62) und (63) angegebenen 
Werthe ersetzen wollen, tritt infolge der Differentiation speciell bei der 
Kategorie (6 + +) = (m—r—1) auf der linken Seite der numerische 
Factor auf: 
(—n—2)! (—»—2)! = (—1) @+1+o!  (—»—2)! 
(—n—2— 6)! (—»—2—1)! (n+-1)! (M#—r+1+ 0)! 


ae !(—»— 2)! 
= (—1)"-(n+1+9),- so ae , 
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mit dessen Beriicksichtigung wir folgende Beziehungen erhalten: 


— a @) 
0 ’ 6+r<m—r—l 
c 
wane 9 tem rot 
Soe) - ot+c>m—r—1 


Um die durch die Differentiation zerstérte Homogeneitaét wiederherzu- 
stellen, fiihren wir die allgemeineren Perioden ein: 


Tile) — f (e— ay" w(@) - Goa) de, 
(4) 


Ve)— J Gy - vay) - He) dy, 

(4x) 
in welchen G,(x), H,(y) beliebige ganze rationale Formen von der 
Ordnung ihres Index bedeuten, und betrachten den Ausdruck: 

P 4 Cix U;(z) V, (2). 

i,x=1 
Entwickelt man darin G,(x) und H,(y) auf Grund der Taylor’schen 
Reihe nach Potenzen von (¢—), bez. (e—y), so stellt er sich als 
lineares Aggregat mit von ¢ abhiingenden Coefficienten derjenigen linken 
Seiten von (66) dar, deren Integranden (e—wx) und (2—y) in nicht 
geringerer Potenz enthalten als (——2—o6), bez. (—»—2—r). 
Beriicksichtigt man nun die rechten Seiten von (66), so erhalt man folgendes 

Theorem VI. Die Perioden der Integrale gewisser reciproker Formen- 

schaaren, die durch die adjungirten Differentialgleichungen (A,) und (Az) 
definirt werden, sind durch ein System von (m—r)* bilinearen Relationen 
— wir nennen sie ,,Periodenrelationen erster Art“ — verbunden, von der 
Structur : 


61) Cin f ay -u(e)-Go(a)de-f (29-049) - Hey) dy 
ix=1 (i) (x) 
0 
C- G,(2)- H,@) 
(w+1+6),- Pye)’ 
Rox(2) : 6+r>m—r—l 
(o,x =0,1,---, m—r—1)) 


, 6+r<m—r—l1 





6o+r=—m—r—l 








aoe-::l—C STOOCCUD EO hUhRhlUCUr 


SS a he 6 
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darin sind die Grissen C;,, C von 2 unabhiingig, und R,.(2) bedeutet eine 
rationale Covariante der Ordnung 


—(n+v+4+o6+1) = (m—2r—2—6—1) 
von den Formen G,(z), H-(2) und den P,(2), mit einer Potenz von P,(z) 
im Nenner. 
Multiplicirt man Gleichung (67) mit 2"+’+4+°+9 und lasst z un- 
endlich wachsen, so ergiebt sich ein specielleres System von eet ) 
Relationen: 


m—r 


P Cx f wi(2) x da - fv) way 


— x) 
| m . 6+tr<m—r—l 
wEits, 6+t=—=m—r—l1 


wobei allerdings der Standpunkt der Formentheorie aufgegeben ist. 

Wir treffen nun insbesondere die Voraussetzung, dass die Differential- 
gleichung (A,) zu sich selbst adjungirt ist, was zufolge Theorem III in 
§ 3 fiir ihre alliirte Differentialgleichung (A.) die nimliche Eigenschaft 
nach sich zieht. Alsdann kénnen wir die Formen v,(y) mit u(y), V,(2) 
mit U,(2) identificiren, und wenn wir die Gleichungen (65) daraufhin 
mit (13) in Parallele setzen, so zeigt sich gemiiss (14), dass 


Cin = (—1)"-"-! Cr, 
oder, da in unserm Falle m nothwendig eine ungerade Zahl ist, 
Cin = (— 1)" Cys 
stattfindet. Damit gelangen wir zu folgendem 


Theorem VIII. Die Perioden der Integrale von gewissen Formen- 


schaaren, welche durch die zu sich selbst adjungirte Differentialgleichung 
(m — r) (m — r+ 1) 








(Az) definirt werden, sind durch ein System von : , bez. 
at * —*= bilinearen Relationen — je nachdem r gerade oder un- 
gerade ist, — verbunden, von der Structur: 
(68) SG. J (ea) **-uj(@): Ga(w) da: fi (e—y) **™. xy) Hey) dy 
x1 (l) (tx) 
. 6+r<m—r—l 


| C-G 4 H,(2) 
~ | FEES Py@)’ 
Roz(2) : 6+t>m—r—1 





6+r=—=m—r—l 
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und zwar ist darin 


Cin —_ (— 1y Cri, 
sodass sie symmetrischen, bez. alternirenden Charakter haben. 

Die soeben aufgestellten Gleichungen sind aus der Anwendung der 
»bilinearen Relationen erster Art“ des § 1 auf die Lésungen der Differential- 
gleichungen (A,) und (A:) hervorgegangen. Indem wir nunmehr in gleicher 
Weise auch die ,,bilinearen Relationen zweiter Art“ des § 1 iibertragen, 
erhalten wir also ein neues System von Periodenrelationen, welches mit 
dem ersteren algebraisch dquivalent ist. Nach der Darlegung in § 1 er- 
giebt sich dasselbe sofort in der Form: 


(69) A.(U;(@), Va(2)) = Viz, (i, *=1,2,---, (m—n)) 


worin die Gréssen [;, von z unabhiingige Werthe besitzen. — Behufs 
expliciter Darstellung des bilinearen Differentialausdrucks A,(U, V) be- 
merken wir, dass nach (26,) und (27,) A,(U) sich auf folgende Gestalt 
bringen lasst: 


A= > (92) rae(— 1) SE Oa | Pal), U) mr 


-y—2)! (r—x) 





woraus im Hinblick auf (16) und (21) 





m 1)! afm 
a.(U,V) = Ie yrs GE DE (m—t— ON PO); Ue), Ve) win 


hervorgeht. F art man hier der Kiirze wegen ein neues Zeichen ein: 


1)! —* 
[Po; U; VWm—r—1) = (—1pe = ot a = Pt Fis...o, 





so ergiebt sich fiir die durch dasselbe reprisentirte trilineare Covariante 
von der Ordnung Null aus (20’) leicht die symbolische Darstellung: 


m (—n—2) (—r—2) 
P,; U, w—r—1 


(70) 


m—r—1 


= (—1)"4+1 Pe (m-+1+a),-(P,—U)-(P,— Vyr-"-1-2 
A=0 
und nach einigen Umformungen der entwickelte Ausdruck: 


_™m (—n—2) (—r—2) . 
(70) [Po(2); Ul), Ve) km = 
m—r—1 m—r—1—o 
= 
eo za za (— Eyreeseset= My+-o4+1-+1 P. 0, m—r—l1—o—t (2) 


o=0 t=0 


Us(2)- Ve (2): a (—1}) (n—r+A), (v—A),—2 etr— a)! erm. 


4=0 
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Letzterer reducirt sich beispielsweise fiir » = (7 — 1) auf: 


m (—r—1) "Fia) 
[Po(2); U(2), V(e) mr 


m—r—1 m—r—l1—o 


a: “a Za (— Lyme mppotet (1 + 6)o 
o=0 


7=0 


-P 0, m—r—1—o—t (2) -U, (2) Vi (2). 


™-+-r Benutzung dieses Zeichens haben wir nun das 


fheorem IX. Die Perioden der Integrale von zwei reciproken Formen- 
schaaren, welche durch die adjungirten Differentialgleichungen (A,) und (A;) 
definirt werden, sind durch ein System von (m—r)*? Relationen — wir 
nennen sie ,,Periodenrelationen zweiter Art“ — verbunden, von der Structur: 


(ay A f@—2y-**- wa) de, [(e—y)--*-o0(y) dy} = Fie, 
(Hi) (+x) 

oder auch, — unter Vertauschung von Differentiation und Integration nach 

verschiedenen Variabeln: 


(1) fax f dy-u(2)-o6y)-A((@—2-"-4, (@—9)4} Ties 

(i) @) (i, x = 1, 2,--+, (m—n) 
darin stellt sich der bilineare Differentialausdruck A.(U,V) durch ein 
Aggregat von Covarianten dar: 


(72) A.(U, V) => [Px(2); U@), V@)m—r—1—x9, 


und die Grissen T;, sind von 2 unabhiingig. 
Wenn Gleichung (A,), und somit auch (A,), zu sich selbst adjungirt 
ist, so gilt zufolge (15): 
(73) A.(U, V) = (—-1yA.(V, U); 
daraus fliesst im Zusammenhange mit dem Vorhergehenden das 
Theorem X. Die Perioden der Integrale einer Formenschaar, welche 
durch die zu sich selbst adjungirte Differentialgleichung (Az) definirt wird, 


erfiillen ein System von e-1e— rt) | bee, M— ") — "— Relationen 


— je nachdem r gerade oder wngerade ist, — von der Structur: 


(4) a.{ [e—ay-e* wla)de , fey) u(y) dy} = Fin, 
(4) ('x) 
oder auch: 
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14’) fade f dy-r(a) -wely)-Ael(e—a)-*-4, (@—y) 28) = Fas 
(i) &) 
und zwar hat darin der bilineare Ausdruck 


A.(U,V) = [Po; U, V Nm —-—s) + [P23 0, Vm—r—s) + [ Py; U, V(m—r—sy + * + 


symmetrischen, bez. alternirenden Charakter. 

Es soll nun weiterhin unsere hauptsiichliche Aufgabe sein, diesen 
hiermit ihrer allgemeinen Structur nach formulirten Periodenrelationen 
erster und zweiter Art — allerdings nur unter gewissen beschrinkenden 
Voraussetzungen — eine vollig bestimmte Gestalt zu geben. 
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Abschnitt IL. 
Die Periodenrelationen zweiter Art. 


§ 9. 
Das Theorem iiber die Vertauschung von Parameter und Argument. 


Ich beginne mit der genaueren Ausgestaltung der Periodenrela- 
tionen zweiter Art, da sich diese auf kiirzerem Wege erledigen lassen. 
— In der Gleichung (71), durch welche sie formulirt werden, ist, ab- 
gesehen von der Wahl der Integrationswege, nur noch der Werth der 
von z unabhiingigen Gréssen [;, zu ermitteln, welche jedenfalls zu der 
vorgelegten Differentialgleichung in einer gewissen transcendent -invarianten 
Beziehung stehen. Zu diesem Zweck nehmen wir zuniichst mit dem 
Doppelintegral der linken Seite von (71’) eine Umformung vor, welche 
sich auf die charakteristischen Relationen (28) 


(28,) A.(@—2)-"—*]= (v+1) A[(e—2)’], 
(28,) A.[(e—y)—*—*] =—(n +1) 4, [@—9)"] 
stiitzt. Multiplicirt man die erstere mit (e—y)—’—*, die letztere mit 
(¢—ax)~"—* und subtrahirt, so folgt die Gleichung: 
(e—y)-*-? - A, [(2—2)-*—*] — @—a)-*-* -A[@—y)-"*] 


a {_@~2) f uw; 
= (v+1) A.{ Se} + (n+1) A, \@—ay"F?J? 


und hieraus geht durch Integration iiber z, mit Riicksicht auf die Ver- 
tauschbarkeit von Differentiation und Integration nach verschiedenen Para- 
metern, die Beziehung hervor: 


A.{(g—a)-*—*, (@—y)-"—*} 


— 4.(G= 3)" a5) + 1G 52) + 


worin C von 2 unabhingig ist. — Zur Bestimmung von C entwickelt man 
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in der Umgebung von z= die einzelnen Terme nach Potenzen von 
(¢ — x); durch eine leichte Rechnung ergiebt sich: 
A. {(g—a2)*, (2—y)**} = (+ 1)-(@— 9) Pye) - (@— ah 
+ @—ay - O, (@—2); 
fe—-“H 1 
A.{ Q=2)" | = +0), (9) By(@) (2 
+ @—a)"# - 0,(2—2); 


A,| ( = “en ; = 5} — (s—z)"+ E (e— a2)" ®, (2 —2x); 














mithin: 
C = (¢—2z)"t* . 0, (2—2); 

— darin bedeuten die Zeichen  Potenzreihen, die nach ganzen positiven 
Potenzen ihres Arguments fortschreiten. — Ist nun v nicht ganzzablig, 
so folgt fir limz=—x2 C=O, da C endlich sein muss. Ist aber v 
eine ganze Zahl, so muss dieselbe nach der bei (25) gemachten Voraus- 
setzung entweder grésser als (r — 2) oder kleiner als (r — m) sein. Im 
ersten Falle folgt also wieder C0, wahrend im zweiten Falle n > (r—2) 
und in der Umgebung von z = y 


Cum @—gy-*** -O,6—9) 
ist, so dass sich immer C = 0 ergiebt. Demnach gilt die Relation: 











(75) A, (e—2)-"-2, (e—y)- 
—4: (= 4) +4, (E44) 


unter der néimlichen Voraussetzung wie die Ausgangsgleichungen (28). — 
Wir multipliciren dieselbe mit dem Product u(x) - v(y), dessen Factoren 
beliebige Lésungen der Differentialgleichungen 


A,(u) = 0, A, (v) = 0 


bedeuten, und integriren iiber x und y auf zwei Wegen, die keinen Punkt 
mit einander gemein haben; dann erhalten wir unter Benutzung der 
Identititen: 


0(9)-4( (= a]=  AlG  -)} 




















y—« oy y—@ 
w(a)-4,{ @=2)"" 4 | = — 2 a, {u(o), (345 


die fundamentale Relation: 











on 
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6) fax fadyu(e)-vy)-Ai(@—2)-*-4, (6-94) 


=f u(2) dea, { (4. +o) 


% 


z2—a\r+1 1 1 

— foc aa[luco =)" ss) 0. 
welche das Abel-Jacobi’sche Theorem iiber die Vertauschung von Para- 
meter und Argument in homogener Gestalt liefert. — Sie setet zwei zu contra- 
gredienten Substitutionsgruppen gehdrende Integralfunctionen in Beziehung, 
welche im wesentlichen so beschaffen sind, dass je die eine das Argument 
der andern als Parameter besitet, an dessen Stelle sie eine logarithmische 
Unstetigkeit erfihrt. — Lisst man z ins Unendliche riicken, so erhilt 
man die gewdhnliche Formulirung des Theorems.*) __ 

Die Gleichung (76) wird uns nun als Grundlage fiir die Bestimmung 
der Constanten [ in den Periodenrelationen zweiter Art dienen. 








i 
Yo 








§ 10. 
Erste Gruppe der Periodenrelationen zweiter Art. 


Indem wir die genauere Formulirung der Periodenrelationen aus- 
schliesslich bei Differentialgleichungen der Fuchs’schen Klasse verfolgen, 
nehmen wir inbetreff der Gleichung (A,) zuniichst die Voraussetzungen 


des § 7 wieder auf. Danach besitze sie w= = singulare Punkte a1, d2,°-:,@u, 
und die Wurzeln 

Qi1, @i2, ***y Qir 
der zu a;- gehérenden determinirenden Gleichung seien von einander ver- 


schieden und ihre reellen Bestandtheile negative echte Briiche. Sind 


entsprechend 
Gi1, Gia, °° *» Gir 


die zu a; geh6renden determinirenden Zahlen fiir die adjungirte Differential- 
gleichung (A;), so zeigt man leicht, dass 


 . 
17 6:2 = — 0; ou oe ? ) 
( ) ° Qik 4 Gm 1,2,-- 97 
wonach dieselben ebenfalls von einander verschieden und in ihren reellen 
Theilen negative echte Briiche sind. — Diese Voraussetzungen decken 


*) Vgl. Jacobi, Werke Bd. Il, pag. 128 ff. 
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sich mit denjenigen, auf welche Hr. Fuchs seine Entwicklung gegriindet 
hat.*) — Ausserdem nehmen wir » als von einer ganzen Zahl ver- 
schieden an. 

Ich behaupte nun, dass auf Grund dieser Festsetzungen die zwischen 
irgend zwei — Punkten erstreckten — 


be 3 


U(e) = -fi (@—ay**-u(e) de, ve—f (e—y)-"*- wy) dy 


Lésungen der Differentialgleichungen (A,), (a) darstellen. — Bedingung 
ist hierfiir zufolge (30,), (30,), dass die Ausdriicke 


[A.(u@), @—ay)|} , [4y(¢—y", ow], 
verschwinden. Betrachtet man allgemeiner die Functionen 


A, (u(x), y (x)) ? A, (vy, vy), 
in welchen p(x), #(y) sonst beliebige, aber in den singuliren Punkten 
sich regulir verhaltende Formen bedeuten, so geht aus den Identitiiten 


x A, (u(x), p(x)) =— u(x) - Az(p(@), 


A, (wy), vy)) = vy) - Ay (w@) 


durch Integration ihrer Reihenentwicklungen folgendes hervor: wenn sich 

in der Umgebung des singuliiren Punktes a; w(x), v(y) particular ver- 

halten wie (a—a,)"", (y—a;)"", so verhalten sich jene Ausdriicke wie 
(@e—ay",  w—ay?™; 

folglich hat man fiir beliebige Integrale u(x), v(y) von (Az), (Ay) und 

fiir jeden singulaéren Punkt a;: 


(78) [A:(u@), p@)),4, =9 » [4% oW)),_., = 9; 


sodass die obige Forderung in der That erfiillt ist. 

Um die Werthe der Integranden eindeutig zu fixiren, legen wir in 
der complexen Ebene einen Schnitt von a, aus iiber a,,a,,---, a, nach z, 
und fiihren die Integrationen auf der linken (positiven) Seite desselben 
aus. Benutzen wir successive die (w—1) Seiten des Streckenzuges 
(@,, Gy, 3,--+,@,) als Integrationswege fiir « und y und setzen fiir u(x), 
v(y) die je r Elemente von Fundamentalsystemen der Gleichungen (A,), 
(A,) ein, so erhalten wir auf diese Weise insgesammt r(u — 1) =(m—r) 


*) ,,Ueber Relationen, welche fiir die zwischen je zwei singuliren Punkten er- 
streckten Integrale der Lésungen linearer Differentialgleichungen stattfinden,“ Crelle’s 
Journal Bd. 76, Nr. 4. 
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Lésungen U(z), V(z) von (A.), (A;), die, wie wir an spiiterer Stelle nach- 
weisen werden, linear-unabhiingig sind. Dies einmal angenommen, stellt 
dann also die Gleichung 


M41 Okh+-4 


(79) al [(e—ay"?-wu(a)de , [ew *-ve(y)ay} = const. 


4,*=1,2,---r 

h, k=1,2,---(u—1) 
die Gesammtheit der in Aussicht gestellten (m—r)* Periodenrelationen 
dar. Dieselben ordnen sich in drei verschiedenen Gruppen an, je nachdem 
die Integrationswege (a, +1), (Gx, G41) von 2, bez. y keinen Punkt 
gemeinsam haben, oder sich in einem Eckpunkte treffen, oder ganz zu- 
sammenfallen. Die erste Gruppe enthilt 


r+ (u—2) (u—3), 


die zweite 
r. 2(u—2), 
die dritte 
r-(u—1) 
Gleichungen. 


Die erste Gruppe lisst sich nun sofort erledigen, da wir, wenn die 
Integrationswege keinen Punkt mit einander gemein haben, in (76) nur 
Ly = Mn, Ly = A411, Yo =H, Y, = M41 einzutragen brauchen. Indem 


dabei zufolge (78) 
n-+1 


[4 (=) ool o 


| Ae {u(2), ae ee | 0 


wird, erhalten wir die Gleichwng*): 








P+1 et 
(80) A, | fe-ar -u(x) dx Jew . v(y) ay} =0, 


(hk =1,2,---@—LD; k>h+1 oder h>k +1), 


welche also r?-(u—2) (w—3) Relationen reprasentirt. 

Integrirt man ferner in (76) iiber « von a —, bis a42, — aber 
diesmal nicht lings der linken Seite des Schnittes selbst, sondern auf 
einem Wege, der links davon durch das Innere des Polygons fiihrt, — 
integrirt man dazu iiber y von a, bis a,+41:, so wird die rechte Seite 





Vgl. Fuchs, 1. ¢. Nr. 7. 


*) 


) 














Arraur Hirscn. 


254 


wieder zu Null. Nachtriiglich kann man dann den Integrationsweg von 
x in das linke Ufer der Schnitte (a,—1, an), (Gn, Qn+1), (Ga41, Gi4s) 
deformiren, und erhdlt somit die Gleichung: 


a), O44 . 
(1) Af fay" *-ulade , f(e—yy?*- oy) ay} + 


Fh4+1 M41 


a fay t-we@az , fe—wy*- vy) ay} + 


afi (ea) ale) ao, fi oy - v(y) dy} =0, 
Th4-1 4), 


welche unmittelbar die dritte Gruppe von Relationen liefert, wenn diejenigen 
der zweiten Gruppe bekannt sind. — Wir haben uns also weiterhin nur 
noch mit dieser letzteren zu beschiftigen. 


§ 11. 
Zweite Gruppe der Periodenrelationen zweiter Art. 


Wir nehmen auf den Strecken (a1, m%), bez. (a,, 4,41) in der 
Nahe von a, zwei Punkte an, (a,—d), bez. (a,+-¢), und fiihren jetzt in 
(76) die Integration iiber x von a,—; bis (a,—d), tiber y von (a+) 
bis @4+1 aus, um darauf 0 und « gegen Null convergiren zu lassen. Da 
zufolge (79) das Resultat dieses Processes von z unabhiingig ist, so diirfen 
wir auf der rechten Seite den Punkt z sogleich ins Unendliche verlegen 
und haben dann: 


a, O44 
A, J (e—a)~"—* -u(a) da J (-—y)"*- »(y) ay} 


- h 
a,—d 


= lim — fu) de| A, (+; , 70) 
2=0 “h—1 
Oty 


—fow) dy [42 {u(2), | ' 


ate 


Auf der Strecke (a,—1, (@,—4)) nehmen wir ferner in der Nahe des End- 
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punktes einen Punkt (a,—0’) an und zerlegen das Integral der rechten 
a,—d 
Seite J in die beiden Theile: 
a—1 
a,—d a,—d 

ha SS 

ay, 4 a,—d' 
Von diesen verschwindet der erstere fiir lim «0, so dass nur der zweite 

44 
zu beriicksichtigen bleibt. Entsprechend kann man das Integral f durch 
a,+e' ay,+e 


ersetzen. Indem wir noch der Kiirze halber den Punkt a, in den Null- 
‘+e 
punkt verlegen und die linke Seite einfach mit A, bezeichnen, erhalten wir: 


—d 
(82) —— Pe - [4s 52? °@)] hie 


— foe) dy | 4. {u(z), “IL, , 


Wir verstehen nunmehr unter u(x), v(y) speciell irgend welche 
Elemente der kanunischen Fundamentalsysteme des singuliren Punktes 
0, die so normirt sind, dass ihre Potenzentwicklungen mit den Termen 
a¢, bez. y’ beginnen. Darin sind die Exponenten 9, 6 Wurzeln der zu- 
gehdrigen determinirenden Gleichungen; doch behandeln wir sie einstweilen 
als variable Parameter, immerhin mit der Einschrankung, dass ihre reellen 
Theile als negative echte Briiche gelten. Setzt man diese Potenzreihen 
auf der rechten Seite von (82) ein, so darf man die daraus resultirende 
Entwicklung derselben, wie leicht darzuthun ist, auf thren ersten Term redu- 
ciren, indem alle hiheren Glieder beim Grenziibergange verschwinden*). Man 
erhalt nimlich unter Beriicksichtigung der in (3’) angegebenen Structur 
von A(u,v) fiir das erste Integral der rechten Seite eine Reihe von 
folgendem Charakter: 


—S a 
Pd Fe lel = ae 


a=0 f=0 |y=1 





*) Vgl. Fuchs, 1. ec. Nr. 13. 
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Hier hat das Integral 


é’ 

. & Y 
| (eH) tear 

9 
stets einen endlichen Werth, da fiir die in Betracht kommenden Werthe 
von x und ¢ 
é 
ist 


unterhalb einer endlichen Grenze liegt. Folglich verschwindet in obiger 
Reihe fiir lim ¢ = 0 jeder Term, bei dem a >0 ist. Wenn aber « =0 
und 6 > 0 ist, so hat man 


é é 

ote fi. e oe 
for spp tem tf Gy (ao tteae, 
und da das Integral wiederum endlich bleibt, so geht auch dieser Aus- 
druck fiir lim ¢ = 0 in Null iiber. Es bleibt also nur der Term erhalten, 
welcher « 0, B =O entspricht. — Das Gleiche gilt fiir das zweite 
Integral der rechten Seite von (82). — Vergegenwirtigen wir uns den 
Ursprung der iibrig bleibenden Glieder, so ist hiermit folgendes gezeigt: 
Wird mit 

F,(u) = gx" -u™) + e,a7—1-ul—) + ear—?- we) 4 --- fe, 0 

derjenige Differentialausdruck mit constanten Coefficienten ¢, bezeichnet, 
dessen determinirende Gleichung 


F(e@) = @- e(@—1)---(@—r +1) + 4+ e+: -(@—1+2) +--- +a =0 
mit derjenigen der Differentialgleichung (Az) im Punkte x =O _ iiberein- 
stimmt, — er ist durch diese Forderung offenbar vollstindig bestimmt, — 
so diirfen wir auf der rechten Seite von (82) das Polynom A, durch F,, 
u(x), v(y) durch 2¢, y° ersetzen, und erhalten demnach: 


—d 

{ . : . 1 

si “—— | ne Lelsaev) |. 
e=0 _= 


—frras[(x =H]. 


Behufs weiterer Reduction ist dieser Ausdruck durch partielle Integration 
derart umzugestalten, dass unter den Integralzeichen nur die erste Potenz 
von (z—y) im Nenner stehn bleibt. Um das hierzu geeignete Verfahren 
iibersichtlich darzustellen, will ich zuvor einige Formeln ableiten, welche 
sich auf Differentialpolynome von der Structur von F’,(x) beziehen. Solche 
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Differentialausdriicke mégen ,,reducirt* genannt werden, und fiir ihren 
determinirenden Ausdruck soll immer das gleiche Symbol, aber ohne 
Suffix, gebraucht werden, wie fiir das Differentialpolynom selbst. « und 6 
mégen beliebige Variabeln bedeuten. Es gilt dann zunichst: 


(84) F,(a*) = x*- F(a), 
ferner, mit Riicksicht auf (77): 
(85) Fy{x*) = x? . F(—p—1), 


wenn mit F’,(v) der zu F,(u) adjungirte Ausdruck bezeichnet wird. Weiter 
ergiebt sich fiir den bilinearen Ausdruck F’,(u, v): 


4 Plat, a8) = a8. Feat) — 2%. Fi(at) = att0. (F(@)— F(—B—1)}, 
also: 


(86) F, (at, x8) = g@t+0+1. (Fo sece)). 


Hieraus geht hervor, dass auch die Ausdriicke 

(87) g-P—-1. Fu, of) , 2-*—!. F(a, 0) 

,preducirt“ sind, da sie die hierfiir charakteristische Eigenschaft (84) besitzen. 
Ist ferner 


Qe(w) =-»> (2) - ulr—*) 
z=0 


zunichst ein beliebiger Differentialausdruck mit ganzen rationalen Coef- 
ficienten, so hat man, unter Benutzung der Umformung von A bel-Jacobi*): 


- je x (#) 
Qn(; 5)= Sul i(s2,)- Ie 1) SS [2] 
20 Sls Sor eI 


also zufolge (2): 


V. 6) = Q, (. = ~ +> wy i= [“="". 


Wenn nun Q,(u) speciell einen reducirten Differentialausdruck bedeutet, 
so ist 
Vy (2) — qV, (y) 
a—y 
eine ganze rationale Function von y vom Grade (r—x—1), welche also 


*) Jacobi, Werke Bd. I, pag. 128 ff. 
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nach (r—x)-maliger Differentiation verschwindet. Fiir einen reducirten 
Differentialausdruck gilt daher einfach: 


(88) @- (G5) — & (G4) = — % G2): 


Nach dieser Vorbereitung gehen wir jetzt an die beabsichtigte Re- 
duction der in (83) auftretenden Integrale 


fines [* (ys -4'} 
cm —frran[ fo so 


heran. Setzt man 

(89) F, (u, y’) = yt? M,(u), 
F(a, v) = at+!. M,(2), 

so sind nach (87) M,(u) und M,(v) reducirte Differentialausdriicke (r —1)-ter 

Ordnung, und es folgt mit Benutzung dieser Zeichen und unter Beachtung 


von (88): a 
= — yt f xda-M, (= == 9 finde M, (>) 
pf 
Kamat fy dy-M, (- ~) = art [yy M (—*). 


e 
é é 


Nunmehr lisst sich die partielle Integration unmittelbar bewerkstelligen, 
wobei die Identititen 


vf 3 a 1 
M,(a*) — at - Mz (=~) = = 7, MU. (ze, ——-), 
1 o oO : 1 ome @ A 
—~ a) # My (53) = py My (y’, =—q) 
heranzuziehen sind. Beziiglich der letzteren sei noch bemerkt, dass 
nach (84) 





M,(a) = x¢ - M(), 
M,(y?) = y’ - M(¢) 
stattfindet; setzen wir dazu 
M, (x, v) = «e+! - N,(v), 
M, (y’, v) = y’t?- N,(e), 


so sind N,(v), N,(v) gemiiss (87) wiederum reducirte Differentialausdriicke 


(90) 








te- 
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(r—2)-ter Ordnung. Daraufhin ergiebt sich durch Ausfiihrung der partiellen 
Integration: 


+o 
= 0 * af dx Oo v1 1 “a 
K— — Mee)-y’** Jy sy [a+ We) lO, ; 
also, wenn man y=é eintrigt und beriicksichtigt, dass der von « = — 0’ 


herriihrende Theil des zweiten Terms fiir lim ¢ = 0 verschwindet: 





, 
o ‘Cc ied ? o 
(1,) K=—M@e)-« ee Goede + [aett.yttwe (+). 
y= 8 
Analog findet man, wenn man noch beachtet, dass nach (88) 








uGEaN 


Yy — x, 
ist: 
(91) K—=M(o)-(—akt fA 4 [arts yott.nz (2) ] 


x=—d 
y= — 8 


Ks handelt sich jetzt darum, die Symbole M,M, N,N, mit denen 
wir bisher operirten, wirklich zu construiren. — Gehen wir auf die 
Definition von M, und M, in (89) zuriick, so erhalten wir mit Hiilfe 
von (86): 





M(«) = F(«) — F(—6—1) 
(92) aig ihe 
Mg) = 2@—F—-8—») 
B+e+1t ? 
so dass 
/ F(e) — F(—s—1) 
(93) M(9) = M(6) = e+ot1 


wird. In gleicher Weise folgt aus (90): 
_ Me — M(—6b—1}) 








NO) = "Fret! ? 
wis MAE no tl 
N(a) = mo Ac a L) 


oder, wenn man die Zeichen M,™M durch ihre Werthe aus (92) ersetzt 
und zusammenfasst: 





~ § =se-8—9 Fe) _F(—s—}) 
N@) = erptie@—H + @FerDe+etH + C—Heteti) 
N(«) = —s ow ge ee 

= Veo @-f+eFi) — @—aeteti) CFa+ie+oFi)! 


Der Vergleich dieser beiden Ausdriicke liisst sofort erkennen, dass 


N() = —N(—6—1), 


17* 
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also zufolge (85) 

(94) N.(v) = — N,(v) 

stattfindet. Beiliufig sei, obgleich wir dessen nicht mehr bediirfen, be- 
merkt, dass man aus dem Werthe von N(§) fiir den Differentialausdruck 
N,(v) selbst folgende Darstellung erschliesst: 


1 
ote+i 

Addiren wir nun die in (91,) und (91,) erhaltenen Ausdriicke von K 
und K, so zerstiren sich wegen (94) die Terme ausserhalb der Integralzeichen 
gegenseitig, und es bleibt mit Riicksicht auf a 


= F(e) — F(—s—1) , (—a)dex et [ y’dy| 
Aa K+ ka | OS J[-enfs ape +(—9) £2). 


Hier hat, zufolge der Bedeutung der Zahlen @ und (—o—1) als Wurzeln 
der determinirenden Gleichung F(a) = 0, der Factor 
[-2- a Foo 7) 
et+o+1 
den Werth Null, ausser wenn 9 + 6 + 1 =O ist, in welchem Falle er 
gleich 


N,(v) = {a-e—1. F,(a?, v) — 2°- F,(a—°—! ,v)}- 


Fe) 


wird. Alsdann ist der zweite Factor: 


é’ 
— eel f(y te + fey | 
, -) Se y+)’ 
3 


oder, nach Substitution von 2 = ez, y = = 


! 
| 
is.) 
: 
~~ 
2 
es 
+8 
a! 
2 
Lal] 
+5 
! 
| 
is) 
3 
‘on 
+o 
| 


also fir lim d = 0, « = 0: 


a 


-—ofat- ot mee 


Damit sind wir zu dem Resultat gelangt: 
0, e+o+1+0, 


dF@) tx a 
de sin (ze) he tad hacen 


A, = 




















e- 


*) Vgl. Fuchs, |. c. Nr. 10. 
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Wir bezeichnen nun den singuliiren Punkt, der gegenwiirtig in Frage 
kommt, wieder mit a. Sei 


ity (2), thy (x), - - - &-(@) 
das zu a gehérige kanonische Fundamentalsystem von (A,), und zwar: 


- 1 
ite = dao X* + day att? 4... 


sei ferner 

Oy (&), %(x), ++ - o-(@) 
das zu ersterem adjungirte System der Integrale von (Az). Dann ist 
offenbar v, von der Form: 


a = dag t °*—* + dar a 8 Less, rs 
und wir erhalten die Beziehung der Anfangscoefficienten aus der Forderung 
(10), wonach 
A, (ta, 0) = dup , 
also auch 
| A (deo gee, bso a *e—*) = Dap 
sein muss. Fiir 6 = ergiebt sich mit Hiilfe von (86): 


Geo Deo: (Ge )e. == 1.*) 


Tragen wir diese Integrale %,, 0; an Stelle von u, v in A, ein, so erhalten 
wir demnach die Relation: 


a), Ah4-1 
(95,) AL f(e—ay**ie(a)ax , [e—y"* - 8) ay} 
ay “h 
gi ’ ote 
= 8u8 sin (7,) = Oa32u% . pita 4 . 


(«, B=1,2,-+- 7). 


Die hierin auftretenden Elemente sind simmtlich in bestimmter Weise 
aus dem Differentialausdruck A, hergeleitet. Ersetzt man sie durch die 
correspondirenden Elemente des adjungirten Ausdrucks A,, so wird man 
noch zu der Relation gefiihrt: 


a4 a, 
(95,) A, [e—ayr ii (x)dx , { (e—y)-"*- ap (yay 
% a1 
—HiQe 
e bf Pi in 1 
= 9a sin (@,) = Dap 2x71 - paita__ . 


(a, B= 1,2,-+-7) 
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Diese Gleichungen (95,) und (95,) liefern fiir h = 2, 3,---(u—1) die 
zweite Gruppe von r*?-2(u—2) Periodenrelationen zweiter Art. 


§ 12. 


Darstellung der Fundamentalsubstitutionen der Gruppe 
durch die Perioden. 


Bevor wir die Relationen der zweiten Gruppe mit Benutzung von (81) 
zur Herleitung derjenigen der dritten Gruppe verwenden kénnen, miissen 
wir sie von den bisher zu Grunde gelegten kanonischen Fundamental- 
systemen ‘der einzelnen singuliren Punkte auf ein und dasselbe Funda- 
mentalsystem iibertragen. Es sei also 


u(x), U(x), 7S u, (x) 
ein beliebiges Fundamentalsystem von (A,), 
0,(x), 0:(x), - -- v-(x) 
das zu ihm adjungirte Fundamentalsystem von (A;). Dieselben sind mit 


den in (95) benutzten kanonischen Systemen #, % des singuliren Punktes 
a, durch lineare Gleichungen verbunden: 
ta(#) = 2S! Cou the(@), 


a=1 


(6,7 =1,2,---r) 


v: (2) = ps Crp U3(2), 
p=1 
fiir welche die Beziehung 


r 


> Ug + Vo = > Ua * Ve 


o=1 a=1 
identisch gelten muss. Es folgt daraus: 


r 


(96) >, “ee Cop = Das; (a, B=1,2,---r) 
o=1 

die Matrices {¢,,} und {c,,} sind also zu einander reciprok. — Setzt 

man nun zur Abkiirzung ; 

(97) ewe — @,, (4=1,2,---r) 


so ergeben sich durch den Uebergang von den kanonischen zu den soeben 
eingefiihrten Fundamentalsystemen aus (95,) und (95,) die Relationen*): 


*) Vgl. Fuchs, 1. c. Nr. 19, (8). 
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lie * shh 
(93) AL f (e—ay** g(a) de, f (e—y)-"* - ve(y) dy] 
1 a | 
r | 
. ' @) | 
= Bai Deo Cra’ _— i’ | 
| 1) “h+1 o ) 
en (98,) A) J (—a2) "+ wo(a) da , f (e—y) "* + ve(y) ay| 
-. @ a, a1 | 
la- r ‘ 
= 2ni DS corcer 57" (6,r=1,2,---r) 
4=1 | 
Zur weiteren Umformung der rechten Seiten ziehen wir jetzt die 
Substitutionen heran, welche die Fundamentalsysteme u, v bei Umlauf 
ait des Arguments um den singuliiren Punkt a, erfahren. Setzen wir dieselben 
on in der Form an: 
Ug = >) 90 “Ur, 
sbi (o=1,2,---r) 
7) Vs = > Ge ‘Ur, 
t=1 


indem wir den vollzogenen Umlauf durch Ueberstreichen andeuten, so 
stellen sich, mit Riicksicht darauf, dass 


= , = _ 
vu, =a, u, , “"s% 


ist, und mit Hiilfe von (96), die Coefficienten 9,7, 92 folgendermassen dar: 


r 


r) Jor = > Coa ca a, 


(99) _ (6,7=1,2,---r) 
tut ,  , 1 
Jor = > cores 9 
4=1 . 
r) woraus 
en, y 
#): > Io Io === Des (a, B =1,2,---7r) 


o=1 


hervorgeht. 
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Die rechten Seiten von (98) und (99) zeigen in ihrer Structur eine 
enge Verwandtschaft; auch hat bereits Hr. Fuchs*) darauf hingewiesen, 
dass die ersteren zufolge der Gleichungen (99) algebraisch von den Coef- 
ficienten g,, abhiingen. Wir kénnen aber leicht darthun, dass sie sich 
sogar rational und eindeutig umkehrbar durch die gaz ausdriicken lassen. 

Zu dem Zweck fiihren wir, unter @ einen willkiirlichen Parameter 
verstehend, die folgenden rationalen Functionen desselben ein: 


r 


Gor(@) — (Yor ieee 057@) = deo Cea . (o,— a), 
A=1 


= ae 1 
H,2(@) = 2 CraCoa’ js , 
und setzen speciell 
Go7r(1) = (Jor -- Ce) Gee, 
Hy 7(1) = Hort. 
Es ist dann 


G(@) = |Gee(o)| =] [ (,—2), 


also 
G(@) = 0 


die Fundamentalgleichung des singuliren Punktes a,, welche der Voraus- 
setzung nach den Werth o=1 nicht zur Wurzel hat. — Componirt 
man nun die Matrices 

{Joi} und { Hax(@)} 
mit einander, so folgt: 


P ' F 1 ' @, 
Jai H,,,(@) — Coa Cia De * Cy3Co 3 ——-—_ = 0b. aes 
2 ». ii a i " @,—@ 


6, &, a, p 
=> Cra Cia k + cs] = 0;, + oH;,(@); 
mithin ist: 
>, Gai — 980i) « Ho x(w) = ir; 


oder also: 

*) , Ueber die Relationen, welche die zwischen je zwei singuliiren Punkten 
erstreckten Integrale der Lésungen linearer Differentialgleichungen mit den Coef- 
ficienten der Fundamentalsubstitutionen der Gruppe derselben verbinden“. Sitzungs- 
berichte der Berliner Akademie, 1892 II, pag. 1117. 
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(100) >! Goi(@) « Hox(@) = dix. (i, x =1,2,---r) 
o=1 


Hiermit erweisen sich die Matrices 
{Goe(@)} und | H7(@)} 


als zu einander reciprok, und wir werden fernerhin die Elemente der 
letzteren geradezu als dadurch definirt betrachten. Demnach lassen sich 
die H,.(@) rational durch die gor wnd den Parameter w darstellen, indem 
man die correspondirenden Subdeterminanten der Gax(a@) bildet und dieselben 
durch die Determinante G(w) dividirt. Insbesondere ergeben sich fiir 
wo = 1 die H,, als rationale Functionen der g,, mit nicht verschwinden- 
dem Nenner. 

Indem wir uns auf diese Thatsache stiitzen, kénnen wir nun sofort 
die angestrebte Umformung der rechten Seiten von (98) ins Werk setzen. 
Wir finden 


> se S Coa Cra* [ 


A4=1 A4=1 


> Coa Cra’ oie 7 = Aco 


Heben wir noch die Zugehérigkeit dieser Grissen zum singularen Punkte 
a, durch Anfiigung des oberen Index h hervor, so erhalten wir die zweite 
Gruppe der Pericdenrelationen in der folgenden definitiven Gestalt: 


ani | aco + Heo, 











ee. Gh 
A, { [(e—ay** -uo(2) ae fey. ve(y) dy} 
G—1 ay, 
, = 2ui(8,, + A), 
(101) MH+1 Ch 
a fay"? uo(a) de, fey"? ely) ay} 
‘ap 4 
_—_ 9p e 6,t=1, 2,-- q 
= 2x. ( oe 


Mit Riicksicht auf die in (100) enthaltene Reciprocitit fliesst hieraus 
folgendes 

Theorem XI. Die Elemente der Matrix {gi I, 
lundamentalsystem [u,(x), +--+ u,-(a)| bei Umlauf des Arguments um den 
singuldiren Punkt a, substituirt, lassen sich als rationale Invarianten der 


os , mit welcher sich das 
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Perioden der Integrale dieser und der adjungirten Formenschaar darstellen; 
und zwar erhdlt man das gesuchte Coefficientenschema, indem man zu der 
Matrix: 


+41 
1 _ — : 
a A. [fe * ute (x) dx fo—- *. va(y) dy iy (6,c=1,2,---r) 
*%—1 

die reciproke Matrix construirt und deren Diagonalelemente um ‘die Einheit 
vermehrt. 

Endlich lassen sich aus (101) auf Grund von (81) die r*-(u—1) 
Periodenrelationen der dritten Gruppe ableiten; sie lauten: 

h+1 41 
(102) A, fea -wo(@) dx {ea ee) dy} 
a), a), 


to 


— aus {o,,+ + H® + =). = 1, at ) 


§ 13. 
Nachweis der Vollstindigkeit des Systems der Periodenrelationen. 


Es bleibt uns noch iibrig, den Nachweis zu fiihren, dass die zum 
Aufbau der Relationen (79) verwandten je r(u—1) Perioden U(z), V(z) 
linear-unabhiingig sind, — wodurch erst die Vollstindigkeit des Systems 
der in (80), (101) und (102) erhaltenen Periodenrelationen gesichert wird. — 
Zu dem Zwecke ertheilen wir ihnen zunichst eine einheitliche Form, indem 
wir durchgingig a, als untere Grenze der Integrale einfiihren; alsdann 
ergiebt sich durch Combination der gefundenen Resultate leicht das 
folgende System von Gleichungen: 


a), ay 
(108) A, Lfe-ar *uo(e)de , { e—y)?*-ve(y) ay| 
— 2mi (8,, + Ht?) a _ 
—_ : (1) (A) — s 6,t=1,2,---7 
2x1 (6,, + Hy + HY), k=h pt Ae: 
— 2mi (H{) , “b>a 





Die Determinante der (r(u—1))* Elemente der linken Seite zerfillt in ein 
Product von drei Determinanten, deren eine, die Determinante des bilinearen 
Ausdrucks A.(U, V), wie man aus (3”) und (4) ersieht, gleich (P,(¢))"” 
ist,, wahrend die beiden andern die Hauptdeterminanten der Perioden- 
systeme U(z), bez. V(z) sind. Sind die Elemente eines der letzteren 
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nicht linear-unabhingig, so verschwindet foiglich mit der betreffenden 
Hauptdeterminante auch die Determinante der (r(u—1))* Elemente der 
rechten Seite von (103). Letztere Forderung ersetzen wir durch die 
fiquivalente des Zusammenbestehens der r(u—1) linearen homogenen 
Gleichungen mit ebenso vielen Unbekannten 2;;: 


>> (8,,+ Hie) © eat > (8,, + Ho? +H) «,, 
+> > ws tp =O 


t=1 k=h+1 
oder zusammengefasst: 


- (h) (1) 6= 1, 2, — 
Satt Se Sat Ben GID 
Hier fiihren wir im Interesse der Symmetrie weitere r Unbekannte 

21 durch die r Gleichungen ein: 


le 


(104) > ta = 0, (c= 1,2,-+-7) 


k=1 


womit obige Gleichungen die Form erhalten: 
h 
Ps + >=, a [Sa tl +> voi ‘ 
t=1 k=1 t=1 


Achtet man darauf, dass die rechte Seite aus der linken fiir 4 1 hervor- 
geht, so kann man letztere Relationen unter Heranziehung von r neuen 
Unbekannten x, besser folgendermassen darstellen: 


(h) a 
Smt Deum . h=1,2,---p 


Um die H zu beseitigen, multiplicirt man nun mit G” und summirt 
iiber 6; dann folgt: 


>a UH, +> Dare ok? 


k=1 o=1 


oder, wenn man auf die Bedeutung der G zuriickgeht: 


A—1 


(05) Dws-a-3 Se —Su-  GLPE) 
k=1 


=1 o=1 
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Zur weiteren Behandlung dieser Gleichungen ziehen wir die Sub- 
stitutionen heran, welche das Fundamentalsystem [w, (x), ---u,(x)] bei 
simultanem Umlauf des Arguments bez. um 


(44), (Ay, Gy), (yy Mey My), ++ (Gy, My, As, ++ * Gu) 
erfahrt. Die Substitutionscoefficienten eS des Umlaufs um (a,, dg, - ++ a) 


berechnen sich aus den a; ” vermittelst der Gleichungen: 


h—1) (A) (h) “, A=1,2,--- r 
>e Gin = ( =ts 


i=1 


_ 
” hich 0, 


ist. — Multipliciren wir jetzt (105) mit oy und summiren iiber i, so folgt: 


wobei 


r r h A—l1 r 
(A) h—1) = (A) h—1) > 
> 2, — >t. => > “a hes 
o=1 o=1 k=1 o=1 k=1 o= 


und durch Summation der zu h = 1, 2,3,---w gehérenden Gleichungen 
ergiebt sich weiter: 


r r “ 
4 #) oad = > #) = ~ (40) 
2, —, 1 x on Se >> 


o=1 =1 o=1 o=1 k=1 


oder wegen (104): 
Vx, —«,=0. (x = 1,2,---r) 


o=1 
Da sich aber die u,(zx) fiir grosse Werthe von x wie x” verhalten und 
da der Umlauf um simmtliche singuliren Punkte (a,, a,,--- a) einem 
negativen Umlauf um den unendlich fernen Punkt iquivalent ist, so gilt: 
yf on & : =. 
man hat also ° 
i= i= --- =a, =O, 
weil » der Voraussetzung nach keine ganze Zahl ist. 
Dadurch reduciren sich die Gleichungen (105) auf folgende: 


— sf per 
Pdi, — 20-0 Gake a 


Nimmt man zunichst h —1, so ist 


Sinz, -0 ba 13-9 
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‘ub- also verschwinden, da die Determinante 
bei | (1) + 0 


92 
ist, alle v;. Setzt man dann h = 2, so folgt, dass die x2 gleich Null 
sind; und indem man weiter h = 3,---w annimmt, erkennt man, dass 





a) die Ausgangsgleichungen nur dadurch erfillt werden kénnen, dass simmt- 
liche Unbekannten verschwinden. Damit ist aber der Beweis der Unab- 
, hiingigkeit der Perioden U(z), V(z2) und der Vollstindigkeit des Systems der 
i) Relationen erbracht. 
§ 14. 
Die Periodenrelationen zweiter Art in allgemeingiiltiger Fassung. 
gt: Die Herleitung sowol wie die in (103) gegebene Formulirung der 


Periodenrelationen unterliegt gewissen Beschrinkungen in betreff der 
determinirenden Exponenten, die wir zum Abschluss dieser Erérterungen 
beseitigen wollen. Indem wir zu diesem Zweck neben den singuliren 
en Punkten auch den Parameter z als Integrationsgrenze benutzen, bedarf 
es allerdings zuniichst, damit die Integrale Sinn haben, einer weiteren 
Voraussetzung, niimlich, dass die reellen Bestandtheile der Zahlen » und » 
kleiner als (—1) sind. Beide Bedingungen sind nach (18) mit einander 
vertriglich, da wir m > 2r angenommen haben. 
Erstreckt man nun die Integration der Formen 


*) (e—ay "~*~ ua), (ey) "*- vey) 

lings einer geschlossenen Curve, welche die singulairen Punkte a, ,a,,--- a, 
nd und z einschliesst, so haben die Integrale den Werth Null, woraus man 
m leicht folgende Beziehungen erhiilt: 
It: 


(1— ) [ea - u;(x) dx 


“ 


r oh 
>< ee J (e—z)~"—* -u,(a) de, 
2 o=1 rs 


h 


’ z 
) at 9 {@—  Oe(y) dy 


¢ a. 
=> S02) fea wna 
k=2 t=1 rf 
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darin ist 


— nmi 
& == ef Xin, 


und die Matrix {1,0} reciprok zur Matrix {7}. Wenn man den Punkt z 
auch mit @,4, bezeichnet, so lisst sich vermittelst dieser Relationen ohne 
Miihe zeigen, dass die Gleichung (103) auch dann noch in Kraft bleibt, 
wenn die Indices h, k den Werth (u+1) annehmen; — dabei ist zu 
identificiren: 





(u+1) __ 1 
Ioe a 0, os 
woraus 
(+1) Lod 
Gi = Oo. iat 
und 


(+1) __ é 
a xo = i—* 





folgt. — Combinirt man die Gleichungen des so erweiterten Systems (103) 
in der Weise, das z durchgiingig als obere Integrationsgrenze eingefiihrt 
wird, so erhilt man die (ru)? Relationen: 


(106) A, { fay". Uo (x)dx , few. v7(y) dy} 
4% a 


—2xi85-—— , k<h 
= }—22i(3,,--4; +H), k= 
— 2midea-— , k>h 


von denen r?(2u—1) eine Folge der iibrigen (r(w—1))® sind. 

Jetzt ersetzen wir die zwischen den Punkten a, und ¢ erstreckten 
Integrale durch die entsprechenden Integrale mit doppeltem Umlauf um 
beide Punkte, welche letzteren sich folgendermassen durch die ersteren 
darstellen: 


(e—a)—"—* - ug (x) dx 
(h»'*) 


=— (=) > lo —a,) fea wae, 


i=1 a, 
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fer ve ay 
(4k *) 


= (1— Dl, r@) _ 3.) few - 0, (y) dy. 


Dadurch gehen die Formeln (106) tiber in folgende: 


107) A fea"? -ua(@)ade sf e—w)"*- ve(y) dy} 





(2154) (*) 
ani (4) S(t —a,][9e? —2u) <i 

& 
— \— 21) {lo —2,.] + #[.? —2,.]}, band 
2xi(1—e) Sg [9 —9,, [9.9 —8,,]; k>h 

= 





ae... r 
hk= noe 
und da hier die linke Seite stets ihren Sinn behélt, welches auch die Werthe 


der determinirenden Exponenten und der sich nach (50) aus ihnen ergebenden 
Ordnung n sein miégen, so ist es evident, dass wir stimmtliche Beschréinkungen 


in betreff derselben fallen lassen kinnen; — nur darf » nicht ganzzahlig 
sein, weil sonst die Integrale zu Null werden und ¢ —1 ist, also beide 
Seiten von (107) identisch verschwinden. — Es kommen indess nur die- 


jenigen singuliiren Punkte in Betracht, welche Verzweigungsstellen sind; 
wenn sich niimlich die u(x) in der Umgebung von a, eindeutig ver- 
halten, so werden die um a und z in doppeltem Umlauf erstreckten 
Integrale zu Null und gleichzeitig ist (0) —8, ) = ()- 

Ks ist nun noch eine Complication hinwegzuriiumen, welche sich in- 
folge der Aufhebung jener Beschrinkungen einstellt. Dieselben machten 
es nothwendig, dass der Coefficient P,(a) in dem Differentialpolynom A,(w) 
seine Linearfactoren in der r-ten Potenz enthielt, ohne dass sich eine 
ganze Form als Factor aus dem Ausdruck A,(w) abscheiden liess. Lisst 
man aber die in Rede stehenden Voraussetzungen bei Seite, so kann es 
eintreten, dass der urspriinglich zu Grunde gelegte Differentialausdruck 
B,(u) beztiglich seines Anfangscoefficienten anders beschaffen ist, und 
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also erst durch Multiplication mit einer ganzen Form in denjenigen 

Differentialausdruck <A,(u) iibergeht, von dem das bilineare Polynom 

A.(U, V) der linken Seite von (107) abzuleiten ist. Wir wollen nun 

das letztere unmittelbar mit dem Symbol B,(u) in Verbindung bringen. 
Wir setzen zu diesem Zweck: 


(108) A,(u) = C, B,(u), 
wobei C, einen Differentialausdruck von der speciellen Ordnung Null 
darstellt, — was indess fiir das Folgende unwesentlich ist. Alsdann gilt 


beziiglich der alliirten Ausdriicke nach Theorem IV in § 5: 
A.(U) = 1.B.(U), 
und gemiass dem Reciprocititssatz: 
A.(V) = B:.(V). 
Daraus folgt weiter: 
V-A.(U) — U- AV) = V-T,B.(U) — U- B(V) 
=|V-1.B.(U) — B.(U) -0:(V)] +[F.(V)-B.(U) — U- B:r.(V)], 
und die Integration dieser Gleichung liefert die Beziehung: 
A.(U, V) =. {B.(U), V} + B.{U,02(V)}. 
Versteht man jetzt unter U die in (107) auftretende aus w,(x) abgeleitete 
Periode, so erfiillt dieselbe die Differentialgleichung 
B, (U) = 0, 
da ja u(x) eine Lésung von 
B,(u) = 0 
ist. Folglich reducirt sich A,(U, V) auf: 
A.(U, V) = B.{U,F.(V)}. 


Nun werde auch V mit der aus v,(y) abgeleiteten Periode in (107) 
identificirt, und es mégen w,(y) und W(z) zu dem Differentialausdruck 
B,(u) in der gleichen Beziehung stehen wie v,(y) und V(z) mu A,(w). 
Da aus (108) 

A,(v) = B,C;(v) 
folgt, so ist . 
We (y) mete C, (v Y)), 


woraus sich auf Grund des Theorems V in § 6 ergiebt: 
W(z) =F.(V@). 
Mithin erhalten wir: 
A.(U, V) = B.(U, W); 
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und zwar ist dieses Resultat, wie man sich leicht iiberzeugt, genau richtig, 
obwol der Kiirze wegen bei der Herleitung gewisse constante Factoren 
vernachliissigt wurden. Es geht aus demselben hervor, dass die Formeln 
(107) auch dann noch giiltig sind, wenn man die zu Grunde gelegte 
Differentialgleichung nicht erst durch Multiplication mit einer Form in 
der erwihnten Weise normirt. 

Damit sind wir nun zu folgendem, innerhalb gewisser Grenzen ab- 
schliessenden Ergebniss gelangt: 

Theorem XII. Ks sei 


A,(u) > te { P.(x), U)-—» = 0 


x=0 


eine beliebige Differentialgleichung der Fuchs’ schen Klasse mit den Ver- 


zweigungsstellen a,, 3,--+ @,, deren Coefficienten P,(x) ganze rationale 
Formen von der bez. Ordnung (m—2x) sind; n sei die — als nicht ganz- 
zahlig vorausgesetzte — Ordnung von u. Die Elemente 


Uy (x), Uy(%), +++ u(x) 


eines Fundamentalsystems von Lisungen modgen bei Umlauf des Arguments 
um die Verzweigungspunkte bez. die Substitutionen erfahren: 


— : () 6=1,2,.--9r 
Ug =D fee ? nth 
wonach das zu diesem adjungirte System 


0, (x), v(x), > ++ v(x) 


von der Ordnung v = (2r —2—m—n) bez. die contragredienten Substitutionen 


— 6=1,2,---r 
erleidet. Es sei ferner ¢ = e?*'" und 


A.(U, V) = >" [ Pel); VU), Vn —-—1 
x=0 
Alsdann finden die in (107) angegebenen (ru)* Periodenrelationen statt, unter 
denen hichstens (m—r)* von einander unabhiingig sind. 
Da die rechte Seite von (107) invariant ist fiir alle Differentialglei- 
chungen, welche zu der von A,(u) = repriisentirten Art gehéren, so 


Mathematische Annalen, LIV. 18 
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muss auch die linke Seite eine Artinvariante darstellen. Man kann 
diese Thatsache mit Hiilfe der Theoreme IV und V direct erweisen, — 
worauf wir jedoch nicht niher eingehen wollen. 

Bildet man die Matrix der (ru)* Elemente der rechten Seite von (107), 
so ist der Rang derselben von fundamentaler Bedeutung, indem er offenbar 
im allgemeinen die Anzahl der Perioden liefert, welche die iiberali endlichen 
Integralfunctionen der von den Matrices { 9} constituirten Gruppe besitzen. 

Wir haben endlich noch zu erértern, wie sich die Relationen (107) 
gestalten, wenn die Differentialgleichung A,(uw) 0 zu sich selbst ad- 
jungirt ist. 

Wenn dabei + ungerade ist, so kann man nach (13,) das System 
[u,(a),--- u,-(x)] so wihlen, dass v,(7) = u,(x) wird. Alsdann ist 
Phang =g" und die Substitutionen { gh sind demnach orthogonal. Die 
Periodenrelationen lauten mithin in diesem Falle: 


(109) AL fea"? -unfe)da , f (ey **-nely) ay} 


(4h>*) (4°) 
Ani (gy —9?) , keh, o<¢; 
7 xi >'( (9 —9,,) (92 —8,,)3 k>h, 
Aa=1 
sgt y sale 
h,k = “et 


(m— 1) (m—?r— 1) 


; , 1 ; 7 
und zwar sind unter diesen ¢ tleichungen hichstens - 


reve— 
unabhiingig. : 

Nehmen wir r als gerade Zahl an und setzen r= 20, so kann 
gemiiss (13,) das System [w,(a), --- up(a), tp41(a), «++ Uee(a)| derart 
eingerichtet werden, dass 


Vo(%) = = U4. (@) | 
vet o(Z)—= —te(z) | 


wird. Zwischen den reciproken Matrices {g,-} und '{g,,} finden dann 
folgende Beziehungen statt: 


I = Jo+o,e+r) Jo,o+t semaine Jo+o,r>| 


; (6, c= 1,2,---9) 
Jo+o,2 = —Jo,ot+e » JIotoot+r = Jor | : ‘ 


mit deren Benutzung sich die Periodenrelationen folgendermassen darstellen: 











| 5 


= 23 § 
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Af [ear ?-wolayae , [(e—yy**- ney) ay} — 


(42) (4x4) 
— 426 Go pe + Ince)? k=h, 6<t, 
@ 
| 4ni >) { (922 ué, i)! Groti —~Teets (3 — —6,,)} ; k>h. 
A4=l 


A: [fea a2) dz , [ear te) ay} a 
(*n»#) (4k>#) 


4ni (9 ) {*) ); k=h. 


or oo Io+t,0+6 


@ 
F Ami > { (0, —0,,) (0042 —F rs) — I e429 cea} s RSA. 


4=1 


A. { fay. we 4 02) dx f (e—y) "e+ (9) ay} - 
(4h?) (41) 


dai (g tent Bena) t==h, 6<t. 


1xi Do, a ll ota —4,,) an (rset — d,,,) re shi ; k>h. 


A=1 


eee 
h,k=1,2,---u 


und zwar sind unter diesen wre Gleichungen hochstens een o— 


unabhiingig. 
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Abschnitt IIT. 


Die Relationen erster Art und die Ungleichungen 
unter den Perioden. 


§ 15. 
Construction der Periodenrelationen erster Art. 
Ich gehe nun zur niheren Ausarbeitung der Periodenrelationen erster 


Art iiber, wiederum unter der Annahme, dass die zu Grunde gelegte 


Differentialgleichung 


r 


(A,) A,(u) > (P,(x), w\,—-» =0 


x=0 
der Fuchs’schen Klasse angehirt. 
Sei also wie in § 4 


P, (x) = (v—a,)" (w—a,)*- - - (aq—a,)*, 
8, + 8, + +--+ 5. =m, 


Q11, Qi2,°** @s,3 O,1,---(r—s;—1) 


wobei 


und seien 


die determinirenden Exponenten des singuliiren Punktes x = a; beziiglich 
der Differentialgleichung (A,), 
Gi1, Gi2,°** Gis, 3 0, 1,---(r—s;—1) 
die determinirenden Zahlen desselben Punktes beziiglich der adjungirten 
Gleichung (Az), zwischen welchen, wie man leicht zeigt, die Beziehungen 
G2 + 64—r—s,—1 (A = 1, 2,---s;) 
stattfinden. Unsere Voraussetzungen inbetreff- derselben bemessen wir 


durch die Forderung, dass die zwischen irgend zwei singuléren Punkten 
erstreckten Integrale 


ay be 3 
U(z) =f@—a" -u(x)dx , V(z) =f" - v(x) dz, 





Integrale reciproker Formenschaaren. 277 


worin u(x), v(v) Lésungen von (A,), bez. (Az) bedeuten, Sinn haben 
sollen. Dazu miissen die reellen Theile von 9;, und 6;, grésser als (— 1) 
sein, also derjenige von g;, zwischen (—1) und (r—s;,) liegen. Im all- 
gemeinen sind damit diese Formen U(z), V(z) nicht zugleich Lésungen 
der alliirten Differentialgleichungen (A,), bez. (A:); dies tritt vielmehr, 
wie in § 10 gezeigt worden ist, mit Sicherheit nur dann ein, wenn die 
Grenzpunkte der Integrale a, und a die Multiplicitiit r besitzen, also 
S, = Ss =r ist. — Ausserdem setzen wir die Ordnung » von w(x) 
wiederum als nicht ganzzahlig voraus. 

Zur Entwicklung der in Rede stehenden Periodenrelationen benutze 
ich nun die Methode der Randintegration, indem ich den Ansatz, mittels 
dessen Riemann*) die bilinearen Relationen unter den Perioden der 
Abel’schen Integrale abgeleitet hat, in einer den vorliegenden Verhiilt- 
nissen entsprechenden Weise verallgemeinere.**) 

Es soll im Folgenden 


U, (©), ty(w), + + Up(x) 
ein Fundamentalsystem von Lésungen der Differentialgleichung (A,) vor- 


stellen, weiter 
04(#), (a), ++ > % (a) 


dasjenige Fundamentalsystem von Lésungen der adjungirten Differential- 
gleichung (A;), welches nach der in (5) gegebenen Definition zu dem 
ersteren adjungirt ist. Man denke sich etwa je einen Zweig der w;(x) 
in der Umgebung eines reguliiren Punktes durch eine Potenzreihe dar- 
gestellt und dic correspondirenden Zweige der v;(x) vermittelst der Glei- 
chungen (5) aus jenen bestimmt. Markirt man in der complexen Ebene E 
die singularen Punkte a,,a,,--- a, sowie den Punkt ¢ und fiihrt einen 
Schnitt, der von a, ausgehend diese Punkte der Reihe nach verbindet 
und ins Unendliche ausliuft, so verhalten sich in der zerschnittenen Ebene 
E’ diese Functionszweige u, v eindeutig. 

Wir stellen uns ihren ganzen Werthvorrat in E’ ausgebreitet vor 
und fassen insbesondere die Werthe ins Auge, welche sie an den Ufern 
eines Theilschnitts (a,, a,41) besitzen. Da die Werthe der u; auf dem 
negativen (rechten) Ufer durch einen positiven Umlauf von x um die 
Punkte a,, @,,--- a, aus den Werthen auf dem positiven (linken) Ufer 
hervorgehen, so stellen sie sich als lineare homogene Functionen der 
letzteren mit constanten Coefficienten dar; es finden demnach fiir die u; 
sowie auch die v; Substitutionsgleichungen statt, die wir folgendermassen 
ansetzen: 


*) ,,Theorie der Abel’schen Functionen“, Nr. 20. 
™) Vgl. H. I. § 5, 
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‘ 

— ” (4) + 

~~ = a3 4,» 
eal 


(111) langs (a, @a41): : (¢ = 1,2,---r) 
(2) + 
y= B:,°, . 


Dabei verhalten sich aber die Variabelnsysteme der wu; und v;, wenn man 
sie momentan nur als Trager der Substitutionen betrachtet, contragredient, 
es besteht mithin die Identitiit: 


See Seer, 

i=1 i=1 
welche die Reciprocitaét der Matrices { «i? und {p>} und also die Re- 
lationen 


(112) > a2 po =4,, (6,7=1,2,---r) 
i=1 

zur Folge hat. — Im Hinblick auf unser Ziel miissen wir diese Sub- 
stitutionscoefficienten als bekannte Elemente betrachten, so gut wie die 
u;, v; selbst; wir diirfen es uns also geniigen lassen, die unbekannten 
Coefficienten der in Frage stehenden Periodenrelationen auf jene zuriick- 
zufiihren. 

Wiahrend die soeben erérterten Beziehungen fiir die (u—1) Schnitte 
(dy, Gg), (Gg, @s),°-* (Qu—1, &) gelten, hat man in bezug auf den Schnitt, 
welcher von a, iiber z ins Unendliche fiihrt, folgende Sachlage: der Um- 
lauf von x, welcher die Werthe der u; vom positiven Ufer in diejenigen 
auf dem negativen Ufer iiberfiihrt, umschliesst simmtliche singuliren 
Punkte @,, a@,,--+a@,, ist also einem negativen Umlauf um den unendlich 
fernen Punkt Aaquivalent; da sich die u; fiir grosses x verhalten wie 2", 
so nehmen sie bei diesem Umlauf den Factor 


= ermin 
auf, der nach der Voraussetzung von 1 verschieden ist. Es findet also statt: 
[ur =eut, 
(113) lings (a,, 2, Co): 1 
|v: = ry vt ; 


Betrachten wir weiterhin die Producte 
(e—z)-*-* 5 u;(x), (s—z)"—* : v;(x), 
so gelten fiir die Werthe, welche dieselben an den Ufern der Theilschnitte 
annehmen, offenbar die gleichen Beziehungen wie fiir die u,, v; selbst, 
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mit Ausnahme desjenigen Schnitts, welcher von z ausgehend ins Unend- 
liche liuft; an letzterem wird der Werthunterschied dadurch aufgehoben, 
dass die hinzugetretenen Factoren (g—x)—"—*, (g—a)—"—® bei dem den 


Punkt z einschliessenden Umlauf die Factoren . , bez. ¢ aufnehmen. Da 


wir in der Folge nur mit den soeben eingefiihrten Producten zu thun 
haben, so soll deshalb der Theilschnitt (2, oo) wieder beseitigt und der 
Punkt ¢ durch einen kleinen Kreis K ausgeschlossen werden, der von 
einem Punkte b des positiven Ufers ausgeht und in dem gegeniiberliegen- 
den Punkte b’ auf dem negativen Ufer miindet. Die Randcurve R, welche 
sich auf diese Weise aus den Ufern der Schnitte (a,, a), (a, ds), - 
++ (Qu—1, %), (Gu, 6) und dem Kreise K zusammensetzt, begrenzt eine ein- 
fach zusammenhiingende Fliche E”, die der weiteren Untersuchung zu 
Grunde gelegt wird. Es sollen darin die singuliiren Punkte a,, je nachdem 
sie auf dem positiven oder negativen Ufer in Rechnung kommen, durch 
(4 und a, unterschieden werden. 

Wir verstehen nun unter G,(x), H,(x) beliebige ganze rationale 
Formen von der Ordnung ihres Index und construiren damit die Integrale: 


M;(x) =f(e —x) "—*~° . u(x) Go(x) da, 


N;(x) =f(e—ay - 0;(@) H, (x) dx. 


Dieselben haben, da die Integranden sich fiir grosses x wie - verhalten, 
x 


in E” iiberall endliche und eindeutig bestimmte Werthe, und unter den 
Werthen, die ihre Differentiale an den Ufern der Schnitte besitzen, finden 
auf Grund der soeben festgestellten Verhiltnisse die Beziehungen statt: 


aM> = a” amt 
2 ap ee ) 


(114) lings (a,, aa+41): | a 
ane = Se? any, 


aM; =« dM;", 


(115) lings (a,, b): dn =! ant 
e & ¢ ° 





Erstreckt man die Integration dieser Differentiale iiber die Randcurve R, 
so ergiebt sich der Werth Null; die Entwicklung der Identitit 





| 
} 
h 
\ 
i 
i} 
1 
i 








Artavr Hiscn. 


aM;(x) = 0 
liefert: " 
M,(a,) + | Mi) — Mi(a,)| + [M) — M0) 
— [M(0)— Mi(aa)| — Mi(ax.) =0, 


oder, da aus (115) 
[ M.(b') — Mi(a;.)| = «| 1,6) — M(a,)| 
folgt: 
(116) M.(b) = —— |[—«M,(a,) + Mi(a,)| —[M%)—_M0)]} ; 
analog erhalt man aus der Identitat 
f 4N,(2) =0: 


(R) 
(117) Ni(b) =< {[Ni(a,) — eNi(a,)] + @[N.0') —N,(0)]} . 





Nach diesen Vorbereitungen nehmen wir nunmehr die Entwicklung des 


Randintegrals , 
/ > M(x) - dNi(z) = 0 


. t=1 
(R) 
in Angriff, welche uns zu den gesuchten Periodenrelationen fiihren wird. 
Dass dasselbe in der That den Werth Null hat, ist evident, da der 
Integrand in der einfach zusammenhiingenden Fliche E”, welche von R 
begrenzt wird, iiberall eindeutig und endlich ist. 
Zerlegt man das Integral nach den Theilstrecken, so folgt zuniichst: 


441 6 


u—l wr Ba 
a/ 2 (Mi aS — Me aN} * / 2 {M+ aN;*— M; aNn7} 
a ri 


b 
+f M;,dN; = 0, 
w i=1 
b 


oder, wenn wir die drei Terme der linken Seite der Reihe nach mit 
A, B, C bezeichnen: 

A+B+C=0. 
Hier ist jetzt fiir die Strecke (a), aj4.1): 


Mz (2) = M,(a}) + J dM; (2), 
% 












pr’ 
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oder, mit Benutzung von (114): 


M(x) = M,(a}) ff > amt 
e o=1 
a 


= M,(ai) + >) e? | M*(@) — M,(a)]; 
o=1 
also wird, wieder unter Anwendung von (114): 


a Mz («) aN; (2) “_ M,(a;) dN; (2) 


+ Sito malate See, 


oder, zufolge (112): 


-> M, (aj) dN; («) +> [ Ma" (x) — Ma(a)|a Not (x). 


Daraus ergiebt sich: 


Dy {M+ dN;* — M; dN; } = > { M;(a,) dN;* (a) — M;(aj) dN; (a)} , 


i=1 i=] 
und durch Integration und Summation iiber 2: 


al or 


(18) A= S) S| Mea) [Ni ea4s) i (ea)] —MeCai)[N (ais) —¥i(a)]} 


A==l i=1 


In analoger Weise ist fiir die Strecke (a,, b): 


Mr (2) = Miq,) +f aM (@), 


oder wegen (115): 
M; (#) = Mi(am) + «| Mi* (x) — Mi(ay)], 


woraus 
(M+ anit —M; aN} ={ Mt (a) —+ M-@) ant @ 


= [Mi(a,) — = M(a,)|aN;* (a) 
und also 
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b 


p=/> {mtan+—M-aNn-} 
. i=1 
*u 


= >) [Mil) — | Mi(au)| (NO) — Ni(ay)] 


hervorgeht. Ersetzt man hierm N;(b) durch den Ausdruck der rechten 
Seite von (117), so ergiebt sich: 


r 


(119) B= =~ > [Mia — eM(a,)| 


| [¥i(as) — ¥.Ca,)] — [2.0 — NO}. 


Weiter zerlegen wir das iiber den Kreis K erstreckte Integral 


C—_ [> M(x) aN;,(a) 


C=D+E, 


De [ > [ Mi(a) — M,(b) | aN, (2) 


in zwei Theile: 


wo 


und 


E= S' M,(b)[N,(b) — N,(0)| 
f=] 
gesetzt ist. Trigt man in letzterem Ausdrucke fiir M;(b) den Ausdruck 
der rechten Seite von (116) ein, so wird 


B= +, > {[aecon — eat(a,)] — [mew — Mo] 
(Mo) — NO], 


und, wenn man diesen Ausdruck mit demjenigen von B in (119) au F 
vereinigt, so folgt: 


r 
1 


(120) F=B+ B= +; S| [Mila —-Maa,)] [Nia —¥(a) 


i=1 


—[Me)— M0) ][Mo) — x) }} 
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Unsere Relation setzt sich jetzt so zusammen: 
A+F+D=0. 
Um nun das Integral D weiter auszufiihren, entwickeln wir den 
Differentialquotienten 


4 M(2) 


in der Umgebung von « = ¢ nach Potenzen von (2—z): 


oo 


4 Mi(2) = (e—a)-*-*-* >) (1) oe [u(2) -Go(e)]-4= 


«=0 
und bezeichnen das Resultat der gliedweisen Integration dieser Reihe ohne 
Hinzuftigung einer Integrationsconstanten mit M;(zx), so dass 
hina = = » a® —_— a—n—1l—oa 
(21) M@)—= D1" [wle) G00): teat ae 


a=0 





wird. Da alsdann 
(122) [ Mi(«) — Mi(b)] = [Mi(e) — M(0)] 


ist, so hat man: 
¥ 


(123) D= f S[h@ — M,(b)|aN,(2) = [ SM@ ano) 


i=1 i=l 


— > U0) [No) — M0] . 


i=1 
Ferner ist nach (122): 
[Mi@) — Ma(0)| = [ WO) — M)] 5 
und da man von b nach b’ gelangt, indem man den Kreis K mit dem 
Mittelpunkt z in negativer Richtung durchlauft, so gilt: 
(b’—2)-* = (b—2)-* - 27" = e- (b—2z)-", 
also auf Grund von (121): 
U,(b’) = « Mi(b), 
woraus 
[M(o'’) — Mi(b)| = — A—z) M.) 
folgt. Entnimmt man hieraus den Werth von M,(b) und tragt ihn in 
(123) ein, so ergiebt sich: 


d= f SM anc) + +, > [0 —MO][NO) —NO}]. 


i=1 
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Vereinigt man den Term ausserhalb des Integralzeichens mit F in (120) 
zu G, so heben sich dabei die nach den Hilfspunkten } und b’ erstreckten 
Integrale von selbst heraus, und es wird 


= 5D [Ma — 2Mi(a)] [Ne — a]. 


i=1 


(124) G 


Setzen wir noch zur Abkiirzung 
(125) L--A+G, 
b 


(126) R [ > Mia) dN(e), 


¥ i=1 


so lautet jetzt unsere Relation: 
(127) L=R; 


und wir bezeichnen Z als ihre ,linke“, R als ihre ,,rechte Seite“. 
Behufs weiterer Umgestaltung der linken Seite dieser Gleichung 

fiihren wir die zwischen je zwei aufeinander folgenden singuliren Punkten 

erstreckten Integrale M; und N; mit folgenden bleibenden Bezeichnungen ein: 





44 
Ui2(2) —— Mi(aa41) — Mi(a) = {@—-a . uz () Go(x) dx, 

om) a 41 
Via(2) = Ni(aa4i1) — N;(ay) =f (ea =". ot (x) H, (x) dex. 


Caer... ) 
A=1,2,--+(w—1) 
U2 (2) = Mi(ai41) — Mi(ai), 
Vi, (2) Ni(a+1) — Ni(ai), 
so folgen aus (114) die Beziehungen: 


r 

T? 2 

Dia => a Ua» 
x=1 


Via => 6 Via 


x=1 


Setzen wir ferner 


(129) 


‘¢=m1,2,---r ) 
(21,3, @—1 











~~ 
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die wir weiterhin als Definitionsgleichungen der Zeichen U;,, V;, ansehen 
wollen. Es fliesst daraus die Identitit: 


(130) Din Fa > ay. fi (4=1,2,---(q@—1)) 


i=1 
Unter Anwendung dieser Bezeichnungen formt sich zuniichst der in 
(118) angegebene Term A von L um in 


ast) A= Ua Fa — Ta Fad. 


Ak=1i=1 
h<k 


Zerlegt man ferner bei dem zweiten Term G von L in (124) die von « 
abhingenden Gréssen in folgender Art: 


cat +) +3 
& =+(-4)- 4 








1—eé 1—e , 
so wird der Factor von (EF s): 
3 > n— Uis) (Va— Vix), 
Ak=1 i= 
wihrend . zu multipliciren ist mit: 
ul r " a ul r 
> D> (Un Fin — Tun} — > DS (Ua Vin— Ta Va}. 
Ak=1 i=1 Akal i=l 


Den zu subtrahirenden Term dieses Ausdrucks zerspalten wir in drei 
Theile, je nachdem h<k, h=k, h>k ist. Nach (131) ist der erste 
Theil mit A identisch, und der zweite hat zufolge (130) den Werth Null; 
beim dritten werden wir die Summationsbuchstaben 4 und k vertauschen. 
Fassen wir gemiiss (125) alles zusammen, so erhalten wir die linke Seite L 
der Periodenrelationen erster Art in folgender definitiven Gestalt: 


Ke 


(132) L= 


7 
hk 
he 


1 r 
[ { Uin Vin — Oia Vin} — { Ue Vin — Tin Vis} | 
1 


i=1 


aj 


nV, — in V sn} 


Eiki 


{ U; 
y 5 > (Uin— Un) (Vix — Vin). 





ro| 
mat 
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Allerdings ist hiermit das Ziel, welches uns durch die Structur der 
linken Seite von Gleichung (67) vorgesteckt wurde, nur dann véllig erreicht, 
wenn simmtliche singuliiren Punkte a,, a,,--- a, die Multiplicitit r haben, 
wenn also s, = s, =---=s, =r und ru =m ist. In der That stellt 
sich dann Z als bilineare Form von je r(u—1)—(m—r) Variabeln 
Uin, Vix dar, welche fir 6 = 1t—O die zu (A,), (A;) bez. alliirten Dif- 
fere=tialgleichungen (A.), (A:) befriedigen. Letztere Forderung ist dagegen 
bei andern Annahmen im allgemeinen nicht mehr erfiillt, und die Anzahl 
r(w—1) der Variabelnpaare von L wird grésser als (m—r). Es muss 
alsdann, wie Cleichung (67) erkennen lisst, méglich sein, die bilineare 
Form Z auf nur (m—r) Variabelnpaare zu transformiren, welche lineare 
Combinationen der U;,, bez. V;, sind und ihrerseits bei 6 — +t —O die 
Differentialgleichungen (A,), bez. (A:) erfiillen. — Doch wollen wir auf 
diese Transformation nicht naher eingehen. 

Wenn die vorgelegte Differentialgleichung (A,) zu sich selbst adjungirt 
ist, so ist m =v, also ¢ = — 1, so dass der letzte Term von L in (132) 
in Wegfall kommt. Wahlt man dann bei ungeradem y das Fundamental- 
system gemiiss (13,) so, dass 


v;(x) = u,(2), (¢ = 1, 2,---r) 
bei geradem r = 29 gemiiss (13,) so, dass 


ae ee 


Up+i(x) = — ui (x) 
wird, so ist leicht zu erkennen, dass die bilineare Form LZ alternirenden, 


bez. symmetrischen Charakter erhilt, wie es im Theorem VIII des § 8 in 
Aussicht gestellt war. 


§ 16. 
Die rechte Seite der Periodenrelationen erster Art. 
Es bleibt uns iibrig, die in mre angegebene rechte Seite 


avian” Site) Ni(a) dx 


i=1 
der Relation (127) auszuwerthen. Zu dem Zweck entwickeln wir 
d 
az Ni (2) 
nach Potenzen von (¢—z): 


4 u@) => AY S [ne - a(9] 


p=0 


v—2—7 
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und multipliciren diese Reihe mit der in (121) fir /,(x) aufgestellten 
Reihe. Unter Beachtung von (18), wonach 
n+v=2r—2—m 
ist, erhalt man: 
atts [t:(2)- &,(@)] [0,2) - A) 
ih@) 75 N@) -> (ied al si tl r Parr 

a,p=0 
Bei der Integration, die lings des um ¢ geschlagenen Kreises K in 
positiver Richtung zu erfolgen hat, liefern simmtliche Glieder den Werth 
Null, mit Ausnahme derjenigen, deren Exponent gleich (—1) ist. Es 
ergiebt sich daher: 

” mote SY SUL): FO] [e.@ - HO| 
2ai- aie > pie a! B! («—n—1—o) 
ap i=1 
(«+ p=2r—m+4o+4r) 

Wir ziehen hieraus sogleich folgenden Schluss: so lange (6-+- 1) <(m—r—1) 
ist, ist («+ 8) < (r—1); lést man nun den erhaltenen Ausdruck auf, so 
stellt er sich durch ein Aggregat von Termen dar, welche die Summen 


pare yp) 


als Factoren enthalten, wo (a+ ’) < (a+) <(r—1) ist. Da letztere 
aber gemiiss (7) den Werth Null haben, so finden wir 
Roe = 0, (o+rt<m—r—1) 
in Uebereinstimmung mit (67). 
Um nun den covarianten Charakter des Ausdrucks R hervortreten zu 
lassen, fiihren wir die normirten Differentialquotienten des Hrn. Hilbert*) 
ein, vermittelst deren sich R folgendermassen darstellt: 


=, ieee Qa _(™+o)! (+r)! : 
ote in > PX. (n+o—a)! (o+r—p+e)! (««—n—1—¢) 


i=1 a=0 
[ui (2) - Go(2)\u [0i(2) - He(2)]p—c ; 
wobei zur Abkiirzung 
p=2r—m+eo4r 


gesetzt ist. Hierin ist aber 





+9)! —« (—9—t4+p—a—1)! _ (_yypte (Hte—e+1)! 
ote—ptai — (1 (—vy—r—})! a at (—»—r—1)! ” 


*) Ueber eine Darstellungsweise der invarianten Gebilde im biniiren Formen- 
gebiete, Mathem. Annalen, Bd. 30, pag. 15. — Vgl. H. I. pag. 134. 
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wodurch man fiir R ein Aggregat von Ueberschiebungen erhiilt: 


R=— 2zxi- at — ert DI D5 {| [ ui(2) - Go(2)| ; [v:(e) : H,(e)]} 


Da die u;, v; in der Entwicklung dieses Ausdrucks nur in den Ver- 
bindungen 
> u® o” 


auftreten, welche sich rational durch die Coefficienten P,(z) von (A,) und 
deren Ableitungen darstellen lassen, so bleibt noch ihre Elimination zu 
bewerkstelligen. Zu dem Ende ist es erforderlich, den Ausdruck R auf 
invariante Weise so umzugestalten, dass die u; und v; nur mit einander 
gruppirt werden. Die gewiinschte Umrechnung wird durch eine Formel 
geleistet, die wir mit Unterdriickung ihrer umstindlichen Herleitung an- 
geben wollen. Sind uw, v, G, H Formen von der Ordnung bez. 2, », 6, 1, 
und bedeutet p eine beliebige positive ganze Zahl, so lautet sie: 


((w-G), (0-4). ->' ((u, as (G He}, 


(—1)? p! n! v! o! t! (n+ v—2h+1)! 
“RY RY (p—h—B! (n+0)! +0)! M—A)!(V—A)! (n+ v—h+D! 
_(6+7t—2k+1)! (p—n—v—o—tr—2+h+h)! 
(o+c—k+1)! (p—n—v—o—1t—2)! 








p—h—k 
a ), (n-o—p+a)! (v+1—h—k—d! 
4 (—1) (@—h—kh Gfe—ptai ka 


In unserm Falle hat man speciell 


p=2r—m+o4+r—n+r+6+4+1+4+2 


za setzen. Beriicksichtigt man noch, dass die Covarianten 


a (ui ? Vida 


fiir h<(r—1) auf Grund von (7) verschwinden, so erhdlt man folgende 
Darstellung von R: 


(133) R= Bada) 3x: {| Seowermien | c@serstee. 


=r—1 k= poh —k 
wobei 
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<r n! atc!(h+k! (m—2r-+h)t 


(—v—D! Atk! (p—h—b! (m—2r+ 2p! 





























p—h—k 
—2k+1)! 
GREEN 2 (—1)'(p—h—h),- (n+ 6—p+A)ato—p4a) 
=0 
J er- -(v+t—h—k—A) aia 
zu setzen ist. — Beispielsweise erhalt man fiir den Fall, dass t=O und 
H,(2) = 1 ist: 
. pias | r 
— ‘eae m+o ": 6: %y ’ : : 
ui Roo(#) = 22i-(—1) Cy = | > (u;(2), 0; | ’ a} 
“ (1) 
= " (n—h)! (m—2r+ 2h)! @r—m+o—h)! 
der 
=" Nun lassen sich die hierin auftretenden Summen von Ueberschiebungen 
an- - 
t, P 4 (use), vi(e)), 
i=] 
ohne Schwierigkeit durch rationale Covarianten der Coefficienten 
P,(2), P,(2),--- P-@) 
von (A,) darstellen, deren Ausdriicke wir fiir die einfachsten Faille angeben 
wollen. Zunichst ergiebt sich: 
y ran (n—r-+1)! (v—r-+1)! (m—2)! 1 
z Aon (m—r—1)! P,@ 
i=1 
Damit erledigt sich der Fall (6 ++) = (m — r — 1); und zwar finden wir 
fiir denselben aus (133): 
_  ¢1 . G,()- H,@) 
Roe(®) = Gpety,2*** Re? 
in Uebereinstimmung mit dem Ansatz in (67). Weiter berechnet man: 
3 n—r)! —r)! m! P, (2 
a (ui, Vi)r =—=—y-r! oy e— Faas mai » 
i=1 
nile womit sich Ro fiir (6 + +) = (m —r) aufstellen lasst; u. s. w. — Allge- 
mein sind wir damit zu dem Ergebniss gelangt: 
Theorem XIII. Versteht man unter L,, die in (132) angegebene 
; bilineare Form L der zwischen den singuliiren Punkten erstreckten Integrale 
ik Uia, Via, welche in (128) erklirt sind, so erfiillen dieselben die folgenden 
Relationen: 
Mathematische Annalen. LIV. 19 
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Loe= 0, 6+1r<m—r—l 
, nem BY” . &,(2)- H,(@) 
(134) Loe = een nt: Peo? 6-+t=m—r—1 





DLoe= Roel); 6+t>m—r—1 
hierin bedeutet R,,(2) die in (133) definirte Form, welche sich nach Multi- 
plication mit 
aaptreere 

als ganze rationale Covariante der Formen P,(z), P,(2),---P,(2), Go(2), Hr(2) 
darstellen liisst. 

Hiermit ist der in (67) enthaltene Ansatz fiir die Periodenrelationen 
erster Art innerhalb der oben pracisirten Kinschriinkungen realisirt. 


§ 17. 
Periodenrelationen fiir Integrale dritter und erster Gattung. 


Ueberblicken wir die Entwicklungen der beiden letzten Paragraphen, 
welche zur Construction der Periodenrelationen erster Art gefiihrt haben, 
so tritt dabei deutlich zu Tage, dass der Erfolg der angewandten Methode 
sich ausschliesslich auf die Eigenschaft der Contragredienz der Formen- 
schaaren u,;(~) und v;(2) griindet, wiihrend der besondere Umstand, dass 
dieselben zugleich zu einander adjungirt sind, nur fiir die grésstmégliche 
Reduction der rechten Seite jener Relationen in Betracht kommt. 

Indem wir jetzt dieses secundiire Moment abstreifen und allein die 
Reciprocitit, der Formenschaaren zu Grunde legen, wollen wir nunmehr 
das gleiche Verfahren bei gewissen allgemeineren Integralen zur Anwendung 
bringen. Nach Analogie mit der in der Theorie der Abel’schen Integrale 
iiblichen Klassification bezeichnen wir die bereits im § 7 betrachteten 
iiberall endlichen ,,Integralfunctionen der Gruppe“ als ,,Integrale erster 
Gattung“, ferner solche ,,Integralfunctionen der Gruppe“, welche sich tiberall 
endlich verhalten mit Ausnahme eines Punktes, in dem sie eine logarith- 
mische Unstetigkeit erleiden, als ,,Integrale dritter Gattung“, und Integral- 
functionen mit einer Potenz-Unstetigkeit als ,Integrale zweiter Gattung“. 
Danach wiiren die im Vorhergehenden betrachteten Integrale M;(x) zur 
ersten Gattung zu rechnen, so lange (n-+ 6) <(—1) ist, zur zweiten, 
wenn (n-+ 6) > (—1) ausfallt. ' 

In einer gegen die friihere etwas abgeanderten Bedeutung sollen 

[u, (x), (x), --- u-(x)], 

[v1 (2), 9 (#),--+ v-(2)] 
zwei Formenschaaren von der Ordnung (—1) vorstellen, welche folgende 
Kigenschaften besitzen: 














lix 
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80 
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1) Ihre Elemente verhalten sich tiberall endlich und eindeutig, mit 
Ausnahme der (w-++-1) singuliiren Punkte a,, a,,---@,+41. 

2) Sie erfahren bei Umlauf des Arguments um die singuliren Punkte 
lineare homogene Substitutionen mit constanten Coefficienten; und zwar 
sind die Substitutionen der beiden Schaaren zu einander contragredient, 
so dass der Ausdruck 


> w(x) -r(@) 
i==1 

ungeindert reproducirt wird. 

3) Die singuliren Punkte sind fiir die u;, v; Stellen der Bestimmtheit. 

4) Die Exponenten, welche das Verhalten der u;, v; an den singuliiren 
Punkten determiniren, sind in ihrem reellen Bestandtheil grésser als (—1). 

Sind und y irgend zwei von einander und den singuliren Punkten 
verschiedene Punkte, so haben wir unter diesen Voraussetzungen in den 


Integralen 
> ».(a) di 
Ma) “f° ae , (2) | = ne 


e t—y 
a 


Integrale dritter Gattung. Um dieselben eindeutig zu machen, ziehen wir 
einen Schnitt, der von a, tiber a,,---@ 41 und & nach y fiihrt, und der 
bei € durch die links und rechts liegenden kleinen Halbkreise (&, &,), 
bez. (&', &,"), sowie bei » durch den kleinen Kreis (7, 4’) ausgebuchtet 
wird. Die Beziehungen unter den Werthen der u,, v; an den Ufern der 
Theilschnitte seien wieder durch die Gleichungen bestimmt: 


> 
oe > @) + 
y= a; My» 
= , > 6 of 
lings (aa, @41): = bow “ 2, ") 
-> @ + we 
B;,% x? 
wobei 
v« (4) pf) __ C F 
«55 Bre (6,t = 1,2,---1r) 
i=1 
ist. Ferner fithren wir die Bezeichnungen ein: 


“a+ a44 
r da 
Uia(&) —fi u; (a) — » Vialy) = J oF (x) a , 


y 
ba 
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in oe (a) 
U;, 2 UL» 


x=1 (Ce 
7. —> PV, om 1,3,---9 
x=1 


Integrirt man nun lings der durch die Ufer der Schnitte und die 
Kreise gebildeten Randcurve R, so ist 


fam=0, fan=o, 
(R) (R) 
woraus sogleich folgt: 


; 
Qui - u(t) = >) (U,,—T,,), 
(135) mL ( 


xi- vi(n)= > (V,,—V,,)- ) 


A=1 


» o 
| 

fs bt 
bo bo 
RB « 
ae 


Darauf entwickeln wir wieder die Identitét: 


[> M;(x) -dN;(x) = 0. 


ef i=l 
(R) 
Die Zerlegung des Integrals nach Theilstrecken liefert zuniichst die Gleichung: 


+1 


2 Sf zien —m aN; fe > (aan ae dN; } 


i=1 
— 


+f Bwvanro aN; 14 f Baan -f Snes 


i=1 
fy M,dN; =0. 
e f=1 . 
No 


Hierin hat der erste Term den Werth: 


ae > DS Ulin —TaPa} , 


4a=1 h,k=1 i=1 
h<k 








al 


K 





lie 
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wie aus dem Resultat der Berechnung des analogen Terms A in § 15, 
(131) hervorgeht. — Was den zweiten Term anbetrifft, so ist lings (a,41, &) 


dN; =dN;* 


und 
M;+ —M; = fam, = 221- ui(&), 
& 


also 


km [- ani Sui /. dN;(2). 
u+1 u+1 


— Der dritte Term verschwindet, weil auf der Strecke (£,, 7) dN; =dN;* 
und M;* — M7 =0 ist. — Beziiglich des vierten Terms hat man: 


fiean. = wil — NaN, 


also in Riicksicht darauf, dass der Radius des Halbkreises (&, &) gegen 
Null convergirt: 


= Mi) [ek — Ni fam =o. 


Folglich wird der vierte und ebenso der fiinfte Term zu Null. — Endlich 
erhilt man vom letzten Term: 


lim [Bmax —— 2515) MG): v(m). 


No="e 


— Fassen wir alle zusammen, so ergiebt sich das 

Theorem XIV. Gehéren zwei Schaaren von Integralfunctionen dritter 
Gattung zu zwei contragredienten Gruppen, und dient je der Parameter der 
einen als Argument der andern, so sind sie durch die Relation verbunden: 


r l. * \d 
(136) 2ai >) tac f” fe t wu(8) toa 


i=1 
a “u+1 


=> D> [Ua® Va) — Ta ® Va} - 


h,k=1 i=1 
hek 





Wir haben hiermit eine neue Formulirung des Theorems iiber die Ver- 
tauschung von Parameter und Argument gewonnen, welche von derjenigen 
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des § 9, (76) wesentlich verschieden ist; sie hat ihr Analogon in der 
Theorie der Abel’schen Integrale*). 

Von besonderem Interesse ist der Fall, dass die Formenschaar der 
u;(@) orthogonal ist, dass also die Substitutionen, welche sie erfihrt, den 


Ausdruck ‘ 

Sie 

i=1 
in sich iiberfiihren. Da wir alsdann die reciproke Formenschaar der 1;(z) 
mit der ersteren identificiren — so ergiebt sich aus (136) die Relation: 


: A. dx tomy 
(137) 221 >) {w (") a (&) =< 
2 





Fut 
->»> - Uia(n) — Tin(€) Tie(n)} 
aomnt i=1 


Nehmen wir ferner an, dass die Formen v;(7) in « = y eine Null 
stelle besitzen, so stellen die N;(«) Integrale erster Gattung dar, und die 
Gleichung (136) liefert dann eine Beziehung zwischen Integralen erster 
Gattung und den Perioden von solchen Integralen dritter Gattung der 
contragredienten Gruppe, welche das Argument der ersteren zum Para- 
meter haben. 

Fiihren wir schliesslich die Voraussetzung ein, dass beide Formen- 
schaaren u;(%) und v;(x) in = §, bez. x —y eine Nullstelle besitzen, 
wodurch die Integrale M;(x), N;(x) in die erste Gattung eintreten, so 
gelangen wir zu folgendem einfachen und eleganten Resultat: 

Theorem XV. Gehdren zwei Schaaren von iiberall endlichen Integral- 
functionen zu contragredienten Gruppen, so erfiillen thre Perioden die bilineare 
Relation: 


Ke r 

(138) > Dd (UVa — Ta Vin} =0, 
h,k=1 i=1 
h<k 

wobei gleichzeitig die linearen Identitiiten gelten: 


> (Uin — Ui) _ 0, 


h=1 


(139) . (¢=1,2,---r) 
bs (Vis — Vu) = 0. 
k=l 


*) Vgl. Clebsch und Gordan, Theorie der Abel’schen Functionen, § 33. 














der 


der 
den 


v;(2) 


tion: 


1) 
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Identificirt man den singuliren Punkt a,4+4;, mit dem Parameter z der im 
§ 15 betrachteten Integrale und eliminirt vermittelst der Gleichungen 
(139) aus (138) diejenigen Perioden, welche z in der Grenze der Inte- 
gration enthalten, so wird man im wesentlichen zu den Relationen L,,—0O 
von (134) zuriickgefiihrt, soweit dieselben sich auf Integrale erster Gattung 


beziehen. 


§ 18. 


Aufstellung einer Ungleichung fiir die Perioden gewisser Integrale 
erster Gattung. 


Im Anschluss an die Ableitung der Periodenrelationen fiir die Abel- 
schen Integrale, deren Verallgemeinerung die vorhergehenden Darlegungen 
zum Ziel hatten, entwickelt Riemann*) die fundamentale Ungleichung 
fiir die reellen und imaginiiren Bestandtheile der Perioden, von welcher 
die Convergenz der Thetareihe abhingt. 

Im Folgenden beabsichtige ich nun auch zu dieser Ungleichung das 
Analogon in unserm Gebiete zu construiren, wozu es einer gewissen 
Ausdehnung der von Riemann zu jenem Zweck benutzten Methode 
bedarf. 

Es soll von jetzt an die zu einer complexen Grésse z conjugirt 
imaginiire Grésse stets mit 2 bezeichnet werden. 

Unsere Entwicklung wird sich auf folgenden Hiilfssatz stiitzen: 

Ist M(x) eine nicht constante Function des complexen Arguments x, 
welche in einem einfach zusammenhingenden Gebiete E der x-Ebene sich 
eindeutig und endlich verhiilt, so gilt die Ungleichung: 


if M-dM>0, 
(R) 
wobei sich die Integration in positiver Richtung lings der Randcurve R 
jenes Gebietes erstreckt. 
In der That, man setze «= &-+ in und 


M(x) = S(, 4) + iT (&, 0); 


M.dM=S-.dS—iS-dT+iT-dS+T-d7 
= — 2iS-dT + + d{S? + 1? + 28-7}, 


dann ist 


also **) 





*) Theorie der Abel’schen Functionen“, Nr. 21. 
“) Riemann, l.c. 
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ifm-aM=2/s-.ar 
(R) (R) 


=2f tif ane-af leg eas, 


Es sei nun 
| my (x), Ug (x), oR u, (x) | 


eine Formenschaar von der Ordnung (— 2), welche folgende Eigen- 
schaften hat: 


1) Ihre Elemente verhalten sich iiberall endlich und eindeutig, mit 
Ausnahme der (u + 1) singuliiren Punkte a,, d,,---, @u41.- 

2) Bei Umlauf des Arguments um die singuliren Punkte erfahren 
die u; lineare homogene Substitutionen mit constanten Coefficienten, die 
so beschaffen sind, dass, wenn man die @; den conjugirt imaginiiren Sub- 
stitutionen unterwirft, die definite Hermite’sche quadratische Form 


Sus 
i=1 
durch dieselben in sich transformirt wird.*) 

3) Die singulaéren Punkte sind fiir die wu; Stellen der Bestimmtheit. 

4) Die Exponenten, welche das Verhalten der w; an den singuliren 
Punkten determiniren, sind grésser als (— 1). 

Die Forderung 2) involvirt bereits, wie aus einem Satze des Hrn. Fro- 
benius**) hervorgeht, die Realitit der in 4) erwihnten Exponenten und 
schliesst zugleich das Auftreten von Logarithmen im Aufbau der u; aus. — 
Es sei ferner hervorgehoben, dass diese Bedingung 2) nach einem Theorem 
der Hrn. Léwy und Moore ***) jedenfalls erfiillt ist, wenn die Formen 
u;(x) algebraisch sind, also eine endliche Substitutionsgruppe besitzen. — 

Mit den Formen u;(x) bilden wir die Integrale 





*) In der Abhandlung ,ber eine Klasse linearer homogener Differential- 
gleichungen“, Berliner Sitzungsberichte 1896, untersucht Hr. Fuchs Differential- 
gleichungen, mit deren Integralen sich eine Hermite’sche Form bilden liisst, die 
durch die Substitutionen der Gruppe in sich iibergefiihrt wird. 

**) Siehe ,,Uber die principale Transformation der Thetafunctionen“, Crelle’s J. 
Bd. 95, pag. 267; vgl. auch Lowy, ,,Uber bilineare Formen mit conjugirt imaginiiren 
Variablen“, Mathem. Annalen, Bd. 50, pag. 565. 

“*) Lowy, ,,Sur les formes quadratiques définies 4 indéterminées conjugées 
de M. Hermite“, Comptes rendus 1896; Moore, ,,An universal invariant for finite 
groups of linear substitutions: with application in the theory of the canonical form 
of a linear substitution of finite period.“ Mathem. Annalen, Bd. 50, pag. 213. 

























297 


Integrale reciproker Formenschaaren. 





x 


ui (x) dz, (¢=1,2,---,r) 











M; (x) = 


a 


welche auf Grund der obigen Voraussetzungen iiberall endlich sind und 


. sich in der von a, tiber a,,a,,--- bis a,41 zerschnittenen Ebene ein- 
deutig verhalten. Setzen wir die Beziehungen unter den Werthen der u; 
an den Ufern der Theilschnitte wieder durch die Gleichungen fest: 

1- - _ 

, — Q) + ee at 

lings (a2, @a+1): “= 2 “_« ; Gera 
it vis 

so legt die Voraussetzung 2), wonach 

n r = r +— 

ie (> UG «) = (> Ui «) 

)- i=1 i=1 
sein soll, den Coefficienten a die Bedingungen auf: 

(140) > ab aD a doe. (6,7 =1,2,---,r) 


i=1 


Weiter fiihren wir fiir die Perioden der Integrale M; die Bezeichnungen ein: 


a j= 1,2 
n ‘ ~= a a 
141 Ua — fut d ( "9. oo 
(141) i ¥ u; («) dx A=1,2,---,u 
. und setzen zur Abkiirzung: 
= € r ) 
n (142) U;, => Orn U4) 
x=1 
7 sodass zufolge (140) 
(143) Tia Una = Usa Ui (A=1,2,---,w) 
i=1 i=1 
‘ ist. Integrirt man lings der von den Ufern der Theilschnitte gebildeten 
. Randeurve R in positiver Richtung, so ist 
. fam, = 0, 
n (8) 
. woraus sich fiir die Perioden die Identititen ergeben: 
e ad os 
; (144) > (Ui2—Tir) =0. 


4=1 
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Auf Grund des oben angegebenen Hiilfssatzes besteht nun die Un- 


gleichung : 
if M;-dM; > 0. 
f=a1 


(R) 
Zerlegt man das Integral nach den Theilstrecken, so hat man: 
44 


Bf Zeta —ara. \> 0; 


i=1 


und die weitere Eutwicklung der linken Seite, deren Resultat sich bei 
der Analogie mit der Ausfiihrung des Terms A in § 15, (131) sofort 
iiberblicken lisst, liefert fiir die Perioden die Ungleichwng: 

os - 
(145) H=i S Sn 0n—Tn Tu} > 0. 


A,k=1 i=1 
hek 


Dieselbe betrifft iibrigens nur die Proportionen der Perioden, da man je 
etwa mit U,, U,, dividiren kann. 

Um die Hermite’sche quadratische Form H auf der linken Seite 
von (145) in reelle Gestalt umzusetzen, zerspalte man die Perioden Uj, 
in ihre reellen und imaginiiren Bestandtheile und setze in H ein: 

Uin — Xin + iYin, 

Uin = Xu + iYin; 
behailt man dann nur den reellen Theil des aufgelésten Ausdrucks H 
zuriick, so ergiebt sich: 


(146) H S S [ {Xin Vir — Xin Yin} — {Xx Ya — Xin ¥i,}|>0. 
Ak=1 i=l 
h<k 


Dass in der That H reell, also sein imaginirer Theil 


iD D[ekaXet Yak) —(KaFat Ma Fa] =o 


Ak=1 i=1 


hek 


ist, lisst sich auch leicht direct verificiren. Aus (144) folgt nimlich: 


> Xa = > Xa, 


(147) — 


> Ya = > Yaa; 
A=1 


4=1 
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quadrirt man diese Gleichungen, addirt sie und summirt iiber 7, so 
hat man: 


> > [Xn Xin + Yin Vir) — (Xu Xu t+ Yi i) =0. 
hk=1 i=l 


Zerlegt man dieses Aggregat in drei Theile, je nachdem h<k, h>k 
und h =k, so ist der letzte gleich 


S > uTu— Tad), 


4=1 i=l 
verschwindet also zufolge (143); und die Vertauschung von h und k im 
zweiten Theil zeigt dessen Identitit mit dem ersten Theil, welcher mithin 
fiir sich den Werth Null hat, — wie zu beweisen war. 
Besonders einfach gestaltet sich unser Ergebniss unter der speciellen 


Annahme, dass die Substitutionscoefficienten a reelle Zahlen sind, dass 


also die Transformationen, welche die Formen u;(x) erfahren, eine reelle 
orthogonale Gruppe bilden. — In diesem Falle spaltet sich (142) in 


~ 

Vv (a) 

—— > a Xa) 
x=1 


r 

—— (a) 

Yua= p a: Ya» 
z=1 


und aus der Multiplication dieser Gleichungen und Summation iiber 7 
fliesst die Identitit: 


(148) > Xu Ya= > Xi Yi. (A=1,2,---,w) 
i==1 i=1 


Multiplicirt man andrerseits die beiden Gleichungen (147) mit einander 
und summirt iiber 7, so folgt: 


> Dyes Yi — Xin Yix} =). 


A,k=1 i=1 


Hier zerlegen wir wieder die linke Seite in drei Theile, je nachdem h<k, 
h>k und h=k; der letzte verschwindet wegen (148); vertauschen wir 
noch im zweiten h und k, so bleibt: 


> S[ lx Yin — Xin Yix} + { Xix Yi, — z Yin} | =0. 


A,k=1 i=1 
h<k 





ACO LOL SLL a TCS Eee A ES ET EE CE 
- — 
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Addiren wir schliesslich diese Identitaét zu (146), so erhalten wir: 


K r 

(146’) sH= > DS (Xa Yu — XaFa} >. 
h,k=1 i=1 
he<k 


Wir fassen diese Ergebnisse zusammen in dem 


Theorem XVI. Gehért eine Schaar von iiberall endlichen Integral- 
functionen zu einer Gruppe, deren Substitutionen gegeniiber sich die definite 
Hermite’ sche Form 


ps U; U; 

i=1 
invariant verhiilt, so existirt eine’aus den Perioden der Integralfunctionen 
gebildete Hermite’sche Form H, welche nur positiver Werthe fihig ist; 


und zwar ist 
7 i> > Uin Ux _— Uin Ta} = 
Ak=1 i=1 
he & 
lad r re a a * 
> >| (Xa Ya— Xa Yu} —{ Xa Yn— Xa Ya) ]- 
a é=s1 
Wenn die Gruppe speciell reell und also orthogonal ist, so léisst sich 
H in de Gestalt setzen: 


H=2 > Dyes Yiu— Xi Vix}: 


A,k=1 i=1 
he<k 


Die Hermite’sche Form H, welche die linke Seite der gewonnenen 
Ungleichung (145) bildet, hingt, wenn man die Abkiirzungen (142) und 
die Identitaten (144) beriicksichtigt, von r(u—1) Variabeln ab. Da nun 
offenbar der Rang dieser quadratischen Form in unserm Untersuchungs- 
gebiete eine Fundamentalzahl darstellt, so wollen wir im Folgenden die 
Frage behandeln, wann er die maximale Héhe r(u—1) erreicht, unter 
welchen Bedingungen also H sich nicht auf eine geringere Anzahl von 
Variabeln transformiren lisst. 


Ersetzt man in H und den Gleichungen (144) die U;, durch ihre 
Werthe in (142), so erhalt man: 


(149) , > > UasTal Se © a) — 8,41, 


Th k= 1 o,t=1 i=1 
hek 


wobei die wr Variabelnpaare U,,, Us, durch je r lineare Relationen 
verbunden sind: 








(1 


So 
da 


ve 


2o 


80) 


(h 


Hi 
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(a ai é,,) a 0, 
(150) oe (¢=1,2,---,7) 





Soll nun, unter Beriicksichtigung derselben, H nicht degeneriren, so ist 
dazu nothwendig und hinreichend, dass diejenige Determinante A nicht 
verschwindet, welche man erhilt, wenn man das Coefficientenschema von 
H mit den Coefficientensystemen der Bedingungsgleichungen rindert. Um 
A iibersichtlich darzustellen, benutzen wir folgende Abkiirzungen fiir einige 
quadratische Matrices von je r? Elementen: Das Zeichen (0) bedeute eine 
soleche, deren simmtliche Elemente 0 sind; ferner mégen die Zeichen 
(h,k), (h), (k) die Matrices: 


r 


(h, k) = { Sevag —e,,1, (6,c=1,2,--,r) 


é=n1 
(h) = {a —d., A (6,¢=1,2,---,r) 
(k) = {a —o,,} (6,c=1,2,---,r) 


reprisentiren, wobei 6 der Zeilenindex, t der Colonnenindex sein soll. — 
Mit Hiilfe derselben lisst sich dann, wenn man beachtet, dass simmtliche 
Coefficienten der Form H in (149), fiir welche k << h ist, den Werth Null 
haben, die Determinante A in wol selbstverstindlicher Symbolik folgender- 
massen schreiben: 


(0) (1, 2) (1, 3) (1, 4) ean (1, w) (1) 
(0) (0) (2, 3) (2, 4) ey (2, “) (2) 
(0) ©) ©) (@,4)--- @,#) (3) 
0 © © @© ---@—I1,4) @—) 

0 © @© @ -:-- @ (u) 
@) @) @) @ --- @ (0) 


Hieraus ist aber unmittelbar ersichtlich, dass sich A auf das Product 
von Determinanten reducirt: 


A = |(1)| - (1, 2)| - (2, 3)] - (3, 4) --- (#1, HI 


Wir haben demnach: 
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au+l 
(151) a=—|[] 
4=1 


wenn darin die Zeichen o) und ol a mit 6, identificirt werden. 


r 


4—1) g(a) 
| > ae —a,,| 


i=1 





? (6,r=1,2,---,r) 





Es ist nun zu untersuchen, welche Bedeutung das Verschwinden 
eines Factors von A: 


r 


4—1) g(a) _ 
> ga — a,,| 


i=1 


? 











oder, was auf dasselbe herauskommt, des conjugirt imaginiiren Ausdrucks: 


r ‘ \| 
he p=) 
|| Seay —2,, 


i=1 


besitzt. Setzen wir 


SEP e-w, 

i=1 
so handelt es sich um die Bedeutung einer Wurzel ¢ = 1 der Gleichung 
r-ten Grades: 

(9% — 4,,#)| =0. (6,c=1,2,--,7) 


Da zufolge (140) die Matrices 
{2} ma {ai} 


reciprok sind, so ergiebt sich: 

Sola ol, 

o=1 
das heisst: die Composition der Matrices <;*) und {9%} liefert die 
Matrix a) . Die erste giebt aber die Substitution der u; bei simul- 
tanem Umlauf um die singuliren Punkte a,, a,,---,@,—1, die letzte bei 
Umlauf um 4,, a,---, @—1,@. Folglich giebt die Matrix {9} die 
Substitution bei Umlauf um den Punkt a,, und obige Gleichung in ¢ ist 
also nichts anderes als die Fundamentalgleichung desselben. Soll ihr die 
Wurzel t= 1 geniigen, so muss die determinirende Gleichung des Punktes 
a eine ganzzahlige Wurzel besitzen. — Damit sind wir zu folgendem 
einfachen Resultat gelangt: 

Die Hermite’ sche quadratische Form 


Me r . 
= ‘2. 2 {Un Uix— Vin un 
nek see 





det 


dar 
Var 
Gre 
con: 
eine 
eine 


Nul 
oder 


Sub: 
driic 


fiir 


stell 
stets 


wele 
giebt 


Ung! 


deray 
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hat den maximalen Rang r(u—1) stets dann und nur dann, wenn die 
determinirenden Exponenten der u;, von denen in der Priimisse 4) die 
Rede ist, stimmtlich von ganzen Zahlen verschieden sind. 

Man kann in diesem Falle H in die kanonische Gestalt transformiren: 


r(u—1) 
H= a & P, P,, 


4=1 


worin die P,; r(u—1) linear-unabhiingige Aggregate der Perioden U;, 
darstellen, und die Coefficienten «, die Werthe (+1) oder (—1) haben. 
Variirt man die determinirenden Exponenten der wu; continuirlich zwischen 
Grenzen, die keine ganzzahligen Werthe einschliessen, so behalten die ¢, 
constant ihre Werthe bei, sodass die quadratische Form A innerhalb 


eines solchen Continuums iiberall den gleichen Charakter hat; — denn 
eine Aenderung der Werthe der ¢, wiirde den Durchgang von A durch 
Null erfordern, — was nach dem Obigen ausgeschlossen ist. 


Betrachtet man, wie wir dies friiher gethan haben, die Perioden Uj, 
oder die P, in ihrer Abhiingigkeit von einem variabeln Verzweigungspunkte, 
so verhiilt sich offenbar die Hermite’sche Form H gegeniiber den linearen 
Substitutionen, vermittelst deren sich die Zweige der P, durch einander aus- 
driicken, invariant. Die Gleichung H =O liefert die natiirliche Grenze 
fiir die Variabilitét der Periodenquotienten. 

Wenn u(x) irgend eine algebraische Form (—2)-ter Ordnung dar- 
stellt, deren Integral iiberall endlich ist, so existirt, wie oben erwihnt, 
stets ein Fundamentalsystem von linearen Combinationen ihrer Zweige: 


u, (2), Us (x), ye uy (x), 


welches den aufgestellten Priimissen Geniige leistet. Die Ungleichung 
H>O0, welche sich fiir die Perioden des iiberall endlichen Integrals er- 
giebt, wird sich in diesem Falle mit der von Riemann l. ec. entwickelten 
Ungleichung” entweder decken, oder letztere wird aus der Addition mehrerer 
derartiger Ungleichungen H > 0 hervorgehen. 


$ 19. 
Die Ungleichung der hypergeometrischen Integrale héherer Ordnung. 


Die vorstehenden Entwicklungen sollen jetzt fiir den einfachsten Fall 
r= 1 specialisirt und weiter verfolgt werden. — 

Die Form w(x) von der Ordnung (— 2), auf welche sich bei dieser 
Amahme die zu Grunde gelegte Formenschaar reducirt, hat dann noth- 
wendig die Gestalt: 
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(152) u(x) = 


(e—a,)"™ (e—a,)*~ --- (@—a,)*"* (w@—a,, Je". F(a), 


u—— 
wobei die Summe s der Exponenten 


S = 8, + 8 e+ + Sut Su4t 
eine ganze Zahl ist und F,_,-1(x) eine beliebige ganze rationale Form 
von der Ordnung ihres Index bedeutet. Damit gemiiss der Priimisse 2) 
das Product wit bei den Substitutionen der Gruppe ungeindert bleibt, 
miissen die Zahlen s, reell sein; nehmen wir sie als positive echte Briiche 
an, so geniigt u(x) allen Voraussetzungen, ohne dass die Allgemeinheit 
beeintrachtigt wird. 
Die ganze Zahl s ist damit auf das Intervall eingeschrankt: 


1<s<up, 


und das allgemeinste iiberall endliche Integral 
ul 


M2) = fu(a)dz—f [J @—ay™- Fy a(@) dz 


stellt eine lineare Schaar von (u—s) Elementen mit willkiirlichen con- 
stanten Coefficienten dar; es existirt also ein solches gar nicht, wenn 
speciell s =u ist. Setzt man zu Abkiirzung 


dtiatat +H — o | * (A=1,2,---,a) 


so bilden die Zahlen 9,, @,,---, Q., deren absoluter Betrag die Kinheit 
ist, ohne dass zwei aufeinander folgende gleich sind, das System der 
Multiplicatoren, welche u(x) an den Schnitten (a,,4@,), (2,45), +++; (Guy Gut) 
annimmt. Da durch dieselben nach Angabe der Punkte a,, a, +++, Qu+1 
das Integral M(x) vollig bestimmt ist, so diirfen wir uns ausdriicken: 
Das Integral M(x) gehért zu dem Multiplicatorsystem (@,, 9, ---, Qu). *) 
Gleichzeitig mit der Form w(x) betrachten wir eine zweite Form 
von der Ordnung (— 2), welche zu dem reciproken Multiplicatorsysteme 
£. 1 1 . 
( »mott’y ~ gehort: 


e Q3 BM 
(153) v(2)—=(@—a,)*(@—ayy ++ - @— ay) "*(— ups)" G,2(@), 
— worin G,_»(x) eine willkiirliche ganze rationale Form von der Ordnung 


ihres Index bedeutet, — und fiihren das iiberall endliche Integral ein: 
a+ 


N(x) = fe (x) dx =f [[@-ay* - Gs—2(x) da. 


A=1 


*) Vgl. H. 1. pag. 148 ff. 
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Da dasselbe sich aus (s —1) Elementen linear zusammensetzt, so ergiinzen 
sich die Mannigfaltigkeitszahlen beider Integrale M(x) und N(x), (u— s) 
und (s—1), zu der Zahl (u—1). In Uebereinstimmung mit dem Theorem VI 
des § 7 repriisentirt die gleiche Zahl (u—1) auch die Anzahl der Elemente 
unter den Perioden 


aH +1 
Y= } u(x)dx, V= [ v(@)de (A=1,2,---,u) 
« a“ 


jener Integrale, welche in bezug auf die Verzweigungspunkte a, , @,,+++,@u4i, 
letatere als Parameter betrachtet, linear-unabhiingig sind. 

Specialisirt man nun die allgemeinen Resultate von (149), (138), 
(150) fiir diese ,,hypergeometrischen Integrale (u —1)-ter Ordnung“ Uj, Vi, 
so erhdlt man die Ungleichungen: 

“ 
= 7 
H=i > U,0(1— *) > 0, 


h,k=1 


Me 


K=i Zz V;, V.(1 - *) > 0, 


und die bilineare Relation: 
“ 
es . e, 
best 4 U,V. (1— “) one, 
nek 


wozu die linearen Gleichungen treten: 


Ps U,(1 —@) — 0, 


4=1 
“a 
1 Q, 
= vi (-—") =o. 
Eliminirt man vermittelst der letzteren die iiberschiissigen Elemente 
U., Vu, so ergiebt sich nach einer kleinen Reduction folgende Darstellung 


der bilinearen Formen: 
u—l 


H= D ¢nx U), Ux, > 0, 
h,k=1 
ul 

(154) : —Kk= Chk V;, Vi. < 0, 
h,k=1 
al 

L= Pa Crk U, V;, == 0, 


h,k==1 





Mathematische Annalen, LIV. 
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1—@, %&—e, 


Cy is +. h<h 
e 1 = eC, ? - 
(155) ; i ii 
wots h>k 
e; 1-—@, ” 


zu setzen ist. 

Will man jetzt diese Formen simultan auf kanonische Gestalt trans- 
formiren, so lisst die Structur der Ausdriicke H, K, L in (154) es als 
naturgemiss erscheinen, dass die Variabelnsysteme der U, und V; con- 
jugirt complexen Transformationen unterworfen werden. Zu diesem Zweck 
diene C, als Abkiirzung fiir die reelle Grésse 

C . @a—1— a ee “ 


i (4=1,2,---,-@—D) 


7 m1 ~ 





deren Vorzeichen mit «, und deren absoluter Betrag mit [, bezeichnet 
werde. Man wird nun zuniichst durch Induction zu den folgenden Sub- 
stitutionen der U,, V;, gefiihrt, welche obiger Forderung entsprechen: 


ul 


= Vii: aa * Us, 


=!’ 


u—l ae (4=1,2,---,q@—1) 
O% Sa SA 77 
Ft: Pee eu ee? 
und verificirt dann ohne Schwierigkeit, dass vermittelst derselben H, K, L 
in die kanonischen Formen iibergehen: 


| H =¢, P, P, + & Py Py + & Ps Py +++ &u—1 Pus Put, 
—K= = £1 QQ, + & Qo Qe + & Qs Qs H+ ++ Eu—1 Qu—1 Qua; 
L=& P,Q, + & Py Qs + & Ps Qs ees &u—1 Pui Qu—i- 


Hier ist es nun von Wichtigkeit, die Anzahl der negativen Vor- 
zeichen unter den ¢ festzustellen, welche bekanntlich fiir alle Trans- 
formationen auf kanonische Gestalt invariant ist.*) Setzt man dazu C, 


in den Ausdruck um: 
C sin sin (%8,) - sin © (8,44 + Site +---+ $,) 
,= - -———- 


sin x (8, + 84,4: ‘ees ? 


so zeigt sich, da die sin(as,) der Voraussetzung nach positiv sind, dass 
jene Anzahl leich der Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe der Geen 


(156) 


") Vel. Hermite, ,,Sur le nombre des racines d’une équation algébrique com- 
prises entre des limites données‘, Crelle’s J. Bd. 52, pag. 40. 
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sin(ws,), SiNw(S.+ Sy—1), sin w(Sy + Su—1 + Sys), °° - 
+++, SIN (Su Se—aF Sua + $2), SIN W (Sy Su—1 + Spa +++ + 82-81) 


ist. Denkt man sich nun die uw Zahlen: 


Su» (Su Sua), (Su + Spa + Sy—2), +> - 

5 (Su + Su—1 $F Su—a + +++ $2), (Su + Se—a + Sp—2 + +++ + S2 + 51) 
als Strecken auf einer Geraden von einem Nullpunkte aus aufgetragen, 
so fallt in jedes der s Intervalle: 

(0, 1), (1, 2), (2, 3), alt (s—2, s—1), (s—1, s) 

der Endpunkt mindestens einer Strecke hinein, da simmtliche Zahlen 
Suy Su—ty Su—2y ***y Sg, S: und S,4;—=S—(s;-+52+----+5,) als positive 
echte Briiche angenommen sind. Zwei solche auf einander folgende End- 
punkte geben in obiger Reihe zu einem Zeichenwechsel Veranlassung, 
sobald sie nicht in dem nimlichen Intervall gelegen sind. Daraus geht 
hervor, dass die Reihe jener Sinus (s— 1) Zeichenwechsel aufweist, dass 
also von den Vorzeichen ¢, (u—s) den Werth (+1), (s—1) den Werth 
(—1) haben. 

Mit geringfiigiger Modification der in (156) benuteten Bezeichnung 
bringen wir dieses Ergebniss in der folgenden Darstellung der bilinearen 
Formen zum Ausdruck: 
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us ul 





H= > PPi— P P,P, > 0, 
4=1 A=u—s+1 
u—s w—1 
(157) | = —>' Q2 Qa + Po QQ > 0, 
4=1 4=u—s+1 
u—s ul 
L= P, ) on P. = . 
2 . _-.. en 


Beriicksichtigen wir die oben hervorgehobene anderweite Bedeutung 
der Zahlen (wu —s) und (s—1) als Anzahlen der in M(x), bez. N(x) 
enthaltenen Elemente, so erhalten wir das 

Theorem XVII. Es liege ein System von u Multiplicatoren (0, , 02, +++ Qu) 
vor, deren absoluter Betrag die Einheit ist, und von denen je zwei auf ein- 
ander folgende ungleiche Werthe und der erste und letzte von 1 verschiedene 
Werthe haben. Gehirt zu diesem Multiplicatorsystem ein iiberall endliches 
Integral, so besitet dasselbe (u — 1) Perioden, die in bezug auf die Ver- 
eweigungswerthe linear-unabhiingig sind. Die Variabilitdt dieser Perioden ist 
dadurch eingeschriinkt, dass eine gewisse aus ihnen gebildete Hermite’ sche 
quadratische Form H vom Range (wu — 1) nur positiver Werthe fahig ist. 
20* 
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Der Triigheitsindex dieser Form (die Anzahl ihrer sositiven Terme in 
kanonischer Darstellung) ist gleich der Anzahl der linear-unabhiingigen 
tiberall endlichen Integrale, welche zu dem Multiplicatorsysteme gehiren, 
Bildet man die entsprechende Zahl fiir das reciproke Multiplicatorsystem 


(=, . 5 omy —)> so erginzen sich beide Zahlen zum Range (u—1) der 
1 2 a 
Formen. — Die Perioden der Integrale des eimen und des andern Systems 
y 
sind durch bilineare Relationen L = 0 verbunden. 
Unser Ergebniss lisst sich nun folgendermassen interpretiren: Die 
(wu — 2) Quotienten der Aggregate von hypergeometrischen Integralen 
(w — 1)-ter Ordnung: 
Fe 2 Fs 
ah ne a 





hiingen von den Werthen der (u-+ 1) singuliiren Stellen a, az,---,@.,Qu41 
ab, welche jedoch wesentlich nur mit ihren (u — 2) Doppelverhiiltnissen 
in Betracht kommen. Man fasse jetzt umgekehrt diese (u — 2) Doppel- 
verhiltnisse der a; als Functionen jener ebenso zahlreichen Integral- 
quotienten auf, und deute die reellen und imaginiiren Bestandtheile der 
letzteren als rechtwinklige Coordinaten eines Punktes im Raume R,,—4 
von 2(u— 2) Dimensionen. Dann sagt unser Resultat aus, dass die 
Existenz der in Rede stehenden (u — 2) Functionen von (u— 2) complexen 
Variabeln auf das im R:,—,4 durch die Fliche zweiter Ordnung 


H SPB 3 P,P, = 0 


4=1 A=u—s+1 
abgegrenzte Gebiet H > 0 beschrinkt ist. 

Hiernach ordnen sich diese Functionen in (uw — 1) wesentlich ver- 
schiedenen Klassen an, je nachdem s eine der Zahlen 1, 2, 3,---, (u—1) 
darstellt, wiihrend sie bei su gar nicht existiren. Wenn s den Werth 1 
hat, — in welchem Falle zu dem reciproken Multiplicatorsystem kein iiberall 
endliches Integral gehért, — so ist H eine positiv definite Form und die 
Grenzfliche also imaginiir; die Functionen existiren folglich in diesem 
Falle im ganzen Raume R:,-4, und es ist dies offenbar die einzige 


Méglichkeit, wo sie algebraisch sein kiénnen. — In jedem der weiteren 
Fille s = 2,3,---,(u—1) ist dagegen ihr Existenzgebiet — und zwar 
jedesmal in andrer Weise — eingeschrinkt. Speciell im letzten Falle 


s =(u—1), wo zu dem vorgelegten Multiplicatorsysteme nur ein iiberall 
endliches Integral gehért, hat man als Existenzgebiet das Innere der 
Hypersphiire: 
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Beiliufig wollen wir an diese letztere Thatsache eine Bemerkung an- 
kniipfen. Nimmt man an, dass 


Sut Su—1 <1 


ist, so ist unter den Vorzeichen ¢, in (156) ¢,—; das einzige positive; 
die Ungleichung (156) lautet also: 


B4ms > PiPit+ PsPe+-+-+ PF, ~2, 


und es geht daraus hervor, dass P,_; == Yf,—1 U,—1 nie verschwinden 
kann, also das Integral U,,1 stets von Null verschieden ist. Mit etwas 
verinderter Bezeichnung haben wir daher den Satz: 

Sind 81, 82,+* +, 8.41 reelle positive echte Briiche mit der ganzzahligen 
Summe 


Sit See thy =e —l, 
5, +s, <1, 


so ist die durch das hypergeometrische Integral 


und ist 


T= f (@—a)' (@— ay) (@— a) + (@ ay gst dx 
a 


definirte analytische Function von a, de,+ ++, G41 stets von Null ver- 
schieden, so lange nicht irgend zwei dieser Argumente zusammenriicken. 

Speciell fiir « = 3 ergiebt sich daraus: 

Die Gauss’ sche hypergeometrische Function F (a,b,c, x) besitet, ab- 
gesehen von den Punkten x =0,1, 00, keine Nullstelle, wenn a, b, ¢ 
reelle positive echte Briiche sind und ¢ grésser als a und b ist. 

Wir heben noch eine andere EKigenschaft der Hermite’schen Form H 
hervor. Beschreiben die Parameter a, dg,+--, 441 irgend welche ge- 
schlossenen .Umliufe um einander, so erfahren die (u— 1) Perioden 
lineare Substitutionen von der Art, dass die Form H durch sie un- 
geandert reproducirt wird; und es ist ersichtlich, dass diese Eigenschaft 
auch dann noch bestehen bleibt, wenn man den Exponenten 81, Se, -+-, 8441 
beliebige reelle Werthe mit ganzzahliger Summe ertheilt; nur muss man 
dazu die zwischen zwei singuliren Punkten erstreckten Integrale durch 
solche mit Doppelumlauf ersetzen, um ihre Giltigkeit zu erweitern. 

Unser Ergebniss beziiglich der Existenz einer — eventuell imagi- 
niren — natiirlichen Grenze fiir die oben betrachteten Functionen der 
Periodenquotienten ist im Falle u = 3, der die zuerst von Hrn. Schwarz 
eingefiihrten automorphen Dreiecksfunctionen liefert, wohlbekannt. Diese 
Grenze bildet der reelle oder imaginiire Orthogonalkreis desjenigen Kreis- 
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bogendreiecks, welches durch jene Function auf die Halbebene abgebildet 
wird.*) Setzt man die hypergeometrischen Integrale in Gauss’sche Reihen 
um und bezeichnet die kanonischen Integrale der hypergeometrischen 
Differentialgleichung in der Umgebung von x = 0 mit 


9 = Fea, b, C, x), 
y = 2'-* F(a—ce+1, b—c+1, 2—¢, 2), 


so erhalt man fiir H folgenden Ausdruck: 





__ sin(az) - sin(e — a- 2) 

aes sin (ez) 
fo— sin(az)-sin(ba) r(i—a) F(a — bd) Fe — 3)p) 
{99 — 99 can) me—d-w lfe—atre—pra— 4 fj? 





und es gilt die Ungleichung H>0O, wenn die reellen Parameter a, b, ¢ 
den Beschrainkungen unterliegen: 


a>0, b<l, 
e—a>0O, e—b<1l. 


Ferner hat Hr. Picard**) im Falle w= 4 gelegentlich der Be- 
handlung der Frage, unter welchen Bedingungen die Doppelverhiiltnisse 
der singuliren Stellen sich als eindeutige Functionen der Integralquotienten 
ergeben, die Existenz der natiirlichen Grenze durch einen Grenziiber- 
gang aus der Riemann’schen Ungleichung der Perioden der Abel’schen 
Integrale erschlossen. 

Wir wenden uns jetzt zu den Ungleichungen und Relationen (157) 
zurtick, um sie in ihrer Gesammtheit niher zu untersuchen. — Die all- 
gemeinen iiberall endlichen Integrale M(x) und N(x) setzen sich, wie 
oben erwihnt, aus (u —s), bez. (s — 1) linear-unabhingigen Elementen 
zusammen, die mit den aus ihnen abgeleiteten Griéssen durch obere Indices 
unterschieden werden mégen. Indem wir die Bezeichnung ,,Periode“ auf 
die in (157) auftretenden Aggregate von Perioden P;,, Q, iibertragen, 
stellen wir im Sinne des Theorems VI, § 7 die zu beiden Multiplicator- 
systemen gehérenden Periodenschemata auf: . 


*) Schwarz, ,,Ueber diejenigen Fille, in welchen die (Gaussische hyper- 
geometrische Reihe eine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt,“ 
Crelle’s J. Bd. 75, Nr. V, VI. 


**) ,,Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des séries hypergéométriques 


de deux variables‘, Annales de l’école normale, III série, t. II, 1885, pag. 375. 
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(1) | p(t) (1) (1) (1) (1) 
Me je ae ... a ey, «ee, 
(2) (2) (2) (2) (2) (2) 
mo |e RP a ee 
| 
M“-® (z), | alg , ime bia eS | wee tt 
| 
—— . 
(1) | a®@ (1) (1) (1) (1) 
N (x) Q; 2 canes ll Oot araar’ Q.-1 
(2) , | g@) (2) (2) (2) (2) 
Nn (@) -| Q 2 eae Qs Peta * Q.—1 
@—1) 7,)| a&—-) ane (s—1) (s—1) —1) 
N ; (x) Q, 2, wees Sc Qu. ie a Pies as 


worin die e, bez. Q? je einer Colonne, als Formen in den Parametern 
4, 42,°**, u4+1 betrachtet, verwandt sind, und die Substitutionen, welche 
diese Colonnen bei Umliiufen der a, bez. erfahren, zu einander complex con- 
jugirt sind. Bei der nun vorzunehmenden Normirung der Integrale M‘(z), 
N (z) lassen wir allerdings diese Auffassung der a, als Parameter fallen 
und legen kein Gewicht mehr darauf, dass die Perioden einer Reihe in 
bezug auf die a, linear-unabhingig bleiben, sondern sehen sie als con- 
stante Grissen an. 
In obigem Schema ist die Determinante 


|p| (6,7= 1,2,---,(w—s)) 


der (u —s) ersten Colonnen nothwendig von Null verschieden. Denn, 
wire sie gleich Null, so liesse sich ein lineares Aggregat M(x) der 
Integrale M(x),---, M“—®(a) herstellen, von der Beschaffenheit, dass 
seine (u — s) ersten Perioden P;, P2,---, P,—, den Werth Null hiitten. 
Alsdann wiirde sich die zu M(x) gehérige Hermite’sche Form H auf 
den wesentlich negativen Ausdruck 
ae ees eee ee 

oder bei s=1 auf H=O reduciren, was sich mit der Ungleichung 
H>O nicht vertriigt. 

Das Nichtverschwinden der in Rede stehenden Determinante ermég- 
licht es nun, durch lineare Combinationen von M(«x),---, M“—*(a) 
ein System von ,,Normalintegralen“ zu construiren, von der Art, dass die 
Elemente » ihrer (u — s) ersten Periodencolonnen die Werthe 


PY = 4, (o,c=1,2,---,(u—s)) 
erhalten, — was wir fiir das obige Schema als durchgefiihrt annehmen. — 
Da ferner aus dem analogen Grunde die Determinante 
(6,r=1,2,---,(s—)) 
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der (s—1) letzten Colonnen ebenfalls von Null verschieden ist, s0 
kann man sich die Integrale N“(z),---, N’—*(x) bereits so gewihlt 
denken, dass 


C.., — — (6,7= 1, 2,---(s—1)) 
ist. Bei dieser Festsetzung reduciren sich die bilinearen Relationen (157) 


unter den Perioden: 


u—s s—1 ° 
@ pe __ @ ) t=1,2,---(u—s) 
aP % ay Pits Cu —et2 - (,=1's-¢—4) 
auf die einfachen Beziehungen: 
(*) ___ pf) 
Q; i ¥. —s+x-* 
Damit sind wir zu dem Ergebniss gelangt: 
Theorem XVIII. Die iiberall endlichen Integrale von zwei reciproken 
Multiplicatorsystemen der in Rede stehenden Art lassen sich solcherweise aus- 
wahlen, dass ihr Periodenschema die folgende Structur erhiilt: 








mM” (x) 1 0 cee 0) Pry Pry Pare Piew , 

Mz) 0 Loses 0 Poy Peg *** P2,s—1 

mM“~® (x) 0 O éies 1 Pu—s1 Pu—s2°** , 
(158) — ; , | 

N""(#) Pry Poy *  Pu—s,1 1 | 0 

N® (a) Pro Pog °° * Pu—s,2 0 : 0 

i eee ee iss 


Bildet man fiir die aus diesen combinirten Integrale 


u—s 
M (zx) =>’ a; M" (x), 
i=1 


s—1 


N(«) => BN (2) 


i=1 
— unter den «;, B; willkiirliche Gréssen verstanden — die Formen H 
bez. K, so erhilt man gemiiss (157) die Ungleichungen: 


' > Ot; Oy |8:. —S map| >0, 


(159) poms yea 
[x => Bi B, {2 —S'run.| im” 0; 
i,x=1 A=1 
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die Variabilitit der Gréssen p;, ist also, wenn wir sie nunmehr wieder 
als Functionen der a, ansehen, dadurch begrenzt, dass die mit den Un- 
bestimmten «;, bez. B; gebildeten Hermite’schen quadratischen Formen 
H, K positiv definit ausfallen miissen. 

Es ist nun aber leicht zu zeigen, dass diese beiden Forderungen den 
gleichen Inhalt haben. — Zu dem Zwecke stiitzen wir uns auf folgenden 
Umstand: Eine Hermite’sche Form 


n 

. y 
f= Vix Gj Oy y 

ix=1 


Qui = Yix 
ist, lasst sich vermittelst einer Substitution, welche die Form 


worin also 


n 
> 06; OC; 
é==l 


in sich iiberfiihrt, in die kanonische Gestalt 


f= 6; oe; ce; 
transformiren, deren Coefficienten 6; stets reell sind und die Gleichung 
erfiillen: 

| (Giz — 0:46) | = 0. (i, x = 1, 2,---n) 
Danach ist die Forderung, dass f eine positiv definite Form sei, gleich- 
hedeutend mit der, dass diese Gleichung nur positive Wurzeln besitze. 

Stellt man nun die entsprechende Gleichung fiir die Form H in (159) 

auf und setzt darin sogleich 6 = 1 — rt, so erhilt man die Gleichung: 


(160,) e—# — Spee f Senet 4... 4 (—1)"*8,_, = 0, 
in welcher, wie man ohne Miihe erkennt, der Coefficient 


S, =—>'Di Di 


ist, wenn D, simmtliche Subdeterminanten d-ten Grades der rechteckigen 

Matrix 

{ pix) Oe 

- “x = 1,2,---(s—1) 

durchliuft. Die Wurzeln dieser Gleichung in rt miissen jetzt zufolge 

unserer Forderung kleiner als 1 sein, wihrend sie auf Grund der Structur 

der Gleichung offenbar nicht negativ ausfallen kénnen. — Ganz analog 
ergiebt sich fiir die Form K die Gleichung in t: 


(160,.)  e—-?— Ser? + Se-S8 +... + (—1)" 5,1 = 0. 
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Wenn nun (s—1) = (u—s) ist, so sind beide Gleichungen (160,) 
und (160,) identisch. Ist aber etwa (s—1)>(u—s), so verschwinden 
diejenigen Subdeterminanten D, identisch, deren Grad 4 grésser als (u—s) 
ist, und damit auch die Coefficienten S, fiir 4 >(u—s). Die Gleichung 
(160,) besitzt demnach neben den Wurzeln von (160,) nur Wurzeln Null. 
Folglich sind die Wurzeln beider Gleichungen zugleich kleiner als 1, und 
also beide Formen H und K gleichzeitig positiv definit. q. e. d. 

Damit die Gleichung in o nur positive Wurzeln besitzt, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass ihre Coefficienten alternirende Vorzeichen 
aufweisen. Wir kimnen daher die Bedingung (159) durch folgende Un- 
gleichungen ersetzen, worin @ die kleinere der beiden Zahlen (u—s) und 
(s—1) bedeutet und S, = 1 ist: 


(161) > (1) (eae S, > 0. (x= 1,2,---@) 
4=0 


Die p;,, deren natiirliche Grenzen hierdurch bestimmt werden, lassen sich 
als transcendente Moduln des Gebildes 


y = (v—a,)" (w—a,)* ++ - (@—ay41)**" 


betrachten, zwischen denen allerdings, wenn nicht s = 2 oder = (u—1) ist, 
noch Relationen existiren. 

Gehen wir jetzt auf die Resultate (157) zuriick, so haben wir in betreff 
derselben die Erkenntniss gewonnen, dass die Ungleichungen H > in Ver- 
bindung mit den Relationen L = 0 die Existenz der Ungleichungen K > 0 
bereits nach sich ziehen. 

Schliesslich wollen wir noch das die Integrale dritter Gattung be- 
treffende Ergebniss des § 17 fiir die Annahme r = 1 specialisiren. Dazu 
setzen wir: 


u(z) = (t—a,)"~* (w@—ay)*—" +» (@—ayu4s)*t1 - Fy_.(2), 
v(a) = (a —a,)* (a—a,)* +++ (@—ay4i) *+) - G1 (a), 
worin F,,_,(7) und G,_;(x) im iibrigen beliebige Formen von der Ord- 


nung ihres Index bedeuten mégen, die jedoch schon mit einem solchen 
Factor versehen sind, dass 


u(g)=1, v(y)=—1 


wird. Alsdann erhalten wir durch Specialisirung von (136) in Verbindung 
mit (135) und Transformation der bilinearen Form der rechten Seite auf 
kanonische Gestalt die Gleichung: 
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ail 2a f ioe v(@) dx _f' u(e)dx — 2xi_| 
z—7 e—§ ~ 1—e@,) 


u+1 u+1 
ul 
= D PQ — DS Pd, 
4=u—s+1 


worin die P,, Q, dieselben Aggregate von Perioden der Integrale dritter 
Gattung darstellen, wie in (157) die P,, Q, von den Perioden der ent- 
sprechenden Integrale erster Gattung. 

Man kann nun offenbar das allgemeine Integral dritter Gattung 


fee 
“2—F 


zerlegen in ein Aggregat von einem speciell gewihlten Integral dritter 
Gattung und den in (158) eingefiihrten Normalintegralen erster Gattung, 
welche letzteren mit willkiirlichen constanten Coefficienten behaftet sind. 
Ueber diese Coefficienten liasst sich insbesondere so verfiigen, dass die 
Perioden des obigen Integrals: 


P,, Pay+++ Pune 
den Werth Null annehmen, und zwar ist durch diese Forderung die Form 
F,,—.(x) vollig bestimmt. Desgleichen lassen sich die (s—1) willkiir- 
lichen Coefficienten der Form G,—,(x) derart festlegen, dass die Perioden 


rn a. e-+-3) °°° Resi 
zu Null werden. 


Mit Benutzung der auf diese Weise normirten Formen, die wir 
F,,—s(@; &), Gs—1 (#3; 4) schreiben wollen, erhalt jetzt das Theorem tiber die 
Vertauschung von Parameter und Argument bei Integralen dritter Gattung, 
welche zu reciproken Multiplicatorsystemen der oben charakterisirten Art 
gehiren, folgende einfache Darstellung: 


* mts =2 é) 
(162) fe ay. a, 


4=1 
atic 








u+l1 
Tp ena Sie gg — Bt 
. eq 1—e@, 
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§ 20. 
Der Triigheitsindex der Hermite’schen Form. 


Das merkwiirdige Resultat, zu welchem wir bei der vorstehenden 
Erérterung des einfachsten Falles ry = 1 im Theorem XVII gelangt sind, 
betreffend die Uebereinstimmung des Triigheitsindex der Hermite’schen 
Form H mit der Anzahl der iiberall endlichen Integralfunctionen der durch 
das gegebene Multiplicatorsystem definirten Gruppe, veranlasst uns, die 
Untersuchung des § 18 auch fiir allgemeines r in der hierdurch an- 
gedeuteten Richtung wieder aufzunehmen. 

Neben dem Formensystem (—2)-ter Ordnung 


[w,(x), uy(a), - +» r(x], 
von dem die dortige Betrachtung ihren Ausgang nahm, legen wir ein 
zweites Formensystem (— 2)-ter Ordnung zu Grunde: 


[v, (x), 0, (2), til v,(2x)], 
welches den gleichen Primissen unterworfen ist wie das erstere und sich 
iiberdies zu jenem contragredient verhalt. Da die Substitutionsgruppe der 
u; der Voraussetzung nach die quadratische Form 
i=1 
in sich iiberfiihrt, so sind die Substitutionen, welche die v; erfahren, zu 
den zugeordneten Substitutionen der u; conjugirt imaginar. 
Bedienen wir uns im Anschluss an (141) fiir die Perioden der Integrale 
dieser Formen der Bezeichnungen: 
41 “+1 —T 
a= wa: = fet ( ial 
Uia = fu (a) dz, Via =| Vi (a) dx, net 


bee | a 


so gelten nach (145) die Ungleichungen: 


H=1> DS (Uata— dn in} > 0, 


— ¥ i=1 
“ r 
K= i> a {Vin Vir — Vis Vix} > 0, 
Ak=1 i=1 
hek 


sowie zufolge (138) die bilineare Relation: 
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r 


L=i> > {Vin Vin — Tin Vir} == Q; 


A,k=1 i=1 
he<k 


dabei ist nach (142) zur Abkiirzung gesetzt: 
Uia -»> a U,, ? 
x=1 


F 

> a 

Via => a, Via 
x=1 


und es bestehen schliesslich unter den je ru Elementen U;,, Vi, gemiiss 
(144) die je r linearen Gleichungen: 


ia 
> Ua—Ga) =, 
4=1 


u s) 
a (Viz — Via) = 0. 
i=1 
Da K eine reelle Form ist, so darf man (+7) mit (—?) darin ver- 
tauschen, so dass 


K=—i> Dia Via — Vin Vie} >0 


h,k=1 i=1 
h<k 


wird. Die Zusammenstellung dieser Verhiiltnisse lisst nun erkennen, dass 
man mit der Transformation von H auf kanonische Gestalt gleichzeitig 
auch diejenige der Formen K und L erhilt, wenn man die V;, Substitu- 
tionen unterwirft, die zu denen der U;, conjugirt imaginar sind, wenn 
also die U;,und V;, einerseits, die U;, und V;,, andrerseits als cogredient 
behandelt ‘werden. Bedeutet o den Rang der Form H, welcher héchstens 
gleich r(u—1) ist, und rt ihren Triigheitsindex, so ergiebt sich demnach 
vermittelst einer derartigen Transformation: 


= RR DBR >0, 
4=1 


A4=t+1 
(163) K=— Saat Dd aG >, 
i=l A=t+1 


o 


L= SRG DY RG=9, 
\ 4=1 


A=t+1 
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worin die P, gewisse lineare Verbindungen der U;, und die Q, die con- 
jugirt imaginiiren Verbindungen der V;, bedeuten. Der Trégheitsindex 
von K ist folglich, complementiir zu demjenigen von H, gleich (6—r). 

Bevor wir aus diesem Ergebniss weitere Schliisse ziehen, mag hervor- 
gehoben werden, dass die Functionen, welche zu Substitutionsgruppen der 
gegenwartig betrachteten Art gehéren, jedenfalls den algebraischen Func- 
tionen besonders nahe stehen. Darauf, dass ihre determinirenden Exponenten 
stets reell sind und dass sie keine Logarithmen enthalten kénnen, ist 
schon an friiherer Stelle hingewiesen worden. Sie theilen mit den alge- 
braischen Functionen ferner eine Eigenschaft, die wir in folgendem Satze 
ausdriicken: 

Zu einer Substitutionsgruppe, welche eine definite Hermite’sche Form 
invariant lisst, kann keine Schaar von tiberall endlichen Functionen gehiren. 

Der Beweis fiir diese Behauptung wird erbracht sein, wenn wir zeigen 
kénnen, dass unter der Annahme der Existenz einer iiberall endlichen 
Functionenschaar 

[A@), fr@),---f-@)] 


die Hermite’sche Form H, welche zu dem System von Integralen 


Mi(a =f wae de (j= 1,2,---) 

gehért, den Werth Null hat, wiihrend derselbe positiv sein miisste. 
Bezeichnen wir zur Abkiirzung den Werth, welchen die Function /;(x) 
im singuliren Punkte a, annimmt, mit 
Ai = fi(%), 

so ist in H einzusetzen: 

Din = Aiags — Aja , 
und es verschwinden offenbar simmtliche Gréssen A;, und mit ihnen H, 
wenn keiner der determinirenden Exponenten der Functionenschaar den 
Werth Null hat. In jedem Falle aber bleibt der Werth von /;,(x) bei 
Convergenz von 2 gegen a, durch einen Umlauf von x um a, ungeiindert, 
so dass der Ausdruck 


§ =1,2)---7 
Ba= > (0.—)4n=0 GPP Gay) 


wird. Setzen wir noch der Kiirze wegen 


~~ (4—1) es 
>. Os B,, _ C,, ? 


x=1 


so dass auch C;, identisch verschwindet, so finden wir fiir H nach einigen 
Umformungen folgende Darstellung: 








au 


vo 


sie 
sil 
di 


zu 


fu 
gl 
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Integrale reciproker Formenschaaren. 


ue+l r u+1 r 

iH ~e a Ci, Cx +2) 2 4 Bu, 
,A=—1 i=1 = i= 
hek P 


aus welcher hervorgeht, dass H den Werth Null hat. q. e. d. 

Indem wir nun wieder an das Resultat (163) ankniipfen, wollen wir 
voraussetzen, dass die Formenschaaren u;(x), v;(x) die allgemeinsten ihres 
Charakters sind, welche zu ihren Gruppen bez. gehéren, und zwar mégen 
sie sich aus N, bez. N’ Schaaren linear-unabhingig zusammensetzen. Es 
sind dann in Uebereinstimmung mit der Bezeichnung des § 7, N und N’ 
die Anzahlen der tiberall endlichen Integralfunctionen beider Gruppen, da 
zu denselben, wie soeben bewiesen, keine iiberall endlichen Functionen ge- 
héren. Ich behaupte nun, dass diese Anzahl der iiberall endlichen Integral- 
functionen hichstens dem Triigheitsindex der zugehirigen Hermite’schen Form 
gleichkommt, dass also 
(164) “S* 
; N<6o—t 
stattfindet, woraus 
(165) N+N <e6 
folgt. Wire naimlich etwa N>r, so kénnte man iiber die N in der 
Formenschaar u;(2) auftretenden willkiirlichen Constanten so verfiigen, 
dass die t Perioden P,, P,,--- P, den Werth Null erhielten, wodurch 
die Form H sich auf den negativen Ausdruck 


H=——)»'PP, 
A=t+1 
reduciren wiirde, der im Falle tr =o durch Null zu ersetzen wiire, — was 
mit H>0O im Widerspruch steht. 

Soweit basirt Alles auf den urspriinglichen Priamissen des § 18 be- 
ziiglich der. Formenschaaren w;(x) und v;(«). Jetzt fiihren wir noch eine 
weitere Voraussetzung ein, dahingehend, dass die Summe der Anzahlen 
der iiberall endlichen Integralfunctionen beider Gruppen mit dem Range 
der bilinearen Formen H, K, L iibereinstimmen, dass also 


N+ N=6 
sein soll. Alsdann fliessen aus (164) unmittelbar die Beziehungen: 
(166) jv =, 
|W’ =o—t. 


Diese Annahme rechtfertigt sich dadurch, dass sie nicht nur, wie wir 
im § 19 gesehen haben, fiir r = 1, sondern auch zufolge dem Theorem VI 
im § 7 fiir Formenschaaren jeder beliebigen Ordnung von héchst all- 
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gemeinem Charakter ganz von selbst erfiillt ist, ohne eine Einschrankung 
zu enthalten. Andrerseits freilich vertragen sich die daselbst getroffenen 
Voraussetzungen mit der durch unsere jetzigen Primissen bedingten Nicht- 
existenz iiberall endlicher Functionen, wie am Schlusse des § 7 hervor- 
gehoben ist, nicht, sobald r > 3 ist. 

Mit den Ergebnissen (163) und (166) haben wir nun folgende Er- 
giinzung des Theorems XVI und Verallgemeinerung von XVII gewonnen: 

Theorem XIX. Gehdren zwei Schaaren von iiberall endlichen Integral- 
functionen zu zwei contragredienten und zugleich conjugirt imagindren 
Gruppen, so existiren zwei aus den Perioden der Integralfunctionen bez. 
gebildete Hermite’sche Formen H und K, welche nur positiver Werthe 
fiihig sind, und deren Trigheitsindices sich zu ihrem Range erginzen. Wenn 
tiberdies, — was jedenfalls fiir r= 1 ohne Einschriinkung stattfindet, — 
die Summe der Anzahlen N und N’ der iiberall endlichen Integralfunctionen 
beider Gruppen gleich dem Range jener Formen H, K ist, so stimmen deren 
Trigheitsindices mit diesen Anzahlen N, N’ bez. iiberein. 

Von hier aus lassen sich nun in betreff der Construction eines 
quadratischen Periodenschemas von iiberall endlichen Normalintegralen 
der beiden contragredienten Gruppen genau die gleichen Schliisse ziehen 
wie im Falle r= 1 des Theorems XVIII, was wol keiner naheren Aus- 
fiihrung bedarf. 

Wir ziehen nun die specielle Annahme in Betracht, dass die vorgelegte 
Gruppe mit ihrer contragredienten, die zugleich zu ihr conjugirt imaginir 
ist, zusammenfiallt, also reell und orthogonal ist. Alsdann sind die bilinearen 
Formen H und LF alternirend und 6 =2r. Da in diesem Falle beide 
Formenschaaren u;(x%) und v,;(#) der gleichen Gruppe angehéren, so muss 
man bei simultaner Transformation von H und L die V;, nicht nur, wie 


bisher, cogredient mit den U;,, sondern zugleich auch mit den U;, sub- 
stituiren, man darf also nur reelle Substitutionen verwenden. Durch eine 
solche lasst sich die friiher benutzte kanonische Form nicht erzielen; 
dagegen kann man damit H und L in die kanonische Gestalt alterniren- 
der Formen iiberfiihren: 


f ns ex _ 
H=i > (Pi Praa— Pr4iPs) > 0, 
(167) st 
L= i> (Pa Qe+a — Pros Qs) = 9, 
4=1 
worin also die P, gewisse reelle Verbindungen der U;, und die @, die 


gleichen Verbindungen der V;, bedeuten. 
Entsprechend unserer friiheren Voraussetzung nehmen wir jetzt an, 








wie 


die 
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dass die Anzahl N der iiberall endlichen Integralfunctionen der Gruppe 
mit dem Trigheitsindex t iibereinstimmt, und stellen das Periodenschema 
von t beliebig gewahlten linear-unabhiingigen Integralfunctionen auf: 
(1) (1) (1) (1) (1) (1) 
P; P; 3 P; Peas oll yt Ps, 
i BM. BO PR, BM 
(2) (x) @®) p® (t) (2) 
P; P; cx. 7; Peat Tene?” Py, 
In demselben ist die Determinante der + ersten Colonnen von Null ver- 
schieden; denn andernfalls liesse sich eine Integralfunction bestimmen, fiir 
welche die Perioden P;, P,,--- P, veyschwinden, was H = 0 zur Folge 
hatte. Mithin lassen sich die t Integralfunctionen derart normiren, dass 
die Perioden der t ersten Colonnen die Werthe annehmen: 


p® =9,.. (i, x = 1,2,--+1) 
Dadurch reduciren sich die bilinearen Relationen 


t 


L= i> (p Pp”. _ pw P.”) —" 


t+a t+27 a 
4=1 
auf die Beziehungen: 
(y)  __ sp («) 
po @ hind Peay? 
sodass, wenn man 
OP ee 
Pian inte Py 
setzt, 
(168) Puv = Pru 


stattfindet. — Combinirt man endlich aus den normirten Integralfunctionen 
mit unbestimmten Coefficienten «,, a,---«, die allgemeine Integralfunc- 
tion und stellt fiir dieselbe die Ungleichung H > 0 auf, so reicht es hin, 
die Gréssen a, als reell anzunehmen, wobei sich ergiebt: 


(169) H= i> (Duv— Dur) Gy % > 0. 
uv 

Wir fassen diese Resultate zusammen in dem 

Theorem XX. Gehért eine Schaar von iiberall endlichen Integralfunc- 
tionen zu einer reellen orthogonalen Gruppe, so existirt eine aus den Perioden 
der Integralfunctionen gebildete Hermite’sche Form H von alternirendem 
Charakter, welche nur positiver Werthe fthig ist. Wenn iiberdies, — was 
jedenfalls fiir r = 1 ohne Einschréinkung stattfindet, — die Anzahl N der 
su der Gruppe gehdrenden iiberall endlichen Integralfunctionen mit dem 
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Trégheitsindex « der Form H iibereinstimmt, so lassen sich dieselben derart 
auswihlen, dass ihr Periodenschema die Structur erhdilt: 


“ae Pu Prees* Pre 
QO 1... @ Pa pPo2*** Par 


‘& O--- 1 ger Men °° + Der 

wobei 

Puv = Pru (u, vy = 1,2,---1) 
ist. Die Variabilitdt dieser Grissen wird dadurch eingeschrinkt, dass, unter 
Pur die imaginire Componente von p,, verstanden, die mit reellen Un- 
bestimmten a, gebildete quadratische Form 

: 
> x40 
“v1 


positiv definit sein muss. 

Im Falle ry = 1 gehéren die in Rede stehenden Integralfunctionen zu 
einem hyperelliptischen Gebilde; ob bei héherem yr andere Integrale als 
solche algebraischer Functionen den auferlegten Bedingungen entsprechen 
kénnen, muss dahingestellt bleiben. 

Ich schliesse diese durch Riemann angeregten Entwicklungen, welche 
uns zur Aufstellung der bilinearen Relationen erster Art sowie der Un- 
gleichungen unter den Perioden gefiihrt haben, mit dem Hinweise, dass 
sich die benutzten Methoden und wesentlichen Resultate auf die reciproken 
Formenschaaren einer Riemann’schen Fliche von héherem Geschlechte 
iibertragen lassen, welche von E. Ritter*) in einer tief eindringenden 
Untersuchung behandelt worden sind. 


Ziirich, den 10. Dezember 1899. 





*) Ueber Riemann’sche Formenschaaren auf einem beliebigen algebraischen 
Gebilde“, Mathem. Annalen, Bd. 47. 
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Ueber Minimalflachen. 
(Eine Berichtigung.) 
Von 


Hersert Ricumonp in Cambridge. 


Im Laufe seiner beriihmten Untersuchungen iiber algebraische Minimal- 
flichen hat Sophus Lie alle diejenigen reellen Minimalflichen bestimmt, 
deren Ordnung niedriger als 17 ist und welche dabei keine Doppelfliichen 
sind*), Unter den sieben Gattungen solcher Flichen, die Lie in dem auf 
§. 397 befindlichen Schema zusammengestellt hat, habe ich kiirzlich be- 
merkt dass eine, und zwar die Flache 12" Ordnung 18" Classe, nicht 
existirt. Ich wage das Folgende zu behaupten: 


Es giebt eine reelle Minimaljliche 12% Ordnung deren Classenzahl 
gleich 12 ist: andere reelle Minimalfliichen 12” Ordnung giebt es nicht. 

Lie hatte naimlich die Existenz einer Minimalcurve vierter Ordnung 
erkannt (S. 388) deren abwickelbare Flache den Kugelkreis als dreifache 
Curve enthilt; setzte aber unrichtig voraus dass die vier unendlich ent- 
fernten Punkte dieser Curve paarweise zu einander conjugirt sein kénnten 
(8S. 394, 395). Dieser Specialfall der rationalen Raumcurven vierter Ord- 
nung kann kein anderer als die aquianharmonische Curve**) sein, deren 
Tangenten bekanntlich sich zu drei und drei in den Punkten eines festen 
Kegelschnitts treffen***); fallt dieser Kegelschnitt mit dem Kugelkreis 
zusammen, so wird die Curve eine Minimalcurve. Aber es ist leicht zu 
erkennen, dass die vier unendlich entfernten Punkte dieser Curve ein fqui- 
anharmonisches Punktquadrupel auf dem Kugelkreise bilden: deswegen 
sind sie niemals in zwei conjugirt imaginére Punktepaare theilbar. 


*) Diese Annalen Bd. XIV, pag. 331 ff. 
**) Diese Curve war schon in 1872 von Bertini entdeckt worden. Lomb. Ist. 
Rend (2) V, pag. 622—638. 
***) Vergl. Rohn, Leipz. Ber. (1891) XLII, pag. 20ff. 
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Die einzige reelle Minimalfliche 12‘ Ordnung ist durch die Glei- 
chungen 
2=k{w— 3uv?+ 3u — (u?+0")}, 
y = k{v®— 300? — 30 — (w?+v’)}, 
2= 6ku 


dargestellt: ich habe die Sache in den Transactions of the Cambridge 
Philosophical Society, Vol. XIX genauer untersucht. 


King’s College, Cambridge, England, Feb. 23, 1900. 
\ 
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Ueber die Anzahl der wesentlichen Veranderlichen in einer 
r-gliedrigen continuirlichen Gruppe von Punkttransformationen. 


Von 


Konrap ZInpLER in Innsbruck. 


Bei Bestimmung aller Typen dreigliedriger Gruppen im beliebig vielen 
Veriinderlichen hat sich gezeigt*), dass schon bei vier Veriinderlichen alle 
méglichen Typen auftreten, oder: Jede dreigliedrige Gruppe von mehr 
als vier Veriinderlichen ist mit einer Gruppe von héchstens vier Verander- 
lichen fhnlich**). Es fragt sich, ob auch fiir mehr als dreigliedrige 
Gruppen ein analoger Satz gilt, d. h. ob es fiir die Zahl » der Verinder- 
lichen eine obere Grenze giebt, iiber die man nicht hinauszugehen braucht, 
um simmtliche Typen r-gliedriger Gruppen in beliebig vielen Verinder- 
lichen zu erhalten. Wir werden den Satz beweisen: 


Eine etwaige obere Grenze liegt fiir ein ungerades r jedenfalls nicht 
r+i1\? ... , r (vr 
unter ( ; ); fiir ein gerades r nicht unter % (5 + 1). 
Wir bilden eine specielle r-gliedrige Gruppe G von @-facher Aus- 
breitung ***) (9 <r) in » Verinderlichen (n> yr), die wir theils durch 





*) , Ueber simultane gewéhnliche Differentialgleichungen, welche continuirliche 
Transformationsgruppen gestatten, § 9‘, Monatsh. f. Math. u. Phys. Bd. XI. 

**) Hierbei wird der Begriff der Aehnlichkeit in dem etwas weitern Sinn ge- 
fasst, den Lie und Engel in der ,,Theorie der Transformationsgr.“ I. am Ende des 
§ 92 erwihnen. 

*“) Ich sage, eine Gruppe habe o-fache Ausbreitung, wenn eine allgemeine 
Stelle durch ihre Transformationen in oo® Lagen iibergefiihrt werden kann. 
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Symbole zx, theils durch w bezeichnen, jenachdem die Ableitungen nach 
ihnen in den infinitesimalen Transformationen von G wirklich auftreten 
oder nicht. Diese Gruppe G ist folgende: 


7] , 
Uit = 2f (¢=1,---,@), 
(1) ¢ 
0 

nf=> Wrest Fe (k=0,1,---,r—o@—1). 

i==1 
In G treten die w in der Anzahl 6 = o(r—o) auf. Also ist 
(2) n=oe+o6=o(r+1)— 
Wir wollen zeigen, dass alle diese Verinderlichen ,,wesentlich“ sind, 
d. h. dass G mit keiner Gruppe in weniger als » Veriinderlichen ‘hnlich 
sein kann. 

Wire G’ eine solche Gruppe in n’ <n Veriinderlichen, so miisste 
sie, wie G, r-gliedrig sein, g-fache Ausbreitung haben und aus lauter 
vertauschbaren Transformationen bestehen (Lie und Scheffers, Vorl. ib. 
Gruppen, Kap. 17, Satz 4). Also miisste sich (nach Transf-gr. I, 5. 339, 
Satz 1) G@’, ohne dass die Zahl der Veriinderlichen sich dabei vermehrt, 
auf eine solche Form G” bringen lassen, dass irgend eine o-gliedrige 
Untergruppe e-facher Ausbreitung*) in der Gestalt 

0 ; 

ze (i= 1,---,@) 
erscheint. G wiire dann mit G” durch eine solche Transformation ahnlich, 
welche die his einzeln (abgesehen von der Bezeichnung) ungeindert asst. 


Setzen wir eine Transformation an: 


(3) ti = Pi (Xu, Ws) (é =1,--:, 2), 
y w;,= Wi (Xu Wy) (k= 1,---,6), 
wobei also @ Argumente durch ein einziges Symbol x,, « Argumente 
durch w, vertreten sind. Bezeichnen wir 
Cg; Ow, 


a = Dim; a — Wr my 
Ox, OX, . 





so wird vermége (3) 


e o 
of ef af 
(4) on, —_ > Pir or, + > Wea 0; (A=1,---,@). 
i=1 k=1 


zw. diejenige, welche den U,f vermége der Aehnlichkeit entspricht. 
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Ueber continuirliche Gruppen von Punkttransformationen. 


Da aber vermiége (3) identisch 


OF og 
dx, OY, 


sein soll, erhalten wir y2—=0; giz = 0, ausser wenn i =A, wo gj, den 
Werth eins hat. D.h. die allgemeinste Transformation, welche der Be- 


dingung geniigt, die Untergruppe ot in sich tiberzufiihren, hat die Form 
wath, 


) 
6) We= Ve (,), 

wobei auch die f nur von den w abhiingen, und die Functionaldeterminante 
\vxy| nicht identisch verschwinden darf. Jede Transformation der Form (5) 
iindert aber die V, nur so, dass an Steile der w Functionen der w treten, 
die man durch Auflésung der Gleichungen w = y nach den w erhilt: 


Wy = Av (1,). 


Da auch die Functionaldeterminante |y,;| nicht identisch verschwindet, 
kann dabei kein w herausfallen. Keine der Transformationen (5) ist 
daher im Stande, G in eine Gruppe G” mit weniger Veriinderlichen itiber- 
wufiihren. Also sind in der That alle n Vertnderlichen von G wesenttlich. 

Wir wollen jetzt @ bei festem r ganzzahlig so wiihlen, dass » mig- 
lichst gross wird. Das geschieht nach (2) fiir ungerades + durch 


was den Maximalwerth 





liefert, fiir gerades r durch 
. > 
> oder e=Z t+ 1, 


die denselben Maximalwerth 
rT r 
n= >(; +1) 


liefern. Hiermit ist der eingangs aufgestellte Satz bewiesen. 


Es wird fiir 
yo l, 2,3, 4,5, 6, 7--- 
der Reihe nach 
n==1, 2, 4, 6,9, 12, 16---. 


Diese Zahl » ist die Zahl der Verinderlichen, bis zu der man mindestens 
gehen muss, wenn man simmtliche Typen r-gliedriger Gruppen in beliebig 
vielen Verinderlichen aufstellen will. Fiir r= 1, 2,3 braucht man jedoch 
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auch nicht weiter zu gehen; ob auch fiir gréssere r, steht noch offen. 
Fiir den einfachsten Fall r = 3 wird G: 


of of of of 
da,’ da,’ WwW, aa, + We Oa,’ 


ist jedoch der einzige Typus dreigliedriger Gruppen, der nicht schon bei 
drei Verinderlichen auftritt (vgl. hiertiber, sowie iiber die zweigliedrigen 
Gruppen in beliebig vielen Veriinderlichen, Monatsh. a. a. O., § 7, 9). 


Wien, am 21. April 1900. 




















Elwin Bruno Christoffel. 
Von 


C. F. Geiser in Ziirich und L. Maurgr in Tiibingen. 


Elwin Bruno Christoffel ist am 10. November 1829 in Montjoie, 
einem kleinen Stidtchen der preussischen Rheinprovinz (nahe an der 
belgischen Grenze) geboren. Auf dem Friedrich-Wilhelms-Gymnasium in 
Kéln, wo der bald darauf durch die Befreiung Kinkels beriihmt gewordene 
Karl Schurz sein Mitschiiler war, erwarb er sich das Maturititszeugniss. 
Seine Studienzeit verbrachte er an der Universitit Berlin, wo ihn vor 
Allem Dirichlets Vorlesungen anzogen, mit deren Form und Gedanken- 
inhalt er sich aufs Genaueste und Tiefste vertraut machte; sie sind fiir 
seine ganze Thitigkeit als Lehrer und Forscher massgebend geworden. 
Daneben interessirten ihn Borchardt’s gehaltvolle Vortrige iiber elliptische 
Functionen; Steiner's geometrische Lehren suchte er sich wenigstens in 
den Grundprincipien anzueignen. Scherzweise bekannte er sich auch als 
Schiller G. S. Ohm’s und belegte dies durch ein Blatt von zweifelhaftem 
kiinstlerischen Werithe, auf welchem er den bei diesem Docenten in der 
ersten Vorlesung gehérten Satz illustrirt hatte: ,Lagrange stand auf den 
Schultern von Euler, wir aber stehen auf den Schultern von Lagrange.“*) 

Das Bediirfniss einen vollkommenen Einblick in die Voraussetzungen 
m gewinnen, auf welchen Dirichlet einzelne seiner Vorlesungen aufbaute, 
veranlasste Christoffel, sich eingehender mit Experimentalphysik zu be- 
schiiftigen, als dies damals bei den Studirenden der Mathematik iiblich 
war. Er kam dadurch in persénliche Beziehungen zu Dove, was ihm die 
Méglichkeit gewiihrte, gelegentlich eigene physikalische Versuche anzustellen. 
Er muss in dieser Richtung eine entschiedene Begabung besessen haben; 


*) Als Weierstrass seinen ersten Besuch bei Steiner machte, fragte ihn dieser 
in seiner ironischen Art: ,,Sie kommen wohl hauptsiichlich nach Berlin, um Ohm 
kennen zu lernen?“ ,,Nein, ich wollte zu Ihnen und zu Dirichlet“. ,,Dann haben 
Sie Griitze im Kopf; wer Griitze hat, kommt zu Dirichlet und mir, die andern gehen. 
mu Ohm.“ 
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ich erinnere mich noch lebhaft an die Anschaulichkeit, mit welcher er 
mir einst unter blosser Benutzung eines eisernen Lineals, eines Bindfadens 
und der Brettchen einer Cigarrenkiste zeigte, wie gewisse Fundamental- 
gesetze des Magnetismus experimentell zu priifen seien. Auch in dem 
Laboratorium des Chemikers Sonnenschein arbeitete er eifrig; er trug bei 
einer Explosion schwere Verwundungen am Kopfe davon, deren Narben 
noch lange Jahre sichtbar blieben. 

Nachdem Christoffel verhiltnissmiissig spit seine Universitiitsstudien 
abgeschlossen hatte (er promovirte am 12. Mirz 1856), kehrte er nach 
Montjoie zuriick und blieb dort bis zum Tode seiner Mutter, die er wihrend 
der Leidenszeit einer langen Krankheit nicht hatte verlassen wollen. Der 
mehrjahrige Aufenthalt in dem abgelegenen Orte, der keinerlei wissenschaft- 
liche Anregung bot, ja sogar die einfachsten geselligen Beziehungen ver- 
missen liess, ist von grosser Bedeutung fiir seine ganze Individualitiit geworden. 
Auf Grund einer hervorragenden Arbeitskraft und einer zielsicheren Intelligenz, 
unbeirrt von irgend welchen fremden Einmischungen, gewann er eine 
geistige Selbstiindigkeit, die sich in der Wissenschaft frei von EHinseitig- 
keiten und unfruchtbaren Speculationen hielt. Er drang tief in die Rie 
mann’schen Schépfungen ein, soweit dieselben damals schon publicirt 
waren. In den Dirichlet’schen Vorlesungen erblickte er eine ausgezeichnete 
Vorschule fiir dieses Studium, ebenso in den functionentheoretischen Ab- 
handlungen Cauchy’s, die er damals schon genau gekannt haben muss. 
Er meinte gelegentlich, mit dem Citat in § 6 der Abhandlung iiber die 
Abel’schen Functionen habe sich Riemann die Hilfte des Umfangs der 
Ausarbeitung seiner Theorie gespart. Aber in diesen Jahren einsamer 
und angestrengter Studien bildeten sich auch einige Singularitiiten des 
Charakters aus; er selbst sagte, in jenen Zeiten hiitte er sogar das Sprechen 
verlernt. Und so verblieb ihm ein éfter hervortretender Zug von Menschen- 
scheu, sowie eine Reizbarkeit, die auch den Freunden gegeniiber sich leicht 
in Schroffheit und Misstrauen geltend machte. Selbst sein sonst so sach- 
kundiges und gerne anerkennendes Urtheil iiber die wissenschaftlichen 
Leistungen anderer Mathematiker konnte in solchen Momenten getriibt 
erscheinen. 

Als véllig reifer Mann habilitirte sich Christoffel im Jahre 1859 an 
der Universitit Berlin, wo er ebensowohl durch seine wissenschaftliche 
Bedeutung wie durch seine Thiitigkeit als Docent sich die volle An- 
erkennung von Kummer und Weierstrass erwarb. Hauptsichlich auf ihre 
Empfehlung hin wurde ihm 1862 die durch Dedekind’s Weggang erledigte 
Stelle am eidgendssischen Polytechnikum zu Ziirich tibertragen. Bei An- 
nahme des Rufes freute er sich darauf, vor einen grésseren Horerkreis 
treten zu kénnen, bei dem er eine weitgehende mathematische Vorbildung 
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glaubte voraussetzen zu diirfen. Unter dieser Annahme hatte er insbe- 
sondere als Einleitung zu seinen Vorlesungen eine exacte Darlegung der 
Grundbegriffe der Infinitesimalrechnung sorgfiltig ausgearbeitet. Der 
erwartete Erfolg blieb zuniichst aus, und die Studirenden ersuchten ihn, 
nach Verfluss des ersten Quartals, einen zugiinglicheren Weg einzuschlagen. 
Ohne jede Empfindlichkeit entsprach er dem geiusserten Wunsche, begann 
die Vorlesung noch einmal auf total veriinderter Grundlage und nun mit 
einer Wirkung, dass er sofort zu den ausgezeichnetsten Lehrern der Anstalt 
geziihlt wurde.  Spiiter durfte er auch erhéhte Anforderungen stellen, 
zudem vereinigte sich in seinen Privatvorlesungen ein grosser Kreis von 
Schiilern, welche er mit denjenigen Parthieen der Wissenschaft bekannt 
machen konnte, in denen sich seine eigene Forschung bewegte. 

Es war ein unvergleichlicher Genuss, den Vortriigen Christoffels zu 
folgen. Schon die aiussere Erscheinung des kriftig gebauten Mannes mit 
der ungesucht eleganten Haltung, dem fest wie in Bronze gepriigten und 
doch geistig durchgearbeiteten Kopfe, den wunderbaren Augen, iibte eine 
grosse Anziehungskraft aus. Die Sprache war einfach und lebendig, von 
einem leichten Flusse, ohne jede unnéthige Wiederholung oder nachtriig- 
liche Correctur. In dem fiir die kiinftigen Techniker obligatorischen 
Unterrichte liebte er es, bis zu ausfiihrbaren geometrischen Constructionen 
und numerischen Rechnungen vorzudringen, deren Schlussergebnisse er ohne 
Pritention und Pedanterie in iibersichtlicher Ordnung an der Tafel zusam- 
menstellte. Der Hauptreiz und der Hauptwerth aller seiner Vortriige aber 
lag darin, dass er in bewusster Nachfolge Dirichlet’s die Mathematik als 
tine Wissenschaft des reinen Gedankens behandelte. Die allgemeinen 
Grundbegriffe und Methoden wurden immer mit der gréssten Pricision 
erliutert, die speciellen Probleme klar und scharf begrenzt, die gefundenen 
Lésungen in Bezug auf die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
ihrer Richtigkeit umfassend discutirt. Betrachtungen iiber das Unendlich- 
werden, iiber den Grenzprocesse, iiber Unstetigkeiten wandte er seine besondere 
Aufmerksamkeit zu, indem er sie von den zufalligen Umstiinden, unter 
denen sie sich darboten, befreite und in ihrer philosophischen, oder wie 
er lieber gesagt hiitte, rein begrifflichen Bedeutung auseinanderlegte. Da- 
mit hing wohl die Kunst zusammen zu concentriren und zu condensiren. 
So gab er in ein- bis zweistiindigen Semestervorlesungen eine Theorie der 
bestimmten Integrale, oder der partiellen Differentialgleichungen, oder der 
krummen Oberfliichen, die alles Wesentliche enthielt und hervortreten 
liess, ohne dass er néthig gehabt hitte durch geistreiche Apercus oder 
beziehungsvollen Citatenreichthum die dem Gegenstand an und fiir sich 
innewohnende Bedeutung noch besonders zu erhéhen und in kinstlicher 
Beleuchtung erscheinen zu lassen. Freilich verwandte er auf derartige 
22* 
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Collegien eine vorgiingige Gedankenarbeit, dass er mir, jedenfalls ohne 
jede Uebertreibung, bei Beginn eines derselben sagen konnte: ,,Ich weiss 
jetzt schon, was ich in jeder der folgenden Stunden vorzutragen haben 
werde.“ 

Insofern man aus der Zeitfolge der von ihm publicirten Abhand- 
lungen einen sichern Schluss ziehen darf, so ist der Ziiricher Aufenthalt 
fiir Christoffel auch in Bezug auf die selbstiindige wissenschaftliche Arbeit 
die reichste Zeit seines Lebens gewesen. Das Inhaltsverzeichniss des 
Crelle’schen Journals fiir die Binde 61—70 fiihrt zehn hierhergehérige 
Abhandlungen auf, zu welchen man noch eine in den Annali di Matematica 
erschienene und eine von der Berliner Akademie der Wissenschaften ver- 
Sffentlichte zu rechnen hat. Es war eine wohlverdiente Auszeichnung, 
dass er in Anerkennung dieser Leistungen von der eben genannten 
Kérperschaft zu ihrem correspondirenden Mitgliede erwihlt wurde. 

Zu den Collegen Christoffels am eidg. Polytechnikum hatte wiihrend 
einiger Zeit auch Reuleaux gehért, der von dort im Jahre 1804 als 
Professor an das Gewerbeinstitut in Berlin berufen und Ende 1867 zum 
Director der aus diesem hervorgegangenen Gewerbe-Akademie ernannt 
worden war. Dies gab die Veranlassung, dass auch Christoffel an die neu 
organisirte Anstalt gezogen wurde. Eine bald nach Uebernahme der 
neuen Stellung an ihn ergangene vertrauliche Anfrage, ob er eventuell 
die Leitung der polytechnischen Schule in Aachen iibernehmen wiirde, 
beantwortete er in ablehendem Sinne. Er wollte seine wissenschaftliche 
Thatigkeit nicht durch Amtsgeschifte administrativer Natur einschrinken 
lassen — und wohl mochte er auch fiihlen, dass ihm manche der wesent- 
lichen Eigenschaften fehlten, die eine solche Amtsfiihrung nothwendig 
fordert. 

Christoffel hat die Riickkehr in’s Vaterland als eine grosse Ehre und 
Freude geschitzt. Der Aufschwung, den Berlin wihrend seiner Abwesen- 
heit genommen, liess ihn die Anregungen und Vortheile einer Grossstadt 
aufs lebhafteste empfinden. Vor allem pries er es als ein besonderes 
Gliick, dass er die grosse Zeit von 1870—71 in dem Centrum der 
materiellen und geistigen Machtentfaltung Deutschlands miterleben durfte. 
Und doch sprach er spiiter mit einem gewissen Gefiihl des Missbehagens 
von den drei Jahren (1869—72) seiner Thitigkeit an der Gewerbeakademie. 
Zwar stand er mit seinem niichsten Collegen im besten Einvernehmen: 
Aronhold’s liebenswiirdige und lebendige Art war ihm durchaus sympathisch. 
Von der Art wie sich dieser Mann aus den beschrinktesten Verhiiltnissen, 
durch energische Ueberwindung der mannigfachsten Hindernisse eine be- 
deutende Stellung im Lehramte und in der Wissenschaft errungen hatte, 
sprach er mit riickhaltloser Anerkennung. Aber dass es ihm trotz der 
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Unterstiitzung durch einen so ausgezeichneten Mitarbeiter nicht gelingen 
wollte eine gréssere Anzahl] von Studirenden zu dauerndem Interesse an 
héhern mathematischen Vorlesungen heranzuziehen, veranlasste ihn zu 
sehr unliebsamen Vergleichungen mit den Ziiricher Verhiltnissen. Es mag 
vielleicht, wenn auch unausgesprochen, ein Anderes dazu gekommen sein. 
Christoffel war friiher Privatdocent en der Universitit gewesen, er zihlte 
zu den correspondirenden Mitgliedern der Akademie der Wissenschaften; 
ist es nicht denkbar, dass er sich neben seiner eigentlichen Lehrver- 
pflichtung noch einen weitern, seinen Neigungen und Fihigkeiten ent- 
sprechenden Wirkungskreis ersehnte? 

Alle Schwierigkeiten dieser Situation wurden durch die Berufung 
nach Strassburg gelést. Freiherr von Roggenbach, der mit der ersten 
Einrichtung der neu zu griindenden Hochschule betraut war, wandte sich, 
um iiber die Besetzung der mathematischen Professuren fachkundigen 
Rath einzuholen, an Kronecker. Dieser nannte in erster Linie Christoffel, 
der auch, nachdem seinen Anforderungen entsprochen worden war, die 
ihm angebotene Stellung iibernahm. Damit war er, noch in der ersten 
Halfte der Vierziger stehend, also in vollster Manneskraft an ein Ziel 
gelangt, das allen seinen Wiinschen und Hoffnungen die Erfiillung zu 
gewihren schien. Aber der mit den reichsten Mitteln durchgefiihrte 
grosse politische Gedanke: in dem wiedergewonnenen Reichslande eine 
Universitit ersten Ranges aufzurichten, fand bei der deutschen Jugend nicht 
die freudige Aufnahme, die zur Sicherung einer dem ausgezeichneten Lehr- 
kérper und den aufs grossartigste eingerichteten wissenschaftlichen In- 
stituten entsprechenden Frequenz néthig gewesen wire. Die Anzahl der 
Studirenden blieb in den ersten Jahren sogar hinter bescheidenen Er- 
wartungen zuriick; insbesondere war in den mathematischen Fachern kein 
Grundstock von Schiilern vorhanden, welche in einer systematisch geord- 
neten Reihe von Vorlesungen einen héhern Abschluss ihrer akademischen 
Bildung gesucht hitten. So musste sich Christoffel einen Horerkreis 
erst heranbilden. Er that es unter Einsetzung aller seer Krifte, sogar 
unter Einschrinkung der bis dahin mit so reichem Erfolge gekrinten 
Publication wissenschaftlicher Abhandlungen. Die Resultate seiner Forschung 
sollten nun in erster Linie den Vorlesungen zu Gute kommen, aus deren 
Bediirfnissen sich umgekehrt hiiufig die Ziele seiner Untersuchungen 
ergaben. Gewiss war Strassburg durch diese Thitigkeit nicht in dem- 
selben Masse zu einem Mittelpunkte mathematischer Studien geworden, 
wie es nach- und nebeneinander Kénigsberg, Berlin, Géttingen waren oder 
sind. Aber Christoffel, der in der Wissenschaft gerne seine eigenen Wege 
ging und bei allem liebenswiirdigen Verkehr mit seinen Zuhérern doch 
die persénlichen Beziehungen mehr vermied als aufsuchte, hat niemals die 
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Neigung besessen eine besondere Schule zu griinden und so erfiillte ihn 
das Erreichte mit der vollsten Befriedigung. 

Seitdem er in der Auswahl des zu behandelnden Stoffes im Wesent- 
lichen freie Hand hatte, bildete in den Vorlesungen, wenigstens in den- 
jenigen, deren Inhalt mir bekannt geworden ist, die Functionentheorie den 
Hauptgegenstand. Es folgten sich in systematischer Anordnung: Be- 
stimmte Integrale und unendliche Reihen; Einleitung in die Theorie der 
Functionen einer complexen verinderlichen Grésse; Theorie der elliptischen 
Functionen; Theorie der Abel’schen Functionen; Anwendungen der Lehre 
von den Abel’schen Functionen. Aber auch in Vorlesungen, die mit 
diesem Cyklus nicht in unmittelbarem Zusammenhange standen: Alge- 
braische Theorie der homogenen Formen und invarianten Substitutionen; 
Theorie der quadratischen und bilinearen Formen; Ausgewihlte Kapitel 
aus der Lehre von den partiellen Differentialgleichungen, wurden iiberall 
die Beziehungen zu Aufgaben aus jenem centralen Gebiete der Mathematik 
hervorgehoben. Es ist vielleicht von Interesse zu wissen, dass er schon 
im Beginn der Strassburger Zeit, als er eben erneut all’ seine Arbeit der 
Functionenlehre zuwandte, die Theorie der Abel’schen Functionen als eine 
volistindige Theorie der algebraischen Functionen bezeichnete, die jedoch 
zu ihrer Erledigung nicht mit algebraischen Hiilfsmitteln ausreiche, sondern 
auch transcendente erfordere. Er vermied das Dirichlet’sche Princip, 
dessen Wahrheit unter beschrinkenden Voraussetzungen ihm zwar unzweifel- 
haft, dessen Begriindung ihm aber unsicher schien. Wie weit er sich in 
der Umgestaltung der Riemann’schen Methoden und Resultate mit Weier- 
strass begegnet haben mag, muss ich aus dem einfachen Grunde mangelnder 
Sachkenntniss dahingestellt lassen. Nur das sei noch hervorgehoben, dass 
er sich unausgesetzt bemiihte, die ,,imposanten“ Leistungen des grossen 
Berliner Mathematikers, soweit dieselben durch den Urheber selbst publicirt 
waren, in ihrer ganzen Bedeutung zu erfassen. 

Mehr als zwanzig Jahre lang ist Christoffel in seinem Strassburger 
Lehramte thitig gewesen; sobald es die in dieser Hinsicht eben so liberalen 
als verniinftigen Statuten der Universitit zuliessen, trat er in den Ruhe- 
stand. Es entsprach seiner ganzen Lebensauffassung, wenn er auch in 
Bezug auf seine eigene Person gefunden hatte: es liege nicht im Interesse 
der Hochschulen, Professoren bis zum Aeussersten im Dienste zu belassen 
und auszunutzen. Der Einwurzelung noch so berechtigter wissenschaft- 
licher Richtungen und Traditionen sei eine Ablésung durch neue Krifte, 
die sich auf verinderten Bahnen bewegen, vorzuziehen. Fiir sich selbst 
hoffte er noch auf eine Zeit intensiver, von jeder fussern Riicksicht unab- 
hangigen wissenschaftlichen Thitigkeit; sogar die Anregung: die gewonnene 
Musse zur Ausarbeitung und Publication solcher Ergebnisse seiner }'orschung 
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zu verwenden, denen er selbst einen grossen Werth beilegte, wies er von 
der Hand. Neben den mathematischen Studien zog ihn die erneute Lectiire 
der alten Klassiker an. Er hatte sich einst auf dem Gymnasium eine 
ungewohnliche Kenntniss der griechischen und lateinischen Sprache an- 
geeignet; wihrend des Ziiricher Aufenthalts bildeten Plato und Tacitus*) 
seine Lieblingslectiire in den Stunden der Erholung von angestrengter 
Arbeit; jetzt vertiefte er sich in die zeitgenéssischen Quellen der rémischen 
Kaisergeschichte. 

Leider war .seine Gesundheit schon beim Riicktritte stark erschiittert. 
Im Jahre 1892 hatte er noch in fast jugendlicher Spannkraft des Kérpers 
und des Geistes ein paar frohe Tage des Wiedersehens und der Erinnerung 
in Ziirich verlebt. Er hatte die Absicht sich von da nach Interlaken zu 
wenden; auf dem Wege dorthin traf ihn bei Brumnen das Missgeschick 
von einem Velocipedisten iiberfahren zu werden und einen Armbruch zu 
erleiden, der nur langsam und mangelhaft heilte. Zugleich vermehrten 
sich asthmatische Beschwerden, die ihn schon friiher gelegentlich heim- 
gesucht hatten. Wohl brachte spiiter ein Winteraufenthalt in Grindelwald 
eine bedeutende Besserung und neuen Lebensmuth, aber in den letzten 
Jahren, die er in zunehmender Abgeschlossenheit und Einsamkeit ver- 
brachte, sanken seine Kriifte mehr und mehr. Den siebzigsten Geburts- 
tag verlebte er in iiusserster Stille, da man auf seinen dringenden Wunsch 
von Deputationen und dergl. giinzlich Abstand genommen hatte. Bald 
nachher stellten sich die drohenden Anzeichen seiner letzten Krankheit 
ein, eines schweren Herz- und Nierenleidens, zu dem schliesslich noch die 
Wassersucht trat. Am 15. Miirz dieses Jahres hat ihn der Tod erlist. 

Der kleine Kreis von Freunden, denen Christoffel seine persénliche 
Theilnahme zugewendet und in treuer Anhinglichkeit bewahrt hatte, ist 
durch den Hingang des auch ausserhalb seiner Wissenschaft so bedeuten- 
den Mannes in tiefe Trauer versetzt. Den zahlreichen Schiilern die er 
wihrend einer fast vierzigjihrigen Wirksamkeit gefunden, wird er als 
unverglei¢hlicher Lehrer in Erinnerung bleiben. 


*) Einen heitern Beweis seiner genauen Kenntniss des grossen Historikers be- 
wahrt das eidgendssische Polytechnikum. Im Jahre 1864 hatte Christoffel als Actuar 
der Gesammtconferenz das Protokoll in einer Sitzung zu fiihren, welche wegen Auf- 
lehnung der Studirenden gegen die oberste Leitung der Anstalt einberufen war. Als 
Motto tiber seine Wiedergabe der Verhandlungen schrieb er im Originaltext und in 
deutscher Uebersetzung das Citat aus den Annalen (V, 6): ,,Bei diesem Anlasse 
wurden vierundvierzig Reden gehalten, einige aus Furcht, die meisten aber aus 
Gewohnheit.“* 
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Christoffel’s wissenschaftliche Thitigkeit erstreckte sich auf die ver- 
schiedensten Gebiete der Mathematik, namentlich auf Functionentheorie, 
partielle Differentialgleichungen, Invariantentheorie und Fliachentheorie. 
Der grésste Theil der Arbeit seines Lebens war der Functionentheorie 
gewidmet. Unter den Minnern, die das Werk Riemann’s weitergefiihrt 
und sein Verstiindniss weiteren Kreisen erschlossen haben, steht er in der 
ersten Reihe. Nur ein Theil seiner Arbeiten ist in Abhandlungen niedergelegt, 
der gréssere Theil hat nur durch seine Vorlesungen Verbreitung gefunden. 

In seinen ersten Publicationen functionentheoretischen Inhalts be- 
schaftigte sich Christoffel mit dem Riemann’schen fundamentalen Problem, 
eine einfach zusammenhingende Fliche F' auf die Fliche eines Kreises 
eindeutig der Art abzubilden, dass die Abbildung in den kleinsten Theilen 
ahnlich ist. In den beiden Abhandlungen: Sul problema delle temperature 
stazionarie (25)*) und sopra un problema proposto da Dirichlet (26) wird 
die Aufgabe vollstindig fiir den Fall gelést, dass F' die Fliche eines 
Polygons oder die Ergainzungsfliiche eines solchen ist (d. h. der Theil der 
Ebene, der nach Wegnahme der Polygonfliiche iibrig bleibt). Wenn die 
Winkel des Polygons zu 22 in einem rationalen Verhiiltniss stehen, so 
wird die Abbildung des Kreises auf die Polygonfliche durch ein Integral 
erster Gattung, die Abbildung auf die Ergiinzungsfliche durch ein Aggregat 
von Integralen zweiter Gattung geleistet. 

Spiiter wandte sich Christoffel der Theorie der algebraischen Func- 
tionen zu. Er ging dabei seinen eigenen Weg: er steht auf dem Stand- 
punkt der Riemann’schen Functionentheorie und unterscheidet sich dadurch 
sowohl von der Weierstrass’schen wie von der Brill-Noether’schen Richtung. 
Von Riemann selbst weicht er insofern ab, als er die Riemann’schen 
Existenzbeweise durch wirkliche Darstellung der in Rede stehenden Func- 
tionen zu ersetzen sucht. 

In der Abhandlung (32) wird auf rein algebraischem Weg — unter 
Vermeidung transcendenter Hilfsmittel — nachgewiesen, dass die Anzahl 
der linear unabhiingigen Integranden erster Gattung gleich dem Geschlecht p 
ist. Diese Abhandlung ist auch insofern interessant, als sie einen Kinblick 
in die Methoden gewihrt, deren sich Christoffel bei der functionentheo- 
retischen Behandlung algebraischer Probleme zu bedienen pflegte. In der 
umfangreichen Abhandlung (31): Ueber die kanonische Form der Rie- 
mann’schen Integrale erster Gattung setzt sich Christoffel das Ziel fir 
den Integranden erster Gattung eine endgiiltige Ausdrucksform festzustellen. 
Zu dem Zweck wird unter den Fuuctionen einer Classe eine Function 2 
ausgewahlt, deren Ordnung uw miéglichst niedrig ist. Es fihrt dies zu 


*) Die beigesetzten Nummern beziehen sich auf das am Schluss folgende Literatur- 
verzeichniss, 
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einer neuen Eintheilung der algebraischen Functionen, die der Eintheilung 
nach dem Geschlecht p an die Seite tritt, nimlich zu einer Eintheilung 
nach den Werthen von uw. Als einfachster Fall erscheinen die hyper- 
elliptischen Functionen, die w = 2 entsprechen. Die Function z lisst sich 
als Quotient zweier Integranden erster Gattung darstellen, ist also nach 
Christoffels Bezeichnung eine Function erster Gattung*). Solange zwischen 
den 3p — 3 Moduln der Classe nicht specielle Relationen bestehen, ist 2° 
nicht mehr Function erster Gattung. Wenn dagegen die Moduln nicht 
von einander unabhiingig sind, so kénnen sehr wohl auch noch héhere 
Potenzen von z Functionen erster Gattung sein; z. B. ist im Fall der 
hyperelliptischen Functionen z?—' Function erster Gattung. 

Es lassen sich nun w — 1 ,,Fundamentalintegranden“ erster Gattung 
6,, 5,°** 6,—1 der Art auswihlen, dass der allgemeine Integrand erster Gattung 
sich in der Form 

$= YO, HF Ye Fy es + Yu—1 Gu—1 
darstellen laisst, wo y,, Y,°** Y—1 ganze Functionen von z bedeuten, deren 
Coefficienten verfiigbare Parameter sind und deren Ordnungen die Summe 
p—w-+1 ergeben. Die Function z wird als unabhiingige Variable ein- 
gefiihrt, als abhiingige aber der allgemeine Integrand erster Gattung s. 
Die Coefficienten der Gleichung F'(s|z) == 0 sind ganze homogene Func- 
tionen der Gréssen y,, Y.,--- Y.—1- Mit invariantentheoretischen Hilfs- 
mitteln wird eine Reihe von interessanten Eigenschaften der Coefficienten 
dieser Gleichung nachgewiesen, fiir u —3 wird die Gleichung explicite 
hergestellt. Eine genauere Betrachtung dieser Gleichung lisst die hervor- 
ragende Roile erkennen, die die Fundamentalintegranden spielen, wenn es 
sich um die Bestimmung der Anzahl der unabhingigen Moduln handelt. 

Die Resultate seiner langjihrigen Studien iiber #-Functionen hat 
Christoffel in einer Abhandlung zusammengefasst, die in diesem Band 
(8. 347) zum Druck gelangt. Die meisten hier veréffentlichten Resultate 
hatte er schon friiher in seinen Vorlesungen mitgetheilt. 

Um die Gesichtspunkte, die ihn geleitet haben, und die Ergebnisse, 
zu denen er gekommen ist, hier auseinander zu setzen, kénnte ich nur 
wiederholen, was er selbst in der Einleitung zu seiner Abhandlung 
gesagt hat. Ich beschrinke mich desshalb darauf, auf die ausserordent- 
liche Eleganz hinzuweisen, mit der im letzten Theil der Abhandlung die 
Riemann’schen Constanten fiir die hyperelliptischen Functionen be- 
stimmt sind. 

In seinen letzten Lebensjahren hat Christoffel noch seine Stellung zu 
den Principienfragen in der Theorie der Functionen reeller Variablen, die 


*) Brill-Noether bezeichnen eine derartige Function als Specialfunction. 
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in neuerer Zeit viel discutirt worden sind, zum Ausdruck bringen 
wollen. 

Er hat das mit der Klarheit gethan, die alle seine Publicationen aus- 
zeichnet, in einer Abhandlung, die ebenfalls erst nach seinem Tod erschienen 
ist: Ueber die Vollwerthigkeit und die Stetigkeit annalytischer Ausdriicke 
(Ann. Bd. 53, S. 465). Es werden in derselben die nothwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafiir festgestellt, dass ein analytischer — 
endlicher oder unendlicher — Ausdruck f fiir jedes Werthsystem der 
Variabeln, das eimem bestimmten Gebiet angehért, einen bestimmten 
Functionswerth definirt. Es ergiebt sich, dass f innerhalb des betrachteten 
Gebietes stetig sein muss, und diese Bedingung reicht auch hin, wenn f 
ein endlicher Ausdruck ist; anderenfalls treten noch Convergenzbe- 
dingungen hinzu. Die Forderung der analytischen Darstellbarkeit fiihrt 
sonach zu ganz erheblichen Einschrinkungen des allgemeinen Functions- 
begriffs. 

Mit der Theorie der partiellen Differentialgleichungen hat sich 
Christoffel viel beschiftigt; sie gehérte an allen Hochschulen, an denen 
er wirkte, zu seinem regelmiissigen Lehrprogramm. Von seinen Publica- 
tionen gehért hierher seine ,,Theorie der einwerthigen Potentiale“ (8), die 
ganz auf dem Boden der Riemann’schen Functionentheorie steht: das 
Potential wird nicht durch einen bestimmten Ausdruck definirt, sondern 
durch die partielle Differentialgleichung AV =O und die in einzelnen 
Punkten, Linien und Filichen auftretenden Unstetigkeiten. -Aus dieser 
Begriffsbestimmung werden dann die den einzelnen Classen von Potentialen 
entsprechenden Ausdrucksformen hergeleitet; in jedem Fall wird sorgfiltig 
untersucht, ob diese Bedingungen zur Definition der Function hinreichen, 
was zu auch in functionentheoretischer Beziehung interessanten Bemerkungen 
fiihrt. Christoffels hervorragendste Leistung auf diesem Gebiet sind die beiden 
1876 und 1877 erschienenen Abhandlungen: Untersuchungen iiber die mit 
dem Fortbestehen linearer partieller Differentialgleichungen vertriiglichen 
Unstetigkeiten (29) und iiber die Fortpflanzung von Stéssen durch elastische 
feste Kérper (30). Der den beiden Abhandlungen zu Grund liegende 
yedanke tritt schon in voller Klarheit in der sehr bemerkenswerthen 
Anzeige von Riemann’s Abhandlung: ,Ueber die Fortpflanzung ebener 
Luftwellen von endlicher Schwingungsweite“ hervor.*) In der Abhandlung 
(29) geht Christoffel von den bekannten partiellen Differentialgleichungen 
fiir die Bewegung von Fliissigkeiten aus: 


os , Ou dv , dw Ou és av 2 OS Ow 908 
de Cosa Oia — se 2 - 2 » =e 2"- =() 
(D) + + + 5; =9, 5; + #55 =9, +a ee ~ b g?S = 


@x * oy ct ot ' as 


*) Fortschritte der Physik Bd. 13, 8S. 123 (1859). 
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wo in tiblicher Weise s die Condensation und u,v,w die Componenten der 
Geschwindigkeit bedeuten. 

Es wird vorausgesetzt, dass die Functionen s, u, v,w zur Zeit ¢ zu beiden 
Seiten einer Unstetigkeitsfliche 2 verschiedene Werthe haben. Die plétz- 
lichen Zunahmen, die sie erfahren, wenn man die Fliche J iiberschreitet, 
werden mit S, U, V, W bezeichnet. Im ganzen iibrigen Raum sind die 
Functionen s,u,v,w sammt ihren Derivirten stetig. Der Geltungsbereich 
der Differentialgleichungen (D) reicht desshalb — das ist wesentlich zu 
bemerken — von beiden Seiten her bis an die Fliche X heran und 
erleidet nur an dieser Flache eine Unterbrechung. Die Functionen U, V, W 
sind in Folge der mechanischen Bedingungen des Problems durch S be- 
stimmt, fiir diese letztere Function aber ergiebt sich — allein aus den 
eingefiihrten Voraussetzungen — eine partielle Differentialgleichung. Daraus 
folgt dann weiter: Lage und Gestalt von 2 und die lings Z stattfinden- 
den Werthe von S sind fiir jeden Zeitpunkt bestimmt, sobald die An- 
fangslage von X und die Anfangswerthe von S gegeben sind. Um die 
Fortpflanzung des Stosses durch die Fliissigkeit zu ermitteln, bedarf es 
daher nicht der Integration der partiellen Differentialgleichungen (D). Es 
entspricht das durchaus der bekannten Thatsache, dass der Verlauf einer 
Welle, die in einer Fliissigkeit durch einen Stoss erregt wird., von dem 
Bewegungszustand der Fliissigkeit zur Zeit des Stosses im wesentlichen 
unabhiingig ist. 

Die Abhandlung (30) beruht auf demselben Grundgedanken. 

Functionen, die Unstetigkeiten aufweisen, die mit dem Fortbestehen 
partieller Differeutialgleichungen vertriiglich sind, waren schon friiher viel- 
fach beniitzt worden — ich erinnere an die in der Potentialtheorie ge- 
brauchte Green’sche Function, an die in der Theorie der Wiarmeleitung 


aad 


, ., 1 —-~—, -e — ; 
auftretende Function —e ‘4, ferner an die Sitze der Functionentheorie 
t 


iiber die Unstetigkeiten, die einwerthige Functionen in isolirten Punkten 
darbieten kénnen. Aber erst Christoffel hat das hier zu Grunde liegende 
Princip scharf formuliert und in seiner Bedeutung fiir die Integrations- 
theorie klar erkannt. 

Von seinen Arbeiten auf invariantentheoretischem Gebiet hat Christoffel 
nur einen Bruchtheil veréffentlicht. Darunter steht an erster Stelle der 
1881 erschienene Beweis (15) des fiir die Invariantentheorie fundamentalen 
Satzes: Die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen, damit zwei 
algebraische Formen einander iiquivalent sind, lassen sich durch eine ge- 
wisse Anzahl Gleichungen der Form TI(a) = TT(b) ausdriicken, wo TT(a) 
eine rationale Function der Coefficienten der ersten Form, TT(b) dieselbe 
Function der Coefficienten der zweiten Form bedeutet. Von der Bemerkung 
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ausgehend, dass zwei Formen iquivalent sind, wenn sie zur selben dritten 
aquivalent sind, fiihrt Christoffel den Beweis mit rein algebraischen Hilfs- 
mitteln; diese gestatten auch, genau die Grenzen anzugeben innerhalb deren 
der Satz gilt. Dieser Satz hat Christoffel lange beschiftigt: schon 1868 
verdffentlichte er einen Beweis desselben (11), den er aber spiiter selbst 
als nicht einwandfrei anerkannt hat. Seine gleichzeitige Beschiftigung mit 
der Theorie der Transformation algebraischer Formen und mit der Flichen- 
theorie fiihrten Christoffel dazu, sich das Problem zu stellen, die noth- 
wendigen und ausreichenden Bedingungen dafiir anzugeben, dass eine 
quadratische Differentialform 


> ayuda da, A,u=1,2,---m 


P bau dya dy, 


transformirt werden kann. Er hat diese Aufgabe in der Abhandlung: 
Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten 
Grades (13), die durch eine unmitelbar darauf folgende Note (14) ergiinzt 
wird, vollstiindig gelést. Fiir die Theorie der quadratischen Differential- 
formen ist diese Arbeit von grundlegender Bedeutung. 


in die gegebene Form 


Von den geometrischen Disciplinen erregte die Flichentheorie am 
meisten Christoffel’s Interesse. Seine hervorragendste Arbeit auf diesem 
Gebiet ist seine ,Allgemeine Theorie der geoditischen Dreiecke“ (18). 
Wihrend die friiheren Untersuchungen tiber diesen Gegenstand stets von 
einer der beiden beschriinkenden Voraussetzungen ausgingen, dass entweder 
das betrachtete Dreieck unendlich klein ist, oder dass die Fliche, der es 
angehért, sich nur wenig von einer Kugel unterscheidet, entwickelt 
Christoffel eine allgemeine Trigonometrie fiir beliebige krumme Ober- 
flachen. Die ganze Theorie wird auf die Theorie einer einzigen Function 
von vier Variabeln zuriickgefiihrt, die Christoffel als ,,reducirte Liinge des 
geoditischen Bogens“ bezeichnet. Diese reducirte Linge tritt in anderer 
Form schon bei Gauss auf. Beniitzt man geoditische Polarcoordinaten, 
so stellt sich das Quadrat des Linienelements in der Form dar: 


ds? = dp* + m'dq*.*). 
Die hier auftretende Grésse m ist das, was Christoffel reducirte Linge 
nennt, nur betrachtet er diese Grésse nicht nur als Function der Coordi- 


naten des einen Endpunkts, sondern als Function der Coordinaten der 
beiden Endpunkte. 





*) Disquisitiones generales circa superficies curvas art, XIX. 
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Im Vorangehenden sind die Arbeiten Christoffels angefiihrt, die wohl 
fiir die Weiterentwicklung der Wissenschaft am meisten in’s Gewicht fallen. 
1 Interessant und anregend sind sie alle, sowohl durch die Originalitat des 
3 Gedankengangs, als auch durch die wohldisponirte, pragnante Darstellung. 
t Wenn man Christoffel’s unermiidliche Thitigkeit und seinen Ideen- 
[ reichthum bedenkt, so erscheinen seine Schriften wenig umfangreich. Der 
‘ Grund dafiir ist wohl in dem hohen Maass von Selbstkritik zu suchen, 
i das ihm eigen war. Er konnte Untersuchungen, die zu den schénsten 
2 Ergebnissen fiihrten, Jahre lang zuriickhalten, weil sie ihm noch nicht 
hinreichend ausgereift erschienen; er hat eine druckfertige Abhandlung 
invariantentheoretischen Inhalts im letzten Augenblick unterdriickt, weil 
sie doch nicht all den Anspriichen, die er an sich selbst stellte, geniigte. 
Mit den Jahren nahm diese Zuriickhaltung naturgemiiss zu, und so ist es 
gekommen, dass von 1880 an in seinen Publicationen eine lange, nur 
einmal unterbrochene, Pause eintrat. Erst als sein fortschreitendes Leiden 
ihn an die Ordnung seines Nachlasses denken liess, stellte er noch die 
beiden oben besprochenen Arbeiten fertig. 








' Der handschriftliche Nachlass Christoffels ist auf der Strassburger 
Universitits-Bibliothek deponirt. 

Zum Gedachtniss Elwin Bruno Christoffel’s. 

Von 

r WINDELBAND.*) 

; 

t 

. Die Kaiser-Wilhelms - Universitit riistet sich zu dem ernsten Gange, 
ein hervorragendes Mitglied ihres Lehrkérpers zur letzten Rast zu geleiten. 
3 Soweit es die Ferienzeit erlaubt, haben wir uns trauernd an dieser Stitte 
’ seiner Arbeit zusammengefunden: da der Rektor in amtlichem Auftrage 


verreist, der Prorektor durch Krankheit verhindert ist, so fallt es mir zu, 
die Gefiihle zum Ausdruck zu bringen, mit denen wir, tief ergriffen, an 
der Bahre eines bedeutenden Mannes stehen. 

Er gehérte zu uns seit langen Jahren; er war einer von den Griindern 








*) Wir glauben unseren Lesern einen Dienst zu erweisen, wenn wir im Anschluss 
an den Nekrolog von C.F. Geiser und L, Maurer mit Erlaubniss des Redners die bei 
Christoffel’s Bestattung am 17. Mirz 1900 gehaltene Rede seines Collegen Windel- 
band hier zum Abdruck bringen, die von der Persénlichkeit Christoffel’s und seine 
Stellung an der Strassburger Universitit ein vortreffliches Bild giebt. 
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der Universitit, von ihren ersten, bestimmenden Lehrern. Damals, 1872, 
wo die Neubegriindung der Strassburger Hochschule als ein monumentales 
Friedenswerk der Nation beschlossen wurde, wo die Ueberzeugung galt, 
dass dies Werk nur Sinn und Recht habe, wenn es im grossen Stil ent- 
worfen, ausgefiihrt und erhalten werde, und dass dafiir an Einrichtungen 
und Lehrkriiften das Beste nur gerade gut genug sei, — damals war unter 
den Minnern, die fiir diese Aufgabe gliicklich ausgewihlt wurden — der 
berufensten einer Elwin Bruno Christoffel. 

Er stand um jene Zeit, ein angehender Vierziger, in seiner é&xu}, und 
er brachte in das neue Amt nicht nur die erprobte Kraft wissenschaft- 
licher Arbeit, sondern auch reich bewihrte Lehrerfahrung mit. Ein Kind 
des Rheinlands, in Montjoie 1829 geboren und auf dem Gymnasium in 
Kéln gebildet, hatte er in Berlin, hauptsiichlich unter Dirichlet, die mathe- 
matischen Wissenschaften studirt. An derselben Universitit 1856 promo- 
virt und 1859 habilitirt, war er einem Rufe des Ziiricher Polytechnikums 
gefolgt, um nach sechsjihriger Wirksamkeit an die Berliner Gewerbe- 
akademie iiberzusiedeln, die damals noch nicht mit der Bauakademie zur 
technischen Hochschule vereinigt war. Von dort kam er hierher, um mit 
unserm Kollegen Reye zusammen den mathematischen Unterricht an der 
neuen Universitiit zu begriinden und fortzufiihren. 

Christoffel ziihlt zweifellos zu den angesehensten Mathematikern seiner 
Zeit — als solcher nicht nur bei uns, sondern weit tiber die Grenzen 
Deutschlands hinaus anerkannt. Als Gelehrter hat er mehr durch die 
Intensitaét als durch die Ausdehnung seiner Leistungen gewirkt: es sind 
nicht umfangreiche Werke, die er hinterlassen hat, wohl aber eine Reihe 
glinzender Abhandlungen von tief eindringender Forschung und schépferischer 
Originalitét. Es ist hier nicht der Ort und ich bin nicht der Mann dazu, 
ihre wissenschaftliche Bedeutung und ihre Stellung in der Entwicklung 
einer so schwierigen Disciplin, wie es die héhere Mathematik ist, zu 
wiirdigen: nur das sei erwihnt, dass seine Arbeit mit Vorliebe den schwersten 
Problemen galt, den letzten Principienfragen, insbesondere denjenigen, 
welche sich um den Unendlichkeitsbegriff gruppiren — und dass er dabei 
stets seine eigenen Wege ging, allem Schablonenhaften, allem Analogie- 
wesen abhold, kiihn sich neue Arbeitsfelder erschliessend und bedeutsame 
Ergebnisse Reve abringend. 

Und an dem, was er so geschaffen hatte, —_ er mit seiner ganzen 
Seele, mit einer Art von elementarer Uheogagagenlh — bis zu schroffer 
Ablehnung jeden Einspruchs. Die Natur hatte ihn zu einem miichtigen 
und eigenkraftigen Organ des mathematischen Denkens gebildet: aber er 
war nicht gemacht zu gemeinsamer Arbeit. Einsam stand er auf sich 
selbst — einer von denen, die es diirfen, weil sie etwas sind, womit sie 
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sich selbst geniigen. Denn ,,Recht hat jeder eigene Charakter, der iiberein- 
stimmt mit sich selbst“. 

Denselben Eindruck urwiichsiger, ja knorriger Eigenart hatte jeder, 
der persénlich mit ihm in Beriihrung kam. Seine kriiftige Gestalt mit 
dem ausgepriigten Kopf und dem lebhaften Spiel der Gesichtsziige verriethen 
schnell, dass er nicht war wie andre Leute: er sagte nichts, was fiir jeden 
greif bar auf der Hand lag; allem wusste er eine eigne Seite, eine neue 
Wendung abzugewinnen. Und er interessirte sich fiir Vieles und kannte 
Vieles. Mit offnmem Blick schaute er in die Wirklichkeit: bei aller Ab- 
geschlossenheit seines Wesens fehlte ihm nicht die rheinische Freude an 
der Geselligkeit, und er suchte seinen Umgang gern in andern Lebens- 
kreisen, namentlich auch in militiirischen, zu denen ihn die Gesinnung 
altpreussischer Kénigstreue hinzog. Er war ein scharfer Beobachter, ein 
vortrefflicher Erzihler, ein immer gern gesehener Gesellschafter, der von 
seiner inneren Sicherheit her Welt und Leben mit Humor betrachtete — 
mit einem Humor, der wohl auch eine sarkastische Ader haben konnte. 
Dabei hatte er viel gelesen und ging auch darin seine eignen Wege; das 
Ungewohnliche reizte ihn, td dewwe tv avigmaivor. Er las mit Vor- 
liebe die alten Historiker der rémischen Kaiserzeit: was damals sich zu- 
getragen, sagte er, das kiénne an wilder Unwahrscheinlichkeit von keines 
Poéten Phantasie tiberboten werden. Der historische Sinn, die Freude 
an unwiederholbaren Individualitiiten erwuchs ihm als eine erfrischende 
Ergiinzung seiner arithmetischen Abstractionsarbeit aus der eignen selbst- 
gewissen Individualitiit. 

Natiirlich machte sich diese Selbstbehauptung auch im Gegensatze 
geltend. Es war nicht leicht, wenn er einmal eine Ansicht gewonnen, 
ihn davon abzubringen, und er war nicht gewohnt, den Widerspruch zu 
meiden. So blieb er denn, soweit wir sehen, trotz der anregenden Lebendig- 
keit seines Wesens, trotz der gemiithvollen Wohlthitigkeit, die er in der 
Stille reichlich geiibt hat, trotz der dankbaren Anhiinglichkeit, mit der er 
treue Pflege erwiderte, zuletzt doch ein einsamer Mann. 

Aber diese in sich gefestigte und fast scheu geschlossene Natur ge- 
rieth nun in fruchtbaren Fluss, in mitreissende Bewegung, wenn er lehrte. 
Auf dem Katheder erst war er ganz er selbst, lebte er sich vdéllig aus. 
Hier wirkte er mit unvergleichlicher Gewalt auf seine Schiiler, die be- 
wundernd und fesselnd an seinen Lippen hingen. Er zog sie empor in 
die Héhe seines Denkens, er erzog sie zu selbstindiger Forschung, und 
auch da, wo er mit den Wegen, die sie dann einschlugen, nicht einver- 
standen war, blieben sie ihm in treuer Dankbarbeit ergeben. 

Und das ist denn vor allem auch die Dankbarkeit, mit deren herz- 
lichem Ausdruck unsere Universitit von ihm Abschied nimmt, Er war 
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einer ihrer grossen Lehrer, und sie wird ihm dies Gedichtniss bewahren 
fiir alle Zeit. Er war alles in allem ein echter Typus des theo- 
retischen Menschen. Das Leben ging ihm auf in @eweca. Der ganze 
Inhalt seiner Existenz war die Arbeit an der Erkenntniss. Er wollte 
nichts von der Welt als die Wissenschaft. Noch in den letzten Jahren, 
als seine schon angegriffene Gesundheit ihn veranlasste, sich von den Vor- 
lesungen zuriickzuziehen, hat er unermiidlich weitergearbeitet, und eine 
letzte Abhandlung von ihm, erst vor wenigen Wochen abgeschlossen, be- 
findet sich eben noch unter der Presse. 

So war, wenn ich ihn recht verstehe, in den fiir uns bedeutsamen 
Hauptziigen der Mann, den wir zu Grabe tragen sollen: ein einsamer 
Forscher, dem die Wahrheit alles gewesen ist, der riicksichtslos fiir sie 
einstand, der auch von uns heute nichts verlangen und erwarten wiirde 
als Wahrheit — ein gewaltiger Lehrer, der weiter leben wird in den 
Keimen geistiger Arbeit, die er gesit, — einer von denen, welche die 
Fackel der Erkenntniss weiter geben von Geschlecht zu Geschlecht, und 
bei deren Hinscheiden das Wort des Trostes gilt: ,multi pertransibunt et 
augebitur scientia“. 


Abhandlungen von E. B. Christoffel. 


I. Inaugural-Dissertation. 
1. De motu permanenti electricitatis in corporibus homogeneis. Berlin 1856. 


II. In Crelle’s Journal. 

2. Uber die Gaussische Quadratur und eine Verallgemeinerung derselben. 
Bd. 55. 1858. 

3. Ueber die lineare Abhingigkeit von Functionen einer einzigen Ver- 
ainderlichen. Bd. 55. 1858. 

4. Zur Abhandlung: ,Ueber Zahler und Nenner der Niherungswerthe 
von Kettenbriichen“, pag. 231 des vorigen Bandes. Bd. 58. 1861. 

5. Verallgemeinerung einiger Theoreme des Herrn Weierstrass. Bd. 63. 1864. 

6. Ueber die kleinen Schwingungen eines periodisch eingerichteten Systems 
materieller Punkte. Bd. 63. 1864. 

7. Ueber die Bestimmung der Gestalt einer krummen Oberfliche durch 
locale Messungen auf derselben. Bd. 64. 1865. 

8. Zur Theorie der einwerthigen Potentiale. Bd. 64. 1865. 

9. Ueber den Einfluss von Realitits- und Stetigkeits-Bedingungen auf 
die Lésung gewéhnlicher Differentialgleichungen. Bd. 66. 1866. 

10. Ueber einige allgemeine Higenschaften der Minimumsflichen. Bd. 67. 
1867. 
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Beweis des Fundamentalsatzes der Invariantentheorie. Bd. 68. 1868. 
Theorie der bilinearen Functionen. Bd. 68. 1868. 

Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten 
Grades. Bd. 70. 1869. 

Ueber ein die Transformation der homogenen Differentialausdriicke 
zweiten Grades betreffendes Theorem. Bd. 70. 1869. 
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15. Bemerkungen zur Invariantentheorie. Bd. 19. 1882. 
. Ueber die Vollwerthigkeit und Stetigkeit analytischer Ausdriicke. 


Bd. 53. 1900. 


. Vollstaindige Theorie der #-Function. Bd. 54. 1901. 


IV. Berliner Akademie. 
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Allgemeine Theorie der geodiitischen Dreiecke. 1868. 
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Uber die Dispersion des Lichts. 1861. 
Uber die Transformation ganzer homogener Differentialausdriicke. 1869. 


V. In den Géottinger Nachrichten. 


. Ueber die Abbildung einer einblattrigen, einfach zusammenhiingenden, 


ebenen Fliche auf einem Kreise. 1870. 
Ueber die Abbildung einer »-blittrigen einfach zusammenhingenden, 
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Ueber die Integration von zwei partiellen Differentialgleichungen. 1871. 
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Die Convergenz der Jacobi’schen #-Reihe mit den Moduln Riemann’s, 
Bd. 41. 1896. 


VII. In den Annali di Matematica. Ser. II. 
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Vollstandige Theorie der Riemann’schen #-Function. 
Von 


E. B. Curistorren fF. 


Einleitung. 


Die vorliegende Darstellung der Lehre von der #-Function geht nicht 
den iiblichen Weg. In der Theorie, so wie sie bis jetzt ausgebildet vor- 
liegt, richtet sich die Untersuchung ausschliesslich auf die Summe der 
Jacobi’schen Reihe mit den Moduln und Argumenten Riemann’s; sie 
liefert Lehrsiitze tiber die Fille, wo diese Summe identisch Null und wo 
sie es nicht ist, und iiber ihr Verhalten im letztern Falle, ohne grund- 
siitzliche Scheidung der beiden Voraussetzungen, unter denen die #-Function 
zur Verwendung kommen kann. 

Kin solches Bediirfniss macht sich sofort geltend wenn man, iiber die 
Darstellung der algebraischen Functionen und ihrer Integrale hinausgehend, 
die #-Function benutzt, um die Existenz ausgezeichneter Functionen dar- 
zuthun*). Das erste Beispiel, welches in dieser Beziehung aufgestellt 
worden ist, zeigt klar, um was es sich hierbei handelt. 

Man bilde mit Riemann**) einen Ausdruck von der Form 


me oe 8 (4. — tn) 


o(™, — )’ 

und bestimme den Nenner so, dass t in p vorgeschriebenen Punkten 
& &-+-+&é zur ersten Ordnung unendlich wird, und hierauf die Constanten 
im Exponenten von e und die Parameter f,/,---/, des Zahlers so, dass 
t an den Querschnitten vorgeschriebene Kinheitswurzeln ausscheidet. 

Die Existenz einer solchen Function r ist dann fiir diejenigen Fille 
gesichert, wo keiner der beiden Ausdriicke #(u, — €,)), (uu — fy) identisch 
Null ist, was beim ersten von der Wahl seiner Nullpunkte ¢, ¢, - - - & ab- 
hingt, beim andern von den Werthen der durch die Aufgabe geforderten 


Tt 








*) Riemann, Ueber das Verschwinden der #-Functionen, Borchardt’s Journal 65, 
Seite 172. 
**) Riemann, Theorie der Abel’schen Functionen, art. 27, Borchardt’s Journal 54. 
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Parameter f,f,---f,. Das sind zwei durchaus verschiedene Fragen; ihre 
Entscheidung griindet sich auf Kriterien, im einen Falle fiir die Lagerung 
der Nullpunkte, im andern fiir die Werthe der Parameter, und in beiden 
Fallen kommt es sehr darauf an ob die Kriterien, welche fiir die Priifung 
beider Fragen geboten werden, diese Priifung auch gestatten. 

Ich ziehe daraus vor allen Dingen den Schluss, dass die Theorie der 
#-Functionen, wofern ihr eine unbeschrinkte Verwendbarkeit gesichert 
werden soll, nach zwei Richtungen ausgebildet werden muss, einmal indem 
man die Function durch ihre Nullpunkte, das anderemal, indem man sie 
durch ihre Parameter bestimmt denkt. 

Fiir eine liickenfreie Ausfiihrung der Theorie in diesem Sinne diirfte 
es noch nicht zu spit sein. Dass eine solche auch die bekannten Resultate 
liefern muss, versteht sich von selbst; ich finde aber auch Resultate, welche 
dariiber hinausgehen, unter Anderm den folgenden Zusatz: 

Wird der Begriff einer #-Function nicht an ihre Ausdrucks- 
form gekniipft, sondern an ihre massgebenden Eigenschaften, 
namlich ihr Verhalten an den Querschnitten und im Innem 
der einfach zusammenhiingenden Fiche 7’, der sie zugeordnet 
ist, so existirt eine solche Function unter allen Umstinden, 
wie auch immer ihre Nullpunkte oder ihre Parameter vor- 
geschrieben werden mégen. 

Daraus folgt z. B., dass die oben beschriebene algebraische Function t 
unter allen Umstiinden existirt, auch wenn vermége der Wahl ihrer Un- 
stetigkeitspunkte ¢, ¢,---& oder der durch die Aufgabe geforderten Para- 
meter /,f,---f, der Riemann’sche Ausdruck fiir die betreffende #-Func- 
tion versagt, naimlich identisch Null wird. 

Freilich wird man bei dieser Auffassung der Function @ sich nicht 
an eine bevorzugte Ausdrucksform fiir dieselbe binden diirfen. Soll sie 
durch die Normalintegrale u, u.---u, ausgedriickt werden, was in allen 
Fallen méglich ist, so wechselt in der That ihr Ausdruck durch eine 
unendliche Reihe je nach der Lagerung ihrer Nullpunkte oder der Wahl 
ihrer Parameter; verzichtet man aber darauf, sie in Function von u, U,---tp 
auszudriicken, so kann man, wie das Alles im Folgenden ausgefiihrt werden 
werden wird, sie auch durch einen Ausdruck darstellen, welcher in allen 
Fallen dieselbe Form behiilt. 

Dies fiihrt zu unserm Ausgangspunkte zuriick. Zum Zweck von 
Existenzbeweisen kann man iiber die #-Function in dieser freilich nicht 
durch eine bevorzugte Ausdrucksform beschrinkten Auffassung verfiigen; 
fiir die wirkliche Darstellung algebraischer Functionen und ihrer Integrale 
dagegen verwende ich ausschliesslich die Riemann’sche Reihe, da diese 
Darstellung die einzige ist, in welche keine itiberfliissigen Irrationalitiiten 
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und namentlilch nur einerlei Irrationalititen, niimlich die Werthe der 
Normalintegrale I. G. (nebst Differenzen derselben, den Periodicititsmoduln) 
eingehen. 

Nach dem Gesagten, wird eine kurze Uebersicht geniigen, um den 
Gang meiner Untersuchungen darzulegen. Die Arbeit zerfallt in finf 
Abschnitte. 

Nach einer Vorbemerkung iiber die Convergenz der #-Reihe so wie 
iiber die Stetigkeit und die Vollwerthigkeit ihrer Summe wird im I. Ab- 
schnitte der Fall vorgesehen, dass die Summe der Riemann’schen Reihe 
#(u,.—e,) vermége der Wahl der Parameter e,¢ --- e, identisch Null 
ist, und fiir diesen Fall ein Ausdruck @,(w, —e,)) nachgewiesen, welcher, 
ohne identisch zu verschwinden, eine @-Function mit diesen Parametern 
darstellt. Dieser Ausdruck ist aber durch die Parameter nicht véllig be- 
stimmt, da er ausser diesen noch andere verfiigbare Constanten enthilt. 
Im angegebenen Falle, wo #(u, — e,)) identisch Null ist, gibt es also fiir 
die nimlichen Parameter mehr als eine #-Function, und es tritt nun die 
Frage auf, ob der Ausdruck @, alle #-Functionen mit den Parametern 
€,@ +++ @ umfasst. Dies muss fiirs Erste dahingestellt bleiben, aber der 
Nachweis dass die Function fiir jedes Parametersystem existirt, ist damit 
bereits geleistet. 

In Folge dessen gewinnen die bekannten Siitze iiber die Anzahl der 
Nullpunkte und ihre Beziechung zu den Parametern beziiglich der letztern 
ganz unbeschriinkte Giiltigkeit, ebenso der, sonst nur mit anderweitigen 
Hiilfsmitteln vollstiindig zu begriindende Satz von der Méglichkeit, durch 
geeignete Wah! vou p Punkten «, «,---«¢, die p Summen 


Uu(&) A Up (Ee) + ++ + UE) (u=1,2,---p) 
einem beliebigen Werthesysteme v, v, ---v,(im Sinne Riemanns) congruent 
zu machen. 

Mit diesen Sitzen beginnt der II. Abschnitt, und dann wird mittelst 
der Nullpunkte irgend einer besondern, durch ihre Parameter gegebenen 
$ (oder #,) ein Ausdruck 

log # = log C + P(O!e,) + P(Ole) +---+ POle,) — LO) 

(oder # = Cr(é,) r(&) --- r(&); vergl. die Note zu Nr. 8) fiir dieselbe her- 
geleitet, von welchem sich sofort herausstellt, dass er fiir jede beliebige 
Lagerung der Nullpunkte ¢, ¢,---¢, eine #-Function darstellt. 

Damit ist der Nachweis vollendet, dass die #-Function, charakterisirt 
durch ihr Verhalten in der einfach zusammenhingenden Flache 7’ und 
an den Querschnitten, stets existirt, mégen ihr die Parameter oder die 
Nullpunkte vorgeschrieben werden, und wie auch immer das geschehen mag. 
Nur beziiglich der Ausdrucksformen fiir den ersten von diesen beiden 
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Fallen ist noch eine Liicke auszufiillen, da die Frage, ob die Reihenaus- 
driicke #, #, alle #-Functionen umfassen, im I. Abschnitte nicht erledigt 
werden konnte. 


Dies geschieht im III. Abschnitte. Als Ausdruck einer #-Function 
findet sich die Riemann’sche Reihe #, und wenn diese versagt, stets 
eine Secundirreihe #,. Letztere tritt ein, wenn unter den p Nullpunkten 
&, &-°**& sich g nothwendige befinden, in welchem Falle ich ¢, ¢ --- ¢, 
in erweitertem Sinne ein Punktsystem I. G. mit g@ nothwendigen Punkten*) 
nenne. Das fiihrt sofort zu einer Schaar von @-Functionen, welche alle die 
gleichen Parameter haben, also an den Querschnitten alle die gleichen Factoren 
ausscheiden. Jede Function dieser Schaar hat zu Nullpunkten ein mit 
&, & +++ & corresiduales System 0, 0, --- 0,, darunter also jedesmal @ noth- 
wendige Punkte 0,0,---0,. Diese kénnen nach Belieben vorgeschrieben 
werden; durch sie und die Parameter der Schaar ist der Ausdruck der 
besondern Function @, bestimmt, welche in diesen g nothwendigen und 
den iibrigen p — @ durch sie bestimmten Punkten des zu ¢, & --+ & corre- 
sidualen Systems Null wird. 


Den Schluss dieses Abschnittes bildet eine Vervollstiindigung des 
Satzes aus Abschnitt Il, Nr. 6, iiber die Erzeugung von p Parametem 
v,V,°** VY, durch die Simultanwerthe der Normalintegrale II. G. in p 
geeigneten Punkten. 

Der IV. Abschnitt weist die analytische Bedingung dafiir nach, dass 
Ul, Uy --+ Up, Simultanwerthe sind; sie ist nichts anderes, als die bekannte 
Gleichung Riemann’s 


p-—l 


& (— Du () + Ku) =0, 


k=1 


von welcher zu Anfange des III. Abschnittes zwei einwandfreie Beweise 
gegeben werden. 


Der V. Abschnitt beginnt mit der directen Auswerthung der Rie- 
mann’schen Constanten K, K, --- KX, fiir die ultraelliptischen Functionen 
aller Genera p> 1, und entwickelt im Anschlusse hieran die allgemeinen 
Hiilfsmittel zur Bestimmung dieser Constanten, welche wir durch Herm 
Prym kennen gelernt haben, vervollstandigt durch gehorige Beriicksichtigung 
der Punktsysteme I. G. und die Secundirreihen #,. — 


*) Vergl. unten die Note zu Nr. 10. Der Begriff des Punktsystems I. G. im 
engern Sinne habe ich in meiner Abhandlung Ueber die canonische Form der Rie- 


mann’schen Integrale I. G. auseinandergesetzt. Brioschi’s Ann. di Matematica 9, zu 
Anfang der Nr. 3. 
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Die Darstellung, welche Riemann selbst von seinen Entdeckungen 
gegeben hat, enthalt Liicken; dieselben sind auch von anderer Seite be- 
merkt und, fiir die Theorie der Riemann’schen Reihe selbst, ausgefiillt 
worden *), 


Dazu kommt ein anderer Punkt, den ich fiir wesentlicher halte. Man 
mag an die Lehre vom Verschwinden der @-Function herantreten, von 
welcher Seite man will, iiberall greifen in dieselbe Bedingungen hinein, 
welche sich auf gewisse Lagerungen der Punkte beziehen, die an Stelle 
von Parametern eingefiihrt werden. Das betrifft in allen Fallen die Punkt- 
systeme I. G., d. h. die Gruppen der Null- oder der Unstetigkeitspunkte 
du, 
dw, 
hier allein zu beriicksichtigenden Fallen p> 2 und den beiden Elementar- 
fillen p =O und p= 1 begriinden. Die einschligigen Siitze iiber diese 
Punktsysteme, d. h. tiber die Gleichungen ersten Grades welche bewirken, 
dass der allgemeine Integrand I. G. in einem solchen System von Punkten 
verschwinde, ergeben sich mit der gréssten Leichtigkeit, wenn man sie an 
der rechten Stelle (Abel’sches Theorem, Riemann-Roch’scher Satz) auf- 
sucht und sie auf ihren algebraischen Inhalt beschrinkt. Statt sie aus der 
Lehre von der #-Function zu schépfen, sind sie ihr zu Grunde zu legen, 
und liefern dann die Schliissel fiir die merkwiirdigen Erscheinungen, welche 
der Reihenausdruck dieser Function darbietet. 


der Functionen I. G. 





, welche den eigentlichen Gegensatz zwischen den 


Die Theorie der Riemann’schen @-Reihe allein wird mit diesen 
Hiilfsmitteln sehr einfach: die Nummern 1, 2, 5 und 10—16 enthalten 
alle wesentlichen Punkte derselben. Ich habe mich nicht entschliessen 
kénnen, meine Darstellung mit dieser, auf die #-Reihe beschrinkten Theorie 
zu beginnen, und dann erst die Untersuchungen folgen zu lassen, welche 
ich dariiber hinaus fiir néthig gehalten habe; die vorangehende Uebersicht 
lisst den Grund fiir die gewahlte Anordnung deutlich erkennen. 

Es ist hier am Orte, zwei Bezeichnungen vorauszuschicken, deren ich 
mich bediene und die ich fiir zweckmiissig halte. Die eine betrifft die 
quadratische Form im Exponenten der allgemeinen Glieder der #-Reihe; 
ich schreibe da 


> DS om, m, = (m, | m,| +++ | my) = O(m). 


v=1 


Die andere betrifft die Simultanperioden der Normalintegrale I. G. u, u,--+ tp. 
Ich schreibe 


*) Carl Neumann, Ueber das Verschwinden der Thetafunctionen. Leipzig 1883, 
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Gia aa ay hy 4. ig hg “bh vee =f Mp hy = (gh), , 
Gat + day hy + Gag hg +--+ + Aap hy = (gh), 


GuXt + Aurhy + Ayushe + +++ + Auphp = (gh), , 
Yn Ht + Apr hy + dpahy +--+ + Apphp = (gh)p, 
so dass (gh),, (gh),,---(gh), fiir ganzzahlige Werthe von g, g.---Gp hy hy-++hy 
die allgemeinen Ausdriicke fiir die Simultanperioden von u, u,---u, sind. 
Die iibrigen Bezeichnungen Riemann’s beziiglich der Fliche 7 und 
ihrer Querschnitte, sowie der verschiedenen Integralfunctionen werde ich 
ungeindert beibehalten. 
Ich schliesse diese Einleitung mit einer Vorbemerkung iiber 


Die Convergenz der Jacobi’schen 3-Reihe mit den Moduln Riemann’s 
und die Stetigkeit und die Vollwerthigkeit ihrer Summe. 


Den Ausdruck der p-fach unendlichen Jacobi’schen Reihe mit den 
Argumenten w,w,---w, schreibe ich wie folgt 


_ > cP +3 Lime 


wo Tmw = m,w, + mw, +---+ m,w, ist, und a,,—a,, die Rie- 
mann’schen Moduln sind. Die Summationen nach m,m,---m, gehen, 
jede fiir sich, durch alle ganzen Zahlen von — oo bis + oo. 

Um die zu # gehérige Modulreihe zu bilden, trennen wir im Expo- 
nenten des allgemeinen Gliedes das Reelle vom Imaginiren: 

Wp =U, + iv, fir w—1,2,---p 
und, wenn 2, 2%,--- 2, auf reelle Werthe beschrankt werden: 
(x) = — (x) — t¥(z). 

Dann lautet die verlangte Modulreihe: 


0 = > e— 9 lo) +2 Zinn, 


und wo sie convergirt, ist bekanntlich die urspriingliche Reihe nicht bloss 
convergent, sondern ihre Summe iiberdies unabhingig von der Anordnung 
der Summationen. — 

Beziiglich der reellen quadratischen Form g(x) beweist Riemann den 
Satz dass (bei reellen Argumenten) eine vollstindige positive Form ist, 
d. h. so lange sie nicht verschwindet, bleibt sie positiv, und sie wird =0 
nur in dem Falle, wo alle Argumente zugleich verschwinden. 

Solange die Summe der Quadrate dieser letztern, also die 22? = 1 
bleibt, kann demnach nicht auf Null riicken. Ist a die untere Grenze 
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fir g, oder eine kleinere positive Zahl, so bleibt p(x) >a. Nimmt 


m 
man nun x, = — fiir w= 1,2,---p und r= mi + m§+--- + mi}, 


m 


so folgt »(()) >a, und durch Multiplication mit r’: 


y(m) > «>! m und «>0 
fiir jede beliebige Gruppe reeller Zahlen m,m, ---m,, also 


Pe ((m)) es @ Sn ; 
endlich 


o @ © 
e <> P 4 x > et (mi tmi+- : “fmZ) 4-2 (my Uy mg ug +--+ mp up) 
—o@ 


Dies ist das Product aus p Reihen der Form 


oa 


> ? rns 


—@ 
diese Reihe convergirt, solange «u nicht unendlich wird. Um dies aus- 
zuschliessen, beschrinke ich wu auf endliche Grenzen +- @, dann sei 


a 


4 eg ee time =e f(u) i. a« cuc @, 


—@ 


wahrend @ positiv ist und von beliebiger Grésse sein kann, wofern es nur 
ohne Unbestimmtheit angegeben wird. Es folgt 


© <f (uy) Fue) - > > (Up) 


— @, I Uy <M, — Wy < Ug << Wy y+ + + — Dy < Up < MW 
ist. Wir haben also das Resultat: 
Die Jacobi’sche Reihe 


e= poe 


mit den Riemann’schen Moduln a,, = a,, convergirt und 
ihre Summe ist von der Anordnung der Summationen unab- 
hingig, solange die Argumente w,w,--- wy (Wy = Uy + iv,) 
einem durch die Ungleichheiten 

— @, < Uy Sy, — Dy < Uy K Dy y+ + — Op < Mp < Wp 
bestimmten Gréssengebiete E angehéren. 


wofern 


Diesen Convergenzbeweis habe ich im Sommer 1890 in einer Vorlesung 
liber die ultraelliptischen Functionen (aller Genera p > 2) vorgetragen: 
um die nimliche Zeit (ich glaube etwas spiiter) erschien die elegante 
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Arbeit des Herrn Krazer iiber die Transformationen der allgemeinen 
#-Reihe, in welcher (gleich zu Anfange) als Grundlage zu einem einfachen 
Convergenzbeweise das aus dem Riemann’schen Satze ebenfalls leicht 
folgende Princip mitgetheilt wurde, dass die quadratische Form (bei reellen 
Argumenten) unter allen Umstiinden unendlich wird, sobald nicht alle 
Argumente bei endlichen Werthen bleiben. Wie der Beweis sich gestaltet, 
wird nicht ausgefiihrt, mit dem obigen kann er nicht identisch sein. — 
Setzen wir 


2 2 2 
eal, € *af,,---6 Pat, 


so verwandelt # sich in eine p-fache Potenzreihe 


9 = >i id ee 


mit dem Convergenzgebiete 


E. e& °"<Mod.§,<e",---e °” < Mod. & <e'”. 


Nach der Lehre von den Potenzreihen ist daher # innerhalb FE stetige 
Function von §, §---, und das Gleiche gilt von jedem endlichen Ausdrucke 


, 
2 


“1 Tp 
_— @D((m)) gm, gm m 
A=> ar > c ee ae, 


=o "oe —p 


Die Stetigkeit wird aber hierbei so verstanden, dass z. B. A innerhalb E 
stetige Function von €, heisst, wenn in jedem Theile AF von E die 
Maximalschwankung an A (sein grésster Schwankungsmodul) unter jede 
beliebig kleine vorzuschreibende Grenze « gebracht werden kann, indem 
man die Maximalschwankung von ¢, unter eine, aus ¢ zu berechnende 
Grenze bringt, wofern diese letztere Grenze nicht unendlich klein ge- 
fordert ist. 

In diesem Sinne ist dann weiter £, =e?” als Summe einer Potenz- 
reihe stetige Function von w,, mithin auch A stetige Function von ,. 

Der Beweis springt in die Augen: Schwindet die Mschw. von A 
zugleich mit der Mschw. von £,, und diese zugleich mit derjenigen von 
w,, so schwindet die Mschw. von A und zugleich mit der Mschw. von 1. 

Es folgt: 

Innerhalb EF sind # und sammtliche Ausdriicke A stetige 
Functionen von w,, von w,,-+- und von wp, 

wofern die Stetigkeit so verstanden wird, wie soeben auseinandergesetzt 
wurde. 

Und nun folgt aus den Siitzen meiner Abhandlung iiber Stetigkeit 
und Vollwerthigkeit analytischer Ausdriicke (Ann. Bd. 53, S. 465) dass @ 
innerhalb E vollwerthige Function von w, w,--- wp, ist. 
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D. h. Zu jedem Argumentensystem w,w,---w, innerhalb E gehért ein 
vollig bestimmter Werth von #, den man durch einen ausfiihrbaren An- 
fang der Rechnung mit beliebiger Genauigkeit gewinnen kann, gleichviel 
ob man die Argumente w, --- w, durch Anniherungen einfiihrt oder, wenn 
ihr arithmetischer Charakter das zuliisst, sie direct einsetzt. Innerhalb E 
wird durch eine einwandfreie Buchstabenrechnung mit dem Ausdrucke 
der #-Reihe der Charakter des Ergebnisses als eine Werthbestimmung 
auf keiner Stufe aufgehoben oder in anfechtbarer Weise abgeiindert, mit 
andern Worten, innerhalb E rechnet man mit den Argumenten von @ 
wie mit vollendeten Zahlen. 


I. 


Die 9-Function, bestimmt durch ihre Parameter; die primiire 
Reihe und die Secundirreihen. 


1. Ich kniipfe an Riemann’s Abhandlung iiber die Theorie der 
Abel’schen Functionen an. Durch z bezeichne ich die unabhiingige Variable, 
durch s die grundlegende Irrationalitit der Classe, durch 7 die aus » 
z-Ebenen zusammengesetzte Fliche, welcher s eindeutig und zugleich der 
Stetigkeit gemass zugeordnet ist; durch 
€,@,b, (A = 12---p) bezeichne ich die 
p Querschnittbiindel, durch welche die 
Fliche in eine einfach-zusammenhiingende 
T’ verwandelt wird, durch u, u,---u, die 
hierzu gehérigen Normalintegrale I. G. 

Die Schnittpaare a,-b,(A=1--- p) 
werden zuerst angelegt, und die Rinder Fig. 1. 





+- +- 

so als a a, bb bezeichnet, dass ein positiver Umlauf um die Fliche 
+ + - - 

von a auf b, und von a auf } hiniiber fiihrt. Zu diesen Schnittpaaren 


fiihren dann noch die Schnitte c,(4—1---p) aus einem beliebigen 
Punkte @ nach einer beliebigen Stelle, wofiir wir wie iiblich die von 


++ 
a,b, gebildete Ecke nehmen. Dort bilden sich also fiinf Ecken «’ B y « p’ 
so, dass ein positiver Umlauf um 7” dort dem Wege 


-— to- => Rt 
sie (eb) B(@) yO) a(a) B'(0) 

Auf diese Fliche beschriinkt sind dann die Integrale u, u,-+- up) ein- 
deutig und stetig, und es ist 


+ = ~~. + = + - 
aN Ay: Uy, — Uy, = u Mi; AN dg: Uy — Uy = Ay; = ANCA? Uy, — UY = O. 
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Sodann ist 


&(v,|0,|--- |v) = #(0,) = 
wo nach jedem m iiber alle ganzen Zahlen von — oo bis + co zu 
summiren ist. Ersetzt man hier jedes v, durch v, + 9,%i, Wo g,, und 
jedes m, durch m, + ha, wo jedes h, ganze Zahl ist, so aindert das die 
Summe der Reihe nicht, und giebt die Formel 

D ((h)) +2. Diy ry 
e ** F(t + Gh) = O(e), 


wo die in der Einleitung erliuterten Bezeichnungen beide benutzt sind. 


> eo ((m)) +2 Sim, vy, 


2. Durch o bezeichne ich den verinderlichen Punkt z,s in der 
Flache 7’, und durch wu, (0) den Werth des auf die Fliche 7” beschriinkten 
u" Normalintegrals I. G@. in diesem Punkte. Mit Hinzuziehung von 
p Parametern ¢,¢,---e, wird die unendliche Reihe 


(uy) +++ Cu) = > Pe +3 Zimy (4p) — ey) 
“ ees 


gebildet; ist ihre Summe nicht Null fiir alle Lagen des Punktes 0, so 
stellt diese Reihe eine Function # von z dar, welche die folgenden Higen- 
schaften hat: 


(1) # ist in der einfach zusammenhingenden Fliche 7’ eindeutig 


und stetig: 
, : + = 3 es 
(2) ana, ist: wu, = %,+ ( ‘) ai also #=—#@#, 
+ a i “8 o a—2ug+2e, 
vd nt He = t+ Grp » &=s-e* A 
+ = + = 
» CL yt Up Um ” o=— #. 


3. Zum Ausgangspunkte nehme ich mit Riemann*) den Satz, dass 
es unter allen Umstinden Parameter f,, f,---/f, giebt, bei denen 
4, = #(u,.—f,) nicht identisch Null ist und in Folge dessen, falls 
3, = #(u,—e,)) vermége der Wahl seiner Parameter e, ¢, --- ¢, identisch 
Null ist, seine partiellen Derivirten von einer endlichen, durch die Para- 
meter véllig bestimmten Ordnung an, nicht alle identisch Null sind. 

Dabei gelten als partielle Derivirten von #, die Werthe der partiellen 
Derivirten von @(v,)) fiir 0, = u,—e,, V0. = tly — eg, +++) Up = Up — ep. 

Der erste Theil des Satzes _ daraus, dass in der Entwicklung 


von #, nach Potenzen von e*, e*,---,e” nicht alle Coefficienten — 0 


sind, der zweite daraus, dass in Folge dessen auch in der Entwicklung 








*) Ueber das Verschwinden der #-Functionen, art. 2. Crelle’s Journal 65. 
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von #, nach Potenzen von e, — f,, ¢ — fo,++*,&—fp die Coefficienten, 
nimlich die partiellen Derivirten von ®,, nicht alle = 0 sein kénnen. 
Um dies weiter zu verfolgen, bilde man die neuen Parameter 
Cy’ = &, — Ea, by = &, — $y, ++ +, Op = Cp — Exp 
fiir 
t= —f,, = —f, +++; Lp—= ep — fp, 
und den Ausdruck 


@ = 2D m,,2 
= # (tte — e;) = >. ((m)) +22 'm (u 7 eee 


Die Form dieses Ausdruckes zeigt, dass # als Function von € einwerthig 
und, so lange € endlich bleibt, auch stetig ist. Sie ist nicht identisch 
Null, da sie fiir = 1, also ohne Unstetigkeit in #, tibergeht. Aber 
fir ¢—0O wird auch # = 0, abermals ohne Unstetigkeit, also zu end- 
licher Ordnung, welche 7 heissen mége. 

In der Entwicklung von @ nach Potenzen von €: 


a = A, + 2¢-4, + 22 4, 4+.. 


A, => EP lm +3.dim we) [m, a, + mya, +--+ + my x)” 
ist, fehlt das Anfangsglied A, = %, nach Voraussetzung. Ausserdem 
sind A,, A,,---,A,—1 gleich Null, wenigstens bei den vorstehenden Werthen 
VON XL, %-++ Xp, aber A, ist nicht — 0. Daraus folgt zuniichst, dass die 
partiellen Derivirten r‘** Ordnung von @, nicht alle =O sind. Ist ferner 
n<vr, also A, = 0, so folgt nicht, dass die partiellen Derivirten »** Ord- 
nung alle = 0 sind; denn wenn sie es nicht alle sind, so kann A, gleich- 
wohl vermége der Werthe von 2,2,---«, gleich Null sein. Aber eins 
ist sicher, dass es eine Ordnung <r gibt, bis zu welcher alle partiellen 
Derivirten = 0 sind, wihrend die Derivation dieser Ordnung selbst es 
nicht oder doch nish alle sind. 
Sei 


wo 


; Q 

die niedrigste Ordnung, fiir welche nicht alle partiellen Derivirten von 
#, verschwinden, so dass, falls @ > 1 ist, alle partiellen Derivirten von 
der ersten bis zur (9 — 1)", aber nicht alle von der og" Ordnung gleich 
Null sind, und letzteres auch gilt, wenn @ = 1 ist. Es ist sicher gestellt, 
dass g, welches durch die Parameter e¢,¢---e, bestimmt ist, einen end- 
lichen Werth hat, d. h. in keinem Falle unendlich gross vorausgesetzt 
werden darf. 

Jetzt bilde man ® fiir willkiirliche Werthe von x, 7, --- 2%); in seiner 
Entwicklung sind A,A,---A,—1 alle = 0, aber A, ist es nicht, es bleibt 


- ager? 
= r Ay + SO Ag4i1+- 
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Ordnet man A, nach Potenzen von «,2,---2,, so sind, worauf von hier 
an zu achten ist, die ‘Coefficienten bis auf den fehlenden Factor 2¢ die 
partiellen Derivirten g** Ordnung von #), und sie sind nicht alle = 0. 
Wir untersuchen sie als Functionen von z. Der Reihenausdruck von 
A, (oben A,) zeigt, dass A, als Function von z der Fliiche 7” eindeutig 
zugeordnet und in ihr von jeder Unstetigkeit frei ist. Sodann ist 


+ - a ie” + = 
ana: ® = 8; anh: # = -¢ 4 Pat 3ea. an: ® = %; 
ausserdem fiir £ = 0: 


- el & 


lim ‘ene A,, und lim e’= ae. 


also ist 
+ - + = - + -— 
an aj: Ay= A,; anbj: Apy= Ay: gaa Bathe. an ¢;: Ay = Ap, 
d. h., wenn man dies mit Nr. 2 vergleicht, A, hat fiir alle Werthe von 
Z,%_--+X, die charakteristischen Eigenschaften einer #-Function mit den 
Parametern e¢,¢,--- @, also gilt das von allen partiellen Derivirten 


e“* Ordnung von @,, soweit sie nicht identisch Null sind. Das ist zu- 
niichst der folgende Lehrsatz: 


I. Versteht man unter einer, der Fliiche 7’ zugeordneten #-Function 
nicht ausschliesslich die Summe der Riemann’schen Reihe, 
sondern, mit Ausschluss identisch verschwindender Ausdriicke, 
jede Function # von z, welche 
A. in der einfach zusammenhiingenden Fliche Z’ eindeutig 

und stetig ist, und 
B. an a: += 9; an b,: Foo. ata, an ¢: o=0 
giebt, und nennt dies eine #-Function mit den Parametern 
€,€,°**@, 80 existirt eine soleche Function stets, wie auch 
ihre Parameter vorgeschrieben werden migen. 


4. Diese Eigenschaften behilt A, auch, wenn die Producte aus 
Potenzen von %,%,---2,, mit denen im Ausdrucke von A, die Derivirten 
von #, multiplicirt sind, durch willkiirliche Constanten ersetzt werden. 
Dann tritt in der Reihenentwicklung von A, an die Stelle der Potenz 

(my 2, + my a, + +++ + my x)? 
eine ganze homogene Function o* Ordnung von m,m,---+m,, deren 
Coefficienten nach z constant sind, und welche 

Gg (m,|m,| - - - | mp) = Ge (m)) 
heissen mége. An die Stelle von A, tritt der Ausdruck 


DP ((m 22m (u—e 
He (ty. — eu) = >) PFA 9 Gm); 
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ich nenne ihn eine Secundéirreihe 0” Ordnung, und im Gegensatze dazu 
(us. —e)) die Primdrreihe. Das giebt den folgenden Satz: 


Il. Giebt es Parameter e,¢,---e,, fiir welche die Summe der 
Primirreihe #(w,—e,)) als Function von z identisch Null ist, 
so bestimmt ein solches Parametersystem eine Ordnung @ in 
der Weise, dass die partiellen Derivirten go Ordnung von 
#(u,—e,)) nicht alle identisch Null sind, wohl aber, wenn 
e@ > 1 ist, alle partiellen Derivirten der vorangehenden Ord- 
nungen es sind. In diesem Falle kann man die Homogenform 
o‘* Ordnung G,(m)) so wihlen, dass die Summe der Secundir- 
reihe 9“ Ordnung: 


Me (1. — eu) =D) PTE me—9 Ge (m) 


als Function von z nicht identisch verschwindet, und dann 
ist # eine #-Function mit den Parametern ¢, ¢, - - - ép. 


Es muss zuniichst dahingestellt bleiben, ob auch umgekehrt jede 
%-function mit solchen Parametern sich durch eine Secundirreihe aus- 
driicken lisst, wozu vor allen Dingen der Nachweis gehért, dass der hier 
vorgesehene Fall, wo #, identisch Null ist, wirklich vorkommt. Dass 
die unter dieser Voraussetzung nachgewiesenen Ausdrucksformen #, @, 
fiir alle Fille ausreichen, wird sich in der Folge durch die wirkliche 
Bestimmung von G, aus vorgeschriebenen Bedingungen ergeben. Dabei 
stellt sich dann auch die wahre Bedeutung der Ordnung g heraus, nebst 
einem ausfihrbaren Kriterium zur Ermittelung dieser Zahl, wofiir die 
directe Untersuchung von #, und seinen partiellen Derivirten nicht 
gelten kann. 

Es eriibrigt an dieser Stelle nur noch, zwei Eigenschaften der Secundiir- 


reihen einzuschalten, von denen die eine fiir beliebige Argumente 1, v, --- v,, 
die andere nur fiir die speciellen Werthe u, — e, uy — @,, -- +, Up — 
derselben gilt. 

Haben ¢,'¢,'---e, dieselbe Bedeutung wie in den vorangehenden 


Nummern, so ist 
9 (ty — 64. + GM p) = Op — ey) POE tee, 
Schreibt man nun A,(u,—e,)) an Stelle von A,, so giebt dies, mit 


e! ogee i 
-— multiplicirt, fiir = 0: 
aie 


Ao (te — eu + Gh)y) = Ag (thu — ey) POP), 


also, wenn man hier (m,2, -+----+ m,2,)* als symbolische Form fiir 
Go(m)) benutzt: 
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(@) Be (te — Cue + Ghp) = Be (a — ey) OPO, 
genau wie bei der Primirreihe fiir beliebige Argumente v, an Stelle von 
Uy — @.. Da ferner die Summe der Reihe 


D ((m 2>)me 4 
8 (v4) =>) PO H2Z™* (mm) 
sich nicht aindert, wenn jedes m durch — m ersetzt wird, so folgt: 


(b) (— 1 8.(— e%) = Ox (r%)- 


Il. 
Die 9-Function, bestimmt durch ihre Nullpunkte. 


5. Nun habe #, welches auch sein Ausdruck sein mége, die im 
Lehrsatze I, Nr. 3 zusammengestellten Eigenschaften. Da #@ in der 
Flache 7” von jeder Unstetigkeit frei ist, so kann es, wenn es tiberhaupt 
verschwindet, nur zu endlichen Ordnungen Null werden. In Folge dessen 
ist die Summe der Ordnungen, zu denen @ in der Fliche 7” Null wird, 


das positiv um 7” erstreckte Integral Sai. f dlog #, was sich wie bekannt 
= p findet. (7") 
Ill. Die Anzahl der vereinigt oder getrennt liegenden Punkte von 
T’, in denen die Function # zur ersten Ordnung Null wird, 
ist p. 

Seien ¢,é---s, diese Punkte. Wir bilden das Integral P= f u,(0) dlog# 
und beschrinken, um einen eindeutigen Integranden zu erhalten, die Ver- 
ainderlichkeit von z auf die Fliiche 7’. In dieser Flache hat dann P nur 
logarithmische Unstetigkeiten, sie finden statt in den Nullpunkten von @ 
und ihre Gewichte sind die Werthe von «, in diesen Punkten. Die 
Summe dieser Gewichte ist also 


1 
Wu (81) + Ue (Ea) +--+ + tt (Gp) = a d log @. 
T’) 
Nun folgt aus Lehrs. I. B, wenn alle g, h ganze Zahlen sind*): 


*) Der Periodicitiitsmodul des lg@ an ¢, setzt voraus, dass die Riinder von c, 


= +{- =< 
so als c, € bezeichnet sind, dass bei einem positiven Umlauf um 7” der Weg von c, 


+. 
aus zuniichst tiber die vier Riinder von a,, b, fiihrt und sich dann auf c, fortsetzt. 
Dann ist anc, der Periodicititsmodul, da lg @ gleich 


p + = « _ + 

a| (dlg@ — dlg#) + b| dlg@ — dlg@) = 2zi, 
a e y ia 

gleichviel in welcher Ecke von a,, b, der Schnitt ¢, miindet. 
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+ ~ + ~ 
ana: lg —lgd=—2h, xi, dig#—dlg#=0, 
+ = ~ + - 
» ba: lge— lg? =— 2g,2i—ajz,—2m+2e; dlg#—dlg#=——2dw, 
+ ~ + ~ 
» a: lge—lgo=— 2a, digt—dlg#=—0. 


Die Rechnung wird am besten so ausgefiihrt, dass man iiberall Uy durch 


+ ; 
u, und den Periodicititsmodul ersetzt, und die Integrationen (4 = yu), 
welche sich ausfiihren lassen, auch bewerkstelligt. Dann ergiebt sich 


P la|— 
b Uy (Ex) = Cu — (Gh)y + = [xt + duu| + + Sf} Uy, dw , 
Via 


x=1 ASu 
also der Satz: 


IV. Zwischen den Parametern ¢,¢,---¢, der Function @ und ihren 
Nullpunkten «, ¢---«& bestehen die p Relationen 


C. e, = > tu (6) — Eu + gh) (w=12---p), 


wo 1) K,K,---K, die Riemann’schen Constanten 
—_ — a} + 
D. K, = 7 [i + dun) + = D | ty, dug 
Y |a 
bedeuten, und 2) die 2p ganzen Zahlen g, h dadurch ge- 
geben sind, dass 


-p — 
E. ana: log? — log = 2h, zi, 


ae — ie 
” ba: log @ —_ log = — 292 xi — aia Qua + 2e, 
ist. 


6. Eine #-Function mit den, fiir die vorstehenden Sitze erforder- 
lichen Higenschaften A. B. Lehrs. I. existirt aber stets, wenigstens in 
emer der Ausdrucksformen #, @,, wie auch immer die p Parameter 
€,€-++@, vorgeschrieben werden mégen. 

Folglich lisst sich jedes Parametersystem ¢,¢,---¢, in die vor- 
stehende Form C. bringen. 

Setzt man aber e, + K,=v,, fiir w=12---p, so sind »,»,--- v% 
ebenso willkiirlich, wie ¢,¢,---¢,, die man aus ihnen berechnen kann; 
es folgt: 


Mathematische Annalen. LIV. 24 
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V. Durch geeignete Wahl von p Punkten ¢,e---e in der 
Fliche 7’ und den Simultanperioden (gh),, (gh),,---, (gh)» 
kénnen die p Ausdriicke 


> (ee) + Gh)s 3S! tae) + has +++ >) ole.) + (oh)p 


jedes beliebige Werthesystem 
Vy; Vg eee Vp 
hervorbringen. 


Eine Vervollstindigung dieses Satzes wird sick weiter unten ergeben 
(Abschnitt III, Nr. 20). 


7. Das Vorstehende gilt unabhingig von jeder Voraussetzung iiber 
die Ausdrucksform, durch welche die hier benutzte Function @ darzu- 
stellen ist. Wir fiihren zur Vereinfachung an ihrer Stelle eine andere 
#-Function ein, welche fiir den Augenblick durch © bezeichnet werden 
mége, und zwar so dass 


lgO = lg a — 2>) Nin Un + const. 
wird. Das andert nur die Querschnittseigenschaften, es wird niimlich 
+ — 
ana: logQ@ —logO = 0, 
+ = - 
» 6: logO — logO = — 2g, mi — ay, — 2u, + 2e, — 2) Iu Mau, 
wahrend , 
oe — 
» €: logO — logO = 2a 


bleibt.  Fiihrt man aus ©. den Werth von e ein, so wird das, was in 
der zweiten Formel rechts steht, 


_— P ; 
= — &a— 2ua + 2 > Ua (Ex) — x; ) 


1 


so dass die auf die neue Function 0 beziiglichen Formeln aus denen des 
IV. Satzes erhalten werden, wenn man dort die \ganzen Zahlen g, h 
unterdriickt. 

Ist insbesondere die hier benutzte Function @ durch die Primir- 


Pp 
oder eine Secundiirreihe # gegeben, also, fiir v,—=wu,— > U(x) + Ku, 
1 


= (ue — eu) = F(% — Gy), 
so folgt aus a. Nr. 4 
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=o POH n'n B(04), 


also 


log #(v,)) = log # — 25>” Iu ty -+ const., 


mithin ist dann © die Primir- oder Secundirreihe #(v,)), d. bh. 


0 = o(u, — a tty (&) + K,). 


8. War also @ urspriinglich durch die Primiir- oder eine Secundir- 
reihe #(u.—e,) gegeben, so tritt jetzt an seine Stelle der vereinfachte 
Ausdruck 


p 


= B (tu oat a Un (Eu) + K,), 


1 
und es ist 


+. —_ 
ana: log? — logs =—0, 
Pp 


t = _ | 
» ba: log — log # = — a, — 2[u —>' ua(&) + Ky, 


a -— 
» a: logt — log dt = 2zi. 


Hier sind an Stelle der Parameter e¢,¢, -- +e, der Function ihre Null- 
punkte ¢,@---é eingefiihrt, aber es darf nicht ausser Acht gelassen 
werden dass, wihrend jene ganz nach Belieben vorausgesetzt werden 
diirfen, Bestimmungen ihnlicher Art iiber die Lagerung der letztern noch 
ausstehen. Aber das was hier vorliegt, reicht aus zur Herleitung eines 
Ausdrucks, welcher zuniichst die vorstehende Function, dann aber fiir 
beliebig vorzuschreibende Lagen der p Nullpunkte eine #-Function dar- 
stellt. Ist-im Nullpunkte «, der vorstehenden #-Function z= &,, so 
ist dort log# = log(e— &,) + funct. cont., und es sind ¢& &---+& die 
einzigen Punkte der Fliiche 7’, in denen log # = oo wird. 

Diese nimliche Unstetigkeit fiir einen beliebigen Punkt ¢, und ausser 
ihr nur noch solche, die von der Lage des Punktes « unabhiingig sind, 
besitzt die von mir eingefiihrte Integralfunction R(o|«)*), welche folgende 
Kigenschaften hat: Ist ¢ der Werth von z im Punkte ¢«, und sind 
00, 00,+--0o, die unendlich fernen Punkte (Gebiete) der m-blittrigen 
Fliche 7’, so ist 


*) Vergl. Brioschi, Annali di Mat. X, Seite 97 u. f., wo ich zwei Ausdriicke 
fir R(s) = — R(O\s) mitgetheilt habe. 


24* 
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(1) in é: R = log (2 — £) + funct. cont., 
IM CO, CO, +++ OO,: R = ~ logs + funct. cont. 
= ~ log (¢ — §) + funct. cont., 


und das sind die einzigen Punkte, in denen R= oo wird. 

2) Um R eindeutig zu machen, zieht man in 7” aus einem be- 
liebigen Punkte Q Schnitte //,---1, nach ¢00,---oo,. In der so modi- 
ficirten Fliche 7” ist R eindeutig und stetig; werden bei jedem Schnitte / 


4+ -_ 
die Riander so als / und / bezeichnet, dass ein positiver Umlauf um den 
Endpunkt vom —Rande zum + Rande fiihrt, so ist 


an a2 b, C2 l L, l, my i. 
+ = . 22% 
R—R WM, B, 0 2x ae ; 


wo %,, B, constante Periodicititsmoduln sind, zwischen denen die p 
Relationen 


1 2 
B= 5 > Wa dan + 2u,y(e) — — a Uy (Ox) 
a x=1 
bestehen. 
Nun seien 0,0,---0, die » Punkte der Fliche 7, die zum Argu- 
mente z gehéren. Aus den Unstetigkeiten von R findet sich, dass die 
einwerthige Function von z: 


d~ 1 
iz > Rl) = = 
x=1 
ist, also ist 


Za R(o,| &) = log(e—£) + C, 
x=) 
und C constant, so lange es stetig ist. 

Fiir unsern Zweck ist ein genaues Verstiindniss dieser Formel un- 
erlisslich. Wahrend. in der Fliche 7, jedesmal dem gehérigen Blatte 
entlang, aber nicht durch alle m Blitter zugleich, die Schnitte c, a, b, 
ll,---1, gefiihrt werden, fiihre man die gleichen Schnitte noch aus in 
einer einfachen z-Ebene, der Hiilfsebene H. Die Fliche 7’ verwandelt 
sich in eine (zweifach) zusammenhiingende Flache 7”, H dagegen zerfillt 
in Stiicken, und in jedem dieser Stiicke hat C iiberall denselben Werth, 
aber beim Uebergange aus einem Stiicke in ein anderes findert C seinen 
Werth um den Periodicitaétsmodul des Ausdruckes 


P - R(o, |) — log(e— §) = C. 
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Nun enthalt R sowie jedes Normalintegral I. G. u, noch eine additive, 
verfiigbare Constante, und es handelt sich um eine geeignete Wahl dieser 
Constanten. 

Die Schnitte 1,1,---1,, welche fiir alle Functionen R die gleichen sind, 
fiihre man so, dass sie von hinreichender Ferne an bis in’s Unendliche ein- 
ander bedecken. Von dort an ergiebt das in der Hiilfsebene H nur noch 
einen einzigen Schnitt, und an diesem ist C stetig, da beim Uebergange 
iiber denselben alle R(o,|e) = < log (e — §) + funct. cont. sich um 
gleichviel vermehren, und die Vermehrung des Subtrahenden log (¢ — £) 
n-mal so gross ist. 

Bei dieser Wahl der Schnitte 1,1,---1, hat also C in den fernen Ge- 
bieten von H iiberall den gleichen Werth, und nun wahle ich (bei gehériger 
Deutung in log (¢—£)) die additive Constante von R so, dass dort C=0 
wird. Dann folgt fiir diesen Theil der Hiilfsebene H: 


> R(on| ) = log (e—8), 


also fiir z= co 


(1) lim[ > Ro, |) — logz] = 0. 
x=>1 
Ebenso wihle ich fiir jedes Normalintegral I. G. u, die additive 
Constante so, dass 


n 


(2) > tu(0ox) = 0, (u=12--p) 
wird, was si 
Pp 
2u,(eé) = B,(e) — => Wa (e) day 
a=] 


giebt. Sodann fiihre ich statt R das Normalintegral P ein: 


(3) P(0|2) = R(ole) — = > Xe-m.(0); 
es folgt ; 
«) P wird unendlich nur in ¢, co, 00,--- oo, und zwar ist: 
ine: P= log(¢— &) + funct. cont.; 
iN 00, 0O,:+- 00, ist: P= * log z +- funct. cont. 
6) In der Flache 7” ist P eindeutig und stetig, aber es ist 
an a by, I l 7 oe 


P—Pj\o0 2u(e) 0 2nt — =z. 
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y) Fir z= co wird 
lim [ 5S? P(o,| 2) — logz] = 0. 
1 
Hieraus folgt, dass das Integral III. Gattung 
(4) (0) = P(o|o,) — P| 9) 
im Unendlichen stetig bleibt und die 


(5) >) M(co,) = 0 


x=1 


ist. -—— 
Dies vorausgeschickt, bilde ich die Function 


(6) | L (0) = >’ P(o|e) — log #; 


es folgt 


1) Z wird unendlich nur in oo, o0,---0o,, und zwar ist dort 


= » logs 
L = <~ log z + funct. cont. 


2) Um L eindeutig zu machen, betrachte man es als das Integral 


‘ ‘ ‘ dL . . 
des in 7” eindeutigen Ausdruckes =~; man hat dann 7 ‘ nur in eine 


einfach zusammenhiangende F'liche 7,’ zu verwandeln, in welcher die fort- 
gesetzte Umkreisung derjenigen Punkte gesperrt ist, in denen das Integral, 
nimlich LZ selbst, eine logarithmische Unstetigkeit besitzt. Das wird 
erreicht, indem man die nach oo, o0,--- oo, fiihrenden und zuletzt ein- 
ander bedeckenden Schnitte /,/,---1, statt in einem beliebigen Punkte Q, 
von hier an im Ausgangspunkte w der p Querschnittbiindel c, a, b be- 
ginnen lisst. 

3) In dieser Flache 7,’ ist also L(0) eindeutig und stetig, und da 

















an la, b, €) L, l, eee i. 
+ —|  ~- 
—  . 2 ua (Ex) 0 |—~-2xi 
+ — P 
ey 0 —4aj,— 2%,— 2K, +2 S' mle) 221 0 
I 1 : 


ist, so ist an den gleichen Schnitten 


oe _— _— | | 
L—L |o| a+ 2m +2K, -2ni|— ? 2x1. 





Um hiervon sofort Anwendung zu machen, sei #, irgend eine andere 
#-Function mit den Nullpunkten 0, 6,---d, und L, = X P(o|d,) — log 4: 








— — ~~. 
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die Differenz L,-— LZ ist der Flache T selbst eindeutig zugeordnet und 
nie unstetig, also eine Constante. olglich ist die Function L selbst bis 
auf eine additive Constante fiir jede Lagerung der Nullpunkte von @, also 
fiir alle #-Functionen dieselbe. 

Berechnet man daher fiir p beliebig angenommene Punkte ¢, & ++ - & 
eine Function © aus der Formel L(o) = X P(o\s,) —logO, so erweist 
@ sich als eine der Fliiche 7 zugeordnete #-Function mit den Null- 
punkten ¢,&---&; eine solche Function existirt also stets, wie auch 
ihre Nullpunkte vorgeschrieben werden mégen. 

Das reicht fiir den Beweis dieses wichtigen Satzes aus; wir ziehen 
es vor, den Ausdruck der Function Z in eine soleche Form zu bringen, 
dass die entscheidende Eigenschaft, von der Lagerung der Punkte ¢, &,---&,, 
genauer von der ihrem urspriinglichen Ausdrucke (6) zu Grunde liegenden 
Function # nur in einer additiven Constante abzuhiingen, an ihm selber 
sichtbar wird. 

Sei TT = TT(0) das obige Integral III. G. und z,, 2 seien die Werthe 


von ¢ in seinen Unstetigkeitspunkten 0,, 0,, ferner sei 
Pon | L(o)aT, 


wo wir z auf die Fliche 7,’ beschrinken, um einen eindeutigen Inte- 


ral ' ' 
. granden zu erhalten. Innerhalb dieser Fliche wird P= oo nur in 0, 
a und 0,, und zwar ist 
met ; me \ aP dP 
ral, in 0,: lim(e¢— 4) 37> = L(o,), imo: lim(¢—a,)- ap = — La); 
ird also sind die Unstetigkeiten von P in diesen Punkten logarithmische mit 
“ den Gewichten L(o,) und — L(o). Es folgt 
<a L(0,) — L(0,) = aa. f Lav. 

(1) 
da Bezeichnet man durch (aj), (ba), --- die Beitrige, welche die einzelnen 


Schnitte liefern, so dass die auszufiihrende Formel lautet: 


L(4) — Lo.) = 357 { > m) +) +@1+ 3) o), 


272 


l : ; ‘ ‘ 
und beachtet man, dass ll wie 7’ verzweigt, also an jedem Schnitte 


+ = . . 
dll = dTl = aT ist, so ergiebt sich 


Ana -L) dtl = 


«) 








Me 


a| on 
B) (bj) fi b (L— b) att ys b| (-= a, — 2K, — 2uz) amt. 
V2 Va 
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| 








ze a 
Aber an a, ist it—T=0, also fi dT =O, es bleibt: 
Via 
«| e| -+ 4+ 
o)——2 fb) man——2 fi [d (ua TT) — Th dua], 
iP la Via 








a 


(b), = — 2[ua(oa) (a2) — wa(ya) T1(B2)] + 2 f b 
? 


* 
TT duy. 








e 


Nun ist 1(6,) =T1(a@j), wa(o,) — u(yz) = 27, also 
tg (oa) TT (2) — wa(ya) T1(Bx) = [ua (a2) — wa(ya)] (ai) = wi TT (ai), 


und so folgt 
Tl du, — 2xi T1(aj). 


w—2 fp rT 
y 


a 


a 





; (L—L) ant = 22i(T(e}) —T1(@)}. 


@\2 


?) (2) = 








Das giebt fiir’s Erste 


Yi+@+oi=2y ff 


Y ' 








+ 
TT du, — p- 2xi T1(a@). 
a 


Dazu kommt 








é) (,) -/ 1 i—~Dean=—— P . 2xi[T1(00,) —T1()]. 
Nun ist - 

(5) >> T1(c0,) = 0, 

also folgt 


> () = p- 2xi To). 
Fiihrt man die Werthe beider Summen in die auszufiihrende Formel ein, 
so hebt TT(m) sich weg, und es bleibt 


L() — Le, == > ft 


Hier wird fiir TT sein Ausdruck P(o|0,) — P(o|o,) aus (4) eingesetzt ; 
ist dann, fiir einen Augenblick, 


1-25 fh 
Via 


b Th du;. 





P(@|0)dm(@) = A(0), 
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so haben wir A(o0,) = A(o,), also hat die Function A(o) in der Fliche 
T,' iiberall denselben Werth. Bezeichnet man diesen durch — log C, so 
ist C eine Constante. Jetzt giebt die Formel (6) 


P P 
- 1 > 

log # = 2 P(0| &) + log C— — f 
4=1 


x=1 





a 
b 
v 





+ 
P(w|0)dm (a); 
a 


ich schreibe, mit etwas geainderter Bezeichnung: 


(7) ose f 


a=il e 





« 
b 
? 





“he 
P(@|0)du(o), 
ya 
und erhalte den Satz 


(8) Diese Function von z wird unendlich nur in 00, c0,--+ &,, 
jedesmal ist 


= p log z + funct. cont. 


In der einfach zusammenhangenden Fliche 7,’ ist sie ein- 
deutig und stetig, und es ist 


i! | 
an } ay b, 
_ Il 


L—L]| o (ia + 2m, + 2K 





LL---h 


C2 





—2ni|\—?.2xi 
| n 


Weiter folgt, zunichst fiir die vorgelegte #-Function und die aus ihrem 
Ausdrucke zu ermittelnden Nullpunkte &, &---&» derselben: 


ole) —Li(o 
(9) & on Ce=?" | ey) *“. 


aber nun erkennt man auf den ersten Blick aus den Eigenschaften der 
Function P und der, mit Hiilfe der speciellen Nullpunkte ¢, ¢,---&, ge- 
wonnenen, aber von ihnen ganz unabhingigen Function L*), dass der 
vorstehende Ausdruck (9) fiir alle Lagerungen der Punkte & &--+& die 
charakteristischen Eigenschaften der #-Function hat, nimlich 

1) dass # in der einfach zusammenhingenden Fliche 7” eindeutig 
und stetig ist, und nur in ¢ é---é, verschwindet, jedesmal zur ersten 
Ordnung; 





*) Setzt man logr = P(o|«) — > [Z (0) + L(e)], so ist r als Function von z 


in der einfach zusammenhiingenden Fliiche 7” eindeutig und stetig, ausserhalb « 
von Null verschieden und in « Null zur ersten Ordnung. Dies ist die Function, 
welche vermége ihrer ausgezeichneten Querschnittseigenschaften den Uebergang 
zwischen den algebraischen Functionen der Classe und den #-Functionen wirklich 
vermittelt. Vergl. auch Riemann’s Th. d. A. F. Artikel 3. 
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2) dass 





an | a3 | b, | a) 


+ 
log # — log # || 0 |\—aa— fu, -> ow lagaes 
| | 


| 
i | 


also 


t as t e429 —-2un+2¢) 
3) ang: @=8; anh: F=—B-e MAMTA, ane: 


ist, fiir 
Pp 
€ -»> Ua (ex) — Ky 


zx=1 


+ 
| 
& | 


Damit ist folgender Satz bewiesen: 


VI. Die Riemann’sche #-Function existirt stets, wie auch ihre 
p Nullpunkte vorgeschrieben werden mégen, und sie ist durch 
diese bis auf einen constanten Factor bestimmt. Sind es die 
Punkte ¢,@---é&, so kann man die #-Function stets durch 


den Ausdruck 
a= ce? &) + P(0| %) ++ --+P(0| ep) — L (0) 


darstellen, wo C von z unabhingig ist, und dann ist, fiir 


i = 1 -2---p 
Pp 
Cu => Un (€2) — Ky 


x=1 


der uw Parameter dieser Function. 


9. Fassen wir dies mit dem Lehrsatze I der Nr. 3 zusammen, so 
haben wir den 
1. Fundamentalsatz. 

VII. Die Riemann’sche #-Function existirt stets, sei es dass ihr 
die Parameter e,¢,---¢, oder die Nullpunkte «, ¢---¢& vor- 
geschrieben werden, und wie das auch immer geschehen mag. 
Zwischen jenen und diesen besteht unter allen Umstiinden die 
vase dass fir u—12---p 


= Uy (8) + tu (&) + ++ + Ue (Ep) — Ku + (Gh)u 
ist, wo alle g,h ganze Zahlen, und K, K, .-- K, die Rie- 
mann’schen Constanten sind. 

Von hier an handelt es sich nur noch um geeignete Ausdrucksformen 
fiir die #-Function. Sie ergeben sich durch die Ausscheidung derjenigen 
Falle, wo die Summe der primiiren Reihe identisch Null ist und den voll- 
stiindigen Nachweis derjenigen Reihenausdriicke (Secundirreihen), welche 
dann an ihre Stelle treten. 








ihre 
urch 


; die 
urch 


fiir 


Rie- 


men 
igen 
voll- 
elche 
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II. 
Die Reihenentwicklungen der 9-Function. 


10. Die nun folgende Untersuchung bezieht sich zunichst auf Aus- 
driicke von der Form: 


P 
#(0|2) = O(u,0) — >! ule) + Ky), 

k=1 
unter ® die Primirreihe, also die Riemann’sche Reihe selbst verstanden. 
Aus dem Vorangehenden geht fiirs Erste nur hervor, dass es Parameter, 
also auch Punktgruppen ¢, & ---¢& giebt, fiir welche dieser Ausdruck als 
Function von z nicht identisch Null ist, und fiir diesen Fall kennen wir 
den ‘Ausdruck jedes Parameters Dw, (¢,) — K, durch die p Nullpunkte 
der Function. Der Fall, wo dieser Ausdruck identisch Null ist, ist im 
I. Abschnitte vorgesehen worden; dass er wirklich vorkommt, muss noch 
bewiesen werden. 

Hiilfssatz. Bilden die » Punkte ¢, ¢ ---¢, kein Punktsystem I. G.*), 
so ist der Ausdruck #(0!¢) entweder identisch Null, oder ¢, ¢,---¢, sind 
seine Nullpunkte. 

Ist naimlich # nicht identisch Null, und sind dann 4, 3, --- 6, seine 
Nullpunkte, so ist der wu Parameter = Du, (0,) — K, + (gh),, also ist 
fiir u=1,2,---p 


> Mu (Ee) =D) u(x) + (Gh 


k=1 k=1 


Wiren 0,0,--- 6, andere Punkte als «, &---+&, so waren beides Punkt- 
systeme I. G., was bei ¢, & --- ¢, ausgeschlossen wurde. Also sind letztere, 
falls @ nicht identisch Null ist, die Nullpunkte von #. Lisst man o 
mit ¢, zusammenfallen, so folgt in beiden Fallen 


p—1 
(1) o(—> Un(é,) + K,) = 0. 

k=1 
Das ist unter der Voraussetzung bewiesen, dass é, +--+ &—1 mit & zu- 
sammen kein Punktsystem I. G. bilden; es reicht aus, zu fordern, dass 





*) Man bilde die q Gleichungen welche bewirken, dass der allgemeine Integrand 
I. G. in q Punkten ¢, & -- - é, sur Ordnung Eins verschwindet. Diese Punkte heissen 


im Folgenden ein Punktsystem I. G., wenn unter diesen q Gleichungen sich 1) tiber- 


ziihlige befinden und 2) die Anzahl der wesentlichen <p —1 ist. Jene entsprechen 
den ,nothwendigen‘, diese den ,,wesentlichen* Punkten des Systems. 
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sie fiir sich allein kein solches bilden sollen. Denn wenn w’ der unter 
dieser Voraussetzung bis auf einen constanten Factor vollig bestimmte 
Integrand I. G. ist, welcher in ¢, & ---é&—, verschwindet, so darf man 
fiir ¢, nur einen Punkt nehmen, in welchem w’ nicht = 0 wird, um die 
urspriingliche Voraussetzung zu erfiillen. 


11. Es ist nun zu beweisen, dass die vorstehende Gleichung (1) auch 
noch gilt, wenn sich unter diesen p — 1 Punkten nothwendige befinden, 
also & & +--+ &)—1 ein Punktsystem I. G. bilden. 

Die Wichtigkeit dieses Lehrsatzes wird es rechtfertigen, wenn wir 
zwei Beweise desselben geben. Sind ¢ --- & «+ &p—p—1 &p—*** &p *** Ep—1 
ein Punktsystem I. G. mit den p— 9 — 1 onl Seabee & und 
den g nothwendigen Punkten ¢;, so mége fiir jedes Punktsystem dieser Art 


p~g—1 p—1 
9 (— >) tu(e«) — >) tu(ep) + Ky) als eine Ey 
1 p—e 


bezeichnet werden. 

Es ist also bewiesen, dass jede FE, = 0 ist. Ich werde voraussetzen, 
dass jede E,_, =O ist, was fiir g—=1 richtig ist, und zeigen, dass darum 
auch jede E, 0 folgt: das ist der erste Beweis des Satzes. Zu diesem 
Zweck bilde ich, unter # stets die Primdrreihe verstanden, 


p—e—-l 


& = O(u, 0) — uy (@) a Uy (Ea) -2 Un (3) + Ku), 


wo @ ebenso wie 0 ein variabler Punkt ist, so dass #, wenn 0 mit @ 
zusammenfallt, in die vorgelegte E,, aber wenn 0 mit einem der g Punkte 
é; zusammenfallt, in eine E,_, iibergeht, also nach Voraussetzung = 0 
wird. Dies letztere setzt voraus, dass die p — 9 — 1 Punkte «, auch mit 
@ zusammen ein System wesentlicher Punkte bilden; bei der Wahl von 
@ sind also diejenigen Lagen auszuschliessen, in denen @ selbst ein zu 
den Punkten «, gehériger nothwendiger Punkt sein wiirde. Nun findet 
der Hiilfssatz statt, dass @ als Function von z entweder identisch Null 
ist, oder @ & & +--+ &—9—1&p—g*** &p—1 seine Nullpunkte sind: in beiden 
Fallen folgt die zu beweisende Gleichung E, 0, wenn man 0 mit @ 
zusammenfallen liisst. , 

Ist nimlich # nicht identisch Null, so hat es ausser den bereits nach- 
gewiesenen g Nullpunkten ¢; noch p — @ andere, welche 4, ---%x--- %p—¢ 
heissen mégen, und dann ist der uw” Parameter 


Mu (0)-+ > (éa) +> (&:)—K, => tu (&) + >"u, (4) —Kut(gh)u; 
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also folgt 


Ut, (@) +>’ Un (Ee) -> Un (Hx) + (gh)u, 


fir w= 1,2,---p. Waren », --- 4p—, andere Punkte als @ & ---&p—9—1, 
so waren beide Gruppen Punktsysteme I. G., was bei letzteren aus- 
geschlossen ist. 

Also wird in allen Fallen @ = 0, wenn 0 mit @ zusammenfillt, d. h. 
ist jede E,_, = 0, so ist auch die vorgelegte E,—0. Da aber jede 
E, = 0 ist, so ist es auch jede E,, jede FE, u.s.w. bis zur gréssten An- 
zahl nothwendiger Punkte, die unter » — 1 Punkten vorkommen kénnen; 
die Gleichung (1) gilt also auch, wenn ¢, &---&—1 irgend ein Punkt- 
system I. G. bilden, so haben wir den 


2. Fundamentalsatz. 


VIII. Dass fiir jede Lagerung der p—1 Punkte «, +--+ &—1 
der Ausdruck 


®(— >) me) + Ky) = 0 


ist. 
Dieser Satz hat eine tiefere Bedeutung, die wir im IV. Abschnitte 
nachweisen werden. 


12. Nach dem vorstehenden formalen Beweise halte ich es fiir un- 
erlasslich zu zeigen, dass und wie die Richtigkeit des vervollstindigten 
Satzes aus der Stetigkeit der Reihensumme #@ folgt. 

Um den Werth von E, zu finden, schliesse man jeden nothwendigen 
Punkt ¢; in ein endliches Gebiet (¢;) ein, welches ausser ihm keinen 
zweiten nothwendigen Punkt enthilt, und nehme beim Ausdrucke EZ, den 
entsprechenden Punkt ¢; in diesem Gebiete (es) an. Lisst man nun jeden 
Punkt ¢; in diesem Gebiete (¢3) schwanken, so bleibt HK, = 0, so lange 
kein Punkt ¢; mit dem zugeordneten ¢; zusammenfallt; wire E, nicht 
= 0, so wire EH, unstetig, weil seine Maximalschwankung in diesen Ge- 
bieten nicht —0O wiirde, wenn fiir jeden derselben die grésste Orts- 
finderung von és, d. h. die Maximalschwankung des zugehérigen Werthes 
von zg zum Verschwinden gebracht wird. 


13. Daraus folgt nun, dass ¢,---& unter allen Umstiinden Null- 
punkte des Ausdruckes #(0|¢) sind. Bilden sie aber ein Punktsystem 
I. G., so giebt es auch noch andere Gruppen von p Punkten 4, 0, --- dp, 
so dass fiir w = 1,2,---p 
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su (&) -> Uy (9x) + (gh)u 


wird, und dann ist #(0|) proportional zu #(0|0), also wird #(0|e) 
auch = 0 in 0,0,---0,, und ist demnach identisch Null, da es andern- 
falls nicht mehr als p Nullpunkte besitzt. 
IX. Bilden ¢,¢,---«&, ein Punktsystem I. G., so ist die 
Summe der Primirreihe 


P 
& (a, O) —>' tu (&) + K,) 
x=1 


identisch Null. 


14. Damit ist bewiesen, dass der im I. Abschnitte vorgesehene Fall, 
wo die Summe #(u,—e,)) der Primiirreihe identisch Null ist, wirklich 
vorkommt, und es folgt zugleich, dass die einzigen Fille, wo dies nicht 
eintritt, unter denjenigen zu suchen sind, wo die Parameter sich in die 
Form 


Pp 
Cu => Un (é,) = Ky + (gh). 


k=1 


bringen lassen, ohne dass «, &,---& ein Punktsystem I. G. bilden. 


15. Zum urspriinglichen Satze, dass es (Parameter, also auch) Punkt- 
gruppen («) giebt, fiir welche #(0|¢) nicht identisch Null ist, kommt also 
jetzt der Satz hinzu, dass es auch solche giebt, fiir welche #(0|¢) iden- 
tisch verschwindet. Sei 


Pp 
#(0| 2) = (uO) — > (e) + K,) 
1 
identisch Null, aber 


Pp 
9 (0/0) = O(u, 0) — >" (6,) + K,) 
1 


sei es nicht. 

; Wir sind nach dem Vorangehenden sicher, dass 6,4,---6, kein 

Punktsystem I. G. bilden, sodann kann es sein, dass ¢, & --- €, ein solches 

bilden, wir werden jetzt beweisen, dass letzteres wirklich der Fall ist. 
Mit Benutzung eines Riemann’schen Gedankens*) bilde ich folgende 

Reihe von Ausdriicken: 


*) Ueber das Verschwinden der -Functionen, art. 3. 








aw Ss SS 


<a 





1- 


ie 


D 


Lal 








Theorie der Riemann’schen @-Function. 
P 

Ay = O(u,(0) — > Un (ex) + Ky), 
1 


Pp 
By = (04 (0) + tu (04) — tu B,) — DD! tu (en) + Ky), 
1 


q q P 
4, = (> m (Ox) — > Me (0i,) — > % (ex) + Ku), 
0 1 1 


P Pp Pp 
A, = (> Un (Ox) — > % (O,) — > Mi (&) + K,). 
0 1 1 


Bei der Bildung von A, ist fiir 4;,4;,---0;, irgend eine Gruppe von q 
Punkten aus 0,0,---0, zu nehmen; das ist auf p, Arten méglich, und 
so gross ist die Anzahl verschiedener Ausdriicke, welche unter A, zu 
verstehen sind. Dann ist noch zu bemerken, dass 00, --- 0, unabhingig 
variable Punkte bedeuten. 

Der erste Ausdruck A, ist nach Voraussetzung = 0. Sodann ist 
klar, dass man aus einer Gruppe A, die vorangehende A,_, erhilt, wenn 
man den letzten variablen Punkt 0, in jeder einzelnen A, nacheinander 
mit 0;,---9;, zysammenfallen lisst. Sind also simmtliche A, identisch 
Null, so sind es auch alle vorangehenden Gruppen A,—1, A,—2,---4,, Ao. 

Aber nicht alle folgenden sind es*), denn A, ist nicht identisch Null, 
wie sofort folgt, wenn man 0,0,--- 0, mit & & ---é zusammenfallen 
lisst, wodurch A, ohne Unstetigkeit in den nicht identisch verschwinden- 
den Ausdruck #(0|0) iibergeht. 

Daraus folgt, dass es in der Rethe 1,2,---p eine villig bestimmte 
Zahl @ giebt derart, dass 1) fiir g< alle Ausdriicke A, identisch Null 
sind, aber 2) nicht siimmtliche Functionen der Gruppe A, identisch ver- 
schwinden. Sei insbesondere 


0 Q P 
A, =? (> Un (0x) —> Un (0) —> Un (&) + K,.)) 
0 1 1 


nicht identisch Null. Dann wird es, wenn jetzt o der variable Punkt ist, 
= 0 in 0,0,---09 weil es, wenn o mit einem von diesen Punkten zu- 
sammenfillt, sich auf eine A,—; reducirt. 

Seien 0)41:+-+: 0 die iibrigen Nullpunkte von A,. Sie sind durch 
den Ausdruck von J, villig bestimmt, d. h. soweit dieser unmittelbar zu 





*) Vergleiche den § 2 in der Abhandlung des Herrn C, Neumann. 
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erkennen giebt, bestimmt durch die Lagerung von 0, 0, ---0,, von & & +++ & 
und 0,0,---+0., und diese letatern sind frei wihlbar. 
Fiir die Parameter von A, ergiebt sich 


g 


Q P 
= Dt (0%) +d) tu (81) +S! tu (1) — Ku 


1 1 


¢g P 

= Du (8:) + D)etu (01) — Ku + (9h); 
1 e+1 

zur Bestimmung von 0941--- 0, erhilt man also die Gleichungen des 

Abel’schen Theorems: 


P 


P 
(a) > Mu (6) =>) tu (or) + (gh), = (w= 1,2, +p), 
k=1 k=1 

die gesuchten Punkte 0,41---0, erweisen sich als unabhiingig von der 
Lage der Punkte 0, 0, - - - do. 

Durch diese p Gleichungen sind also, wie wir ausdriicklich wieder- 
holen miissen, die p—g Punkte 0,4,---0, véllig bestimmt, wihrend 
0,0, +++ 0 verfiigbar bleiben. Denn sie geben 


Pp Q Pp 
Ay = #(u,.() +> Uy (Ox) —>' Uy (Ox) —>' Un (ex) + K,)) 
1 1 1 


proportional zu 


Q P 
(uO —> Uy (Ox) —> Uy (ox) + K..)); 
1 e+h 
kénnte man 0,,1---0, auf mehr als eine Art so wihlen, dass den Glei- 
chungen (a) Geniige geschieht, so hiitte A, mehr als p Nullpunkte ohne 
identisch Null zu sein. 

Nun ist die Gruppe 0,0,--- 0, nicht identisch mit der Gruppe 
&, &°-* + &; denn selbst wenn beide Gruppen einzelne Punkte mit einander 
gemein haben, so enthiilt die erstere doch auch solche Punkte, die in der 
andern fehlen, nimlich 0, 0, - - - 0,. 

1) Also sind beide Gruppen Punktsysteme I. G., sie sind corresidual, 
und die eine enthilt demnach ebensoviel nothwendige Punkte wie die 
andere. 

2) Aber von der ersten Gruppe kénnen wir die nothwendigen Punkte 
selber nachweisen, das giebt dann fiir die andere Gruppe die Anzahl ihrer 
nothwendigen Punkte. Da niimlich die p Gleichungen (a) @ Punkte der 
ersten Gruppe (0, 0,--- 0.) unabhiingig variabel lassen, und durch sie die 
p — @. tibrigen (0,41 ---0,) vollig bestimmen, so sind diese letztern 
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& wesentliche Punkte und zu ihnen gehéren jene als nothwendige. D. h. 
unterwirft man den allgemeinen Integranden I. G. w’ der Bedingung, in 
den p—@ Punkten 0,.4,---0, zur ersten Ordnung zu verschwinden, so 
sind diese » — @ Gleichungen von einander unabhingig, aber sie ziehen 
das Verschwinden von w’ in 0,0,---0. als nothwendige Folge nach sich. 

3) Unter den obigen Voraussetzungen iiber die Functionengruppen 
A,—1 und A, bilden also auch ¢, ¢,---¢, ein Punktsystem I. G., welches 
aus p — @ wesentlichen und @ nothwendigen Punkten besteht*). 

Beschriinken wir uns fiir einen Augenblick auf das, was unsern niichsten 


es Zweck betrifft, so haben wir aus 1) den Satz: 
X. Ist der Ausdruck 
P 
), 8 (14u (0) — JS) tu) ++ Ku) 
1 


identisch Null, so bilden ¢, & ---¢ ein Punktsystem I. G. 


er 
16. Aber das ist die Umkehrung des Satzes IX, Nr. 13; beide ver- 
einigt geben den 
. 3. Fundamentalsatz. 
XI. Damit 
P 
8 (14 (0) — >) te 6s) + Ky) 
1 
identisch verschwinde, ist erforderlich und hinreichend, dass 
& & +++ & ein Punktsystem I. G. bilden. 
Oder auch der 
i- 4. Fundamentalsatz. 
e XII. Der Ausdruck 
P 
6 ‘ (un 0) —> Uy (&) + K,.)) 
r 1 
r ist stets und nur dann nicht identisch Null, wenn sich unter 
den p Punkten ¢, ¢, --- & kein nothwendiger befindet, und dann 
I, sind dies die Nullpunkte der #-Function. 
e 
17. Nun lisst sich (Nr. 6) jedes Parametersystem ¢,¢, +--+ in 
e die Form 
a *) Ich muss es einer andern Gelegenheit vorbehalten, auf die hier benutzten 
j und, nachdem ich den wahren Inhalt herausgeste'lt habe, sehr leicht zu beweisenden 
e Siitze tiber Punktsysteme I. G. im Zusammenhange (Abel’sches Theorem, Riemann- 
n Roch’scher Satz) zuriickzukommen. 
Mathematische Annalen. LIV. 25 
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P 
(uD) tu) — Ku + (gh (W=1,2,---2) 


bringen. Bilden ¢,¢ --- & kein Punktsystem I. G., so ist #(u,—e,) 
nach dem Vorstehenden nicht identisch Null, und «¢, ¢&---¢& sind seine 
Nullpunkte. Bilden sie ein solches, to tritt der in den Nummern 3 und 4 
vorgesehene Fall ein, wo #(«,—e,) identisch Null ist, und es Secundir- 
reihen zu einer durch die Parameter véllig bestimmten, an der angefiihrten 
Stelle durch o bezeichneten Ordnung giebt, welche eine #-Function mit 
diesen Parametern darstellen. Die Nullpunkte 0, 6,---0, einer solchen 
bilden dann (Nr. 10) ein mit ¢,¢---¢& corresiduales System. So oft 
also vermége der Wahl der Parameter Secundirreihen statthaben, bilden 
ihre Nullpunkte stets ein Punktsystem I. G. 

Aber es findet auch der umgekehrte Satz statt, dass zu jedem Punkt- 
system I. G. ¢,---é, eine Secundirreihe gehdrt, von welcher jenes die 
Nullpunkte sind, und wir sind jetzt im Stande, diese Reihe wirklich her- 
zustellen. 

Sei 

&4°°*> 
ein gegebenes Punktsystem I. G., und @ die Anzahl seiner nothwendigen 
Punkte, also o> 1. 

An Stelle der Reihe von p+ 1 Functionengruppen A der Nr. 15 

bilde ich folgende p + 1 Primirreihen: 


q q Pp 
F, = #( PA Uy (Ox) — Pi Uy, (Gx) —-> Uy (&) + K,)) 
k=0 k=l k=l 


fiir gq = 0,1,---p. Wie am angegebenen Orte sind 00, - - - 0, unabhingig 
variable Punkte; aber wihrend dort die Punkte 0,0,---6, noch in fester 
Lage vorausgesetzt werden mussten, sind sie hier durch unabhingig 
variable Punkte , @,---@, ersetzt. 

Wiederum ist der erste Ausdruck FF, in der Reihe F, F,---F,, 
identisch Null; ist es auch F’,, so sind es alle vorangehenden, aber nicht 
alle folgenden sind es, denn JF, ist nicht fiir alle Lagen der 2p + 1 


variabeln Punkte 00,---0, @,---@, Null da es, wenn 0,0,---0o, nach 
&, €, ° ++ & riicken, sich in eine Primiirreihe verwandelt, deren Summe nach 


XII. nicht identisch Null ist. Daraus folgt, wie in Nr. 15 der Schluss, 
dass es zwischen o und p eine Zahl 6 giebt, so dass F’, nicht identisch 
Null ist, woh! aber F’,_; und jedes vorangehende F’,. Die Resultate, 
welche dort gefunden wurden, liefern jetzt den Werth von o und damit 
die Umkehrung jener Siitze. 











eu ) 
sine 
d4 
lar- 
‘ten 
mit 
hen 
oft 
den 


ikt- 
die 


zig 
ter 
ig 


Fy 
sht 


ich 
ch 
SS, 
ch 
te, 
nit 








Theorie der Riemann’schen #-Function. 379 


In der That verschwindet F, als Function von z in @, @,---@, und 
nach Nr. 15 in denjenigen véllig bestimmten p — 6 Punkten 0,4; --- 0p, 
welche durch 0,---0, zu einem mit ¢,&---& corresidualen System 
erginzt werden; in diesem sind aber 0, 0,---0, und nur diese willkiirlich 
wihlbar, also sind sie die nothwendigen Punkte dieses Systems. Da aber 
die Anzahl der nothwendigen Punkte fiir beide corresiduale Systeme die 
niimliche ist, folgt 6 =. 

Wir miissen alles, was hiermit bewiesen ist, zusammenstellen. 

Vorausgesetzt ist, dass «, ¢,---¢, ein Punktsystem I. G. mit @ noth- 
wendigen Punkten bilden. Es folgt 

1) dass, unter @ die Primirreihe verstanden, 


Q @ Pp 
F, = ( Za Uy (Ox) — a Uy (x) —>' Uy (&) + K,.)) 


0 1 1 


nicht identisch Null, sondern eine #-Function ist; 

2) dass es als Function von z Null wird in den g unabhingig 
variabeln Punkten o,@,---@, und denjenigen p — @ Punkten 
Oy+1°** Op, welche vermége der Gleichungen 


Pp Pp 
(a) > tu(G) =D) uu(or) + (Gh)u (w= 1,2, ++ p) 
1 1 
durch die g Punkte 0,0,---0, zu einem mit ¢, & --- & corre- 
sidualen System ergiinzt werden; 

3) dass ferner F’, = 0 wird, wenn irgend einer der @ variabeln 
Punkte @,@,---@ mit irgend einem der 9+ 1 Punkte 
00,-++ 0, zusammenfallt und 

4) dass F, in allen diesen Fallen nur zur ersten Ordnung Null 
wird. 

Es. handelt sich um die Folgerungen, welche sich aus diesen vier 
Grundeigenschaften der #-Function F, ergeben. Dabei mége der Werth 
von ¢ fiir den Punkt o durch x, fiir den Punkt w, durch & bezeichnet 
werden. 

Wir entwickeln F, als Function von € nach Potenzen von § — 4p, 
indem wir dabei in der Fliiche 7 den Punkt 0, zum Entwicklungscentrum 
nehmen. Da F, in demselben zur ersten Ordnung verschwindet, so hat 
die Entwicklung die Form 


' 2(@9—&))* a» 
F, = 2 (@—&) Fy-1+ a a Fy. +.+:, 


und es ist F_, als Function der tibrigen Variabeln 22, --+ 2% & +++ &—1 
nicht identisch Null. Schreiben wir zur Abkiirzung 


‘ 


+ 
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e—1 e—1 Pp 
Op = >) thy (04) — >” the (04) — >) teu (ex) + Ky 


F, aa > 1 £P((m) +2 Lim, Pu, er Mu! Mu (%Q) — Mu (e) | : 


FJ= > Y Pm) +2 Zmy fu. > Mu Un (09) ; 


d 
wenn u,,(0) den Werth von =f im Punkte o bedeutet. 


Das ist eine Secundirreihe erster Ordnung mit den Argumenten 
U1 Ug ++ Up: 


e—1 qe-—3 Pp 
Fy-1 — a, (v,) ae a, ( on Un (0x) —»>' Un (@x) —» Un (&%) + K.)) ? 
0 1 1 


und es ist nun zunichst festzustellen, dass dies in Ansehung seiner Argu- 
mente, also vom Punkte 0, abgesehen, eine @-Function ist. In der That 
folgen die hierzu erforderlichen Eigenschaften (A. B. Lehrs. 1, Nr. 3) 
innerhalb der Fliche 7’ aus der Form des Reihenausdrucks und, wie in 
Nr. 3 fiir Ay, die Querschnittseigenschaften aus denen von F,, wenn man 
beachtet dass 


also 


so folgt 


F 
Fy—1 = lim a, —&) 
ist, wenn @, nach 0, riickt. 

Es handelt sich nun um den Nachweis, dass auch diese #-Function 
die oben zusammengestellten vier Grundeigenschaften besitzt, nur dass 
@ — 1 an die Stelle von g tritt. 

Die erste derselben, dass Fj;_,; #-Function und nicht identisch Null 
ist, wurde bereits bewiesen. Sodienh hat F,_1, ebenso wie jeder andere 
Batwichiungsoceliiciont Fy-1,--+ als Function von z mit F, alle die- 
jenigen Nullpunkte gemein, die von € unabhiingig sind, und dareellie gilt 
von F,_, als Function einer der tibrigen Variabeln 2,--- 2,1 +--+ —1- 

In allen diesen Fillen wird die Reihensumme F, nur zur ersten 
Ordnung Null, unter den Entwicklungscoefficienten F, @—1) Fy-1, +++ muss 
es also in jeden einzelnen Falle solche geben, die ebenfalls nur zu dieser 
niedrigsten Ordnung verschwinden. Dass F,_; in jedem Falle zu diesen 
letztern gehért, ist eine der tibrigen Grundeigenschaften und muss be- 
wiesen werden. 

Als Function von z hat die @Function F,_, die Parameter 


e—1 e—1 


a Uy (Ox) “2 Un (a) +> Wu (&) — K,, 
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was mit Benutzung der Gleichungen 


P 


(a) >t (2) =D) tu (01) + (9h 


1 1 
m 
e—1 P 


> M(x) +>} tu (00) + (Gh)n — Ky 


iibergeht. Sodann ist von den p Nullpunkten @, ---@p 0941 ---0, der 
Function F, nur einer von £ abhingig, nimlich der Punkt w,; die p—1 
iibrigen sind also auch Nullpunkte aller Entwicklungscoefficienten, also 
auch von F,_; als Function von z. 

Ist » der noch fehlende, so ist der vorstehende uw Parameter von 


Fy—; auch 
o—1 P 
= > mu (ox) + (0) + IS? teu (02) — Ku + (9D), 
1 a1 
es folgt 


tu () = Un (0) + (g—g' |h—h’w, 
fir w= 1,2,---p. Also ist der gesuchte Punkt 4 kein anderer als der 
Punkt 0, selber, weil es sonst eine wie die Fiche 7’ verzweigte Function 
erster Ordnung von ¢ giibe, die nimlich in y Null, in 0, unendlich zur 
Ordnung 1 wird und sonst stetig bleibt, was nur fiir p= 0 méglich ist, 
und die Existenz von Integralen I. G. ausschliesst. 
Wir finden, dass F,_; als Function von z Null wird in den e — 1 


unabhiingig variabeln Punkten o, @,--- @p—1, dem Punkt @, und den 
p—e Punkten 0.41--- 0, wenn diese so bestimmt werden, dass 
09 041°*+O mit den g—1 Punkten 0,0, --- 0,1 vermége der Glei- 


chungen (a) ein mit ¢&,& +--+, corresiduales System bilden, und es ist 
zu beachten, dass hierbei die Anzahl der nothwendigen Punkte beider 
Systeme nicht in Betracht gekommen ist. Da dies p getrennt liegende 
Nullpunkte sind, so wird F,_, in ihnen nur zur ersten Ordnung Null. 

Jetzt folgt ohne Weiteres, dass F,_, auch verschwindet, wenn um- 
gekehrt einer der 9g — 1 Punkte @,--- @,—; mit einem der g Punkte 
00,+++ 0 .—; zusammenfillt also, wie soeben fiir den Fall, dass einer der 
letztern variabel ist, bewiesen wurde, jedesmal nur zur ersten Ordnung 
verschwindet. 

Bei der #-Function 

e—1 e—1 p 


Fy-1 —_ a, ( z= Wu (Ox) — Zz Un (x) +> Un (8) + K,,)) 
0 1 1 


sind also die gleichen Grundeigenschaften vorhanden, wie bei der urspriing- 
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lichen #-Function F,, nur dass in ihren Argumenten die Anzahl der 
variabeln Punkte 0 von 9 +1 auf ge, der Punkte @ von oe auf g@ —1 
gesunken ist. 

Bei der Uebertragung der Grundeigenschaften von F, auf 


’ ® F, 
Fos in 2(¢,— bo) 
ist beziiglich der Punktsysteme ¢, &---& und 0, 0,---0», nur die, durch 
die Gleichungen (a) ausgedriickte Corresidualitit derselben, nicht die 
Anzahl ihrer nothwendigen Punkte benutzt worden. In Folge dessen 
iibertragen sie sich auch von der #-Function Fo: auf 


- FF, 
Fy—: = lim ot ’ 
. 2 (491 — bo_1) 
wenn @p—; nach 0,_, riickt. Das giebt, wenn jetzt zur Abkiirzung 


e—2 e—2 Pp 
Un => Uy (Ox) — >! (@x) —»' Uy (8) + Ky 
0 1 1 


geschrieben wird, 


” P((m)) +2 m,, v , aa 
Fo: = > e o's > My Uy (Oo) « > My Un (Op—1); 


dies ist also eine Secundirreihe zweiter Ordnung mit den Argumenten 
UV, Vg s+ + Up 

e—3 p—2 P 

FW a= 84%) = 22( DS) tal) — SP elo) — >) tu (6) + Ky); 

0 1 i 
das ist nicht identisch Null, driickt in Ansehung seiner Argumente, also 
abgesehen von den beiden Punkten 0, und 0,_,, eine #-Function aus, als 
Function von z wird Fy:=0 in den g—2 variabeln Punkten @, @,---@._» 
und denjenigen p—o-+ 2 Punkten 0,_10)---0,, welche bei der vor- 
geschriebenen Lage von 0,—; und 0), vermége der Gleichungen 


P P 
(a) Say (se) =D! uu (oe) + (Ghiu (uw = 1,2, ++) 
1 1 

mit 0,0,--+ 0,2 zusammen ein zu &, é --- é, corresiduales System bilden, 
ferner wird diese Function = 0, so oft einer der Punkte @, - - - @_» mit 
einem der Punkte oo, --- 0, 2 zusammenfallt, und in allen diesen Fillen 
wird sie = 0 zur Ordnung Eins. 

Diese Schlussweise setzt sich fort, und fiihrt schliesslich zum Aus- 
drucke 


Fy” = _— +82 tu — My Uy (0) > My Un (0 —1)-- > My Uy (04) 
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Pp 
C4 = thy (0) — 2S! ta (64) + Kus 
1 


das ist eine Secundirreihe o“* Ordnung mit den Argumenten », 1, --- pp: 


Pp 
Fy? = 8¢ (4) = Hele (0) — DS! uae) + Ku) 
1 


und den Parametern 


Pp 
Cu = >) u(t) — Ky (w= 1,2,---p). 
k=1 
Ihre Summe ist Function einer einzigen Variablen z und nicht identisch 
Null. Sie driickt, als Function von z, eine #-Function aus, und 0, 0, --- 0, 
sind ihre Nullpunkte. Diese Punkte repriisentiren jedes zu ¢&, & --- & 
corresiduale System, da die g nothwendigen Punkte 0, 0,--- 0, unabhingig 
variabel sind. 
Nimmt man fiir ¢, & +--+, zunichst diese p Punkte 0, 0,---0, selber, 
so ergiebt sich der Satz 
XIII. Auch wenn die Nullpunkte 0,0, ---0, der #-Func- 
tion ein Punktsystem I. G. bilden, kann man diese Function in 
Reihenform ausdriicken. Ist @ die Anzahl der nothwendigen 
Punkte dieses Systems, und sind das die Punkte 0, 0, --- 0, 
so erhilt man als Ausdruck fiir die verlangte #-Function die 
Secundirreihe 9‘ Ordnung: 


@ ((m)) + 2 am Un (0) -Eey (0x) + X, m | 
= > e > My Uy (0;) 


>) mat (0) D} mut (04) 


wo im algebraischen Factor unter dem Summenzeichen jeder 
Integrand I. G. w, auch durch die Function g, ersetzt werden 
darf, welche seinen Zihler bildet. 


18. Fiihrt man aber im Ausdrucke von F@) an Stelle der Punkte « 
Parameter ein: 


Pp 
en => tty (&%) — Ky + (gh)u (u==1,2,---p), 
1 


und beachtet beziiglich der Simultanperioden (gh), die Formel (a) Nr. 4, 
so ergiebt sich der folgende Satz: 

XIV. Kann man die p Constanten ¢,¢---«, auf irgend 
eine Art in die Form bringen 
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P 
eu = >) Wy (64) — Ke + (Ghe (U=1,2,-D), 
1 


so dass &,&---&, ein Punktsystem I. G. mit @ nothwendigen 
Punkten bilden, so giebt es unendlich viele #-Functionen mit 
den Parametern e, ¢,---¢,. Ihr allgemeiner Ausdruck ist die 
Secundiirreihe o** Ordnung 


F(t —eu) = DA em +8 Zim (un), > My Ui, (04) 


> My Uy (Og) + - >> My, Uy (Op) 5 


welche ausser dem Punkte o noch von @ unabhingig variabeln 
Punkten 0, 0,--+ 0. abhingt. Die Nullpunkte dieser Function 
bilden dasjenige zu ¢, &---&, corresiduale System, dessen @ 
nothwendige Punkte 0, 0, --- 0, sind. 
Es ist nicht ausgeschlossen, dass alle diese corresidualen Systeme von 
p Punkten einzelne Punkte mit eimander gemein haben, dann sind dies 
gemeinsame Nullpunkte aller #-Functionen der Schaar. Dieser Fall tritt 
z. B. ein, wenn es in der Classe gar keine Function von der Ordnung p 
giebt. Benutzt man #-Functionen dieser Art, so stellt der Quotient zweier 
#-Functionen mit den gleichen Parametern eine algebraische Function t 
der Classe dar, was niemals méglich ist, wenn nur primaire Reihen zur 
Verwendung kommen.*) 


19. Setzen wir allgemein 


D> 2 ang , , , 
a, = ye Com +2 Zimu (Hen) ym (04) ity th (09) ** Ym tlie (00) 


WO ¢,¢,---é dieselbe Bedeutung haben wie im vorigen Satze, so liisst 
sich leicht zeigen, dass unter den Voraussetzungen dieses Satzes nicht 
bloss #(u,— ¢,)) = %, sondern auch @,, ,,--- #1 gleich Null sind, 
und zwar fiir alle Lagen der Punkte 00, --- Oo—1, Wahrend @, nicht 
identisch Null ist. In der That geht 


D((m 2 , , , 
FY .= > EP D+3 Limy wy, >", wie (0p) Y my )Og—1)-* Ym te (Op41—a) 


fiir 


p—a ; 
Ou = (0) +>? | tu (On) — thu (@2)| — en 


k=1 


*) Vergl. Riemann, Theorie d. Ab. F. art. 27; der vorstehende Ausdruack @, tritt 
auch schon bei Riemann auf, aber in ganz anderem Zusammenhange und mit andern 
Argumenten t. statt u,, — €,- Ueber d. V. s. dh. 5 Formel 4, 
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in einen Ausdruck von der Form @, iiber, wenn man @, @g « - - @p—¢ nach 
0,03 *** Og—o riicken lisst, nur dass die variabeln Punkte 0,0, -- +0, von 
#, hier durch 09 0,—o+-- 0g41—o ersetat sind. Aber fiir 6—1,2,---9—1 
ist von diesem Ausdrucke ool bewiesen, dass er verschwindet, wenn 


ein Punkt o mit einem Punkte o zusammenfillt, also sind 6) @,---#—1 
alle identisch Null, wihrend @, es nicht ist. 

Der Umstand, dass dies nicht bloss fiir alle Lagen von 0, sondern 
auch VON 0, 0,--~- Op—; gilt, fiihrt nun zum Beweise des Satzes, dass unter 
den obigen Voraussetzungen iiber die Parameter e, ¢ --- ep fiir 


Uy = Uy — Cy, Vy = Uy — Oy Up = Uy — 


ausser der Summe @(v,)) der Primiirreihe auch ihre simmtlichen par- 
tiellen Derivirten von der 1° bis zur (e—1)*** Ordnung, aber nicht alle 
Derivirten 9“ Ordnung verschwinden, was die Umkehrung der Sitze aus 
Nr. 3, 4, und 6 liefert. 

Ist niimlich g>1, so ist #,—0O fiir alle Lagen von o0,. Aber 
u,'(0,), Uy'(,), ++ Up(0,) sind linear unabhiingig*) und #, ist in ihnen 
linear und homogen, also sind ihre Coefficienten = 0, das sind bis auf 
den fehlenden Factor 2 die partiellen Derivirten erster Ordnung von @. 
Ist 1 <6 <e@, so sind im Ausdrucke von #, aus dem nimlichen Grunde 
= 0, 1) die Coefficienten von u,'(0,), u,'(0,),--- Up(o,); 2) in ihnen die 
Coefficienten von w,'(0,), t'(0)), ++ Up(), u. 8% w., d. h. fiir die vor- 
stehenden Werthe von 1, v,---v, verschwinden auch alle partiellen Deri- 
virten o* Ordnung von #(v,}). Dass die Derivirten 9‘ Ordnung nicht 
alle = ( sind, versteht sich von selbst, da sonst #,—= 0 wire. 


20. Dies mit den Sitzen der Nummern 3 und 4 zusammengehalten 
zeigt, dass, wenn #((w,,— é,)) identisch Null ist, die Ordnung g der Secundir- 
reihe, welche dann an die Stelle der Primirreihe tritt, sich auf zwei 
Arten bestimmt, einmal durch das Verhalten der partiellen Derivirten von 
#(v,)) fiir die speciellon Argumente v, =u, — ¢,, andererseits aus der 
Beschaffenheit irgend einer Gruppe von p Punkten ¢, &---&,, fiir welche 


Pp 
C. Cu =>) tu (Eu) — Ku + (gh) (w= 1,2,---p) 
k=1 
ist. 
In Folge dessen sind wir in der Lage, den wichtigen Lehrsatz der 
Nr. 6, dass jedes System von p Zahlen e, e,---¢, sich in die vorstehende 
Form C. bringen liisst, durch folgende Zusiitze zu vervollstiindigen. 


*) Vergl. Riemann, Ueber das Verschwinden der #-Functionen, art. 4. 








E. B. Curistorren. 


386 


1) Befindet sich unter den p Punkten ¢ kein nothwendiger, d. h. 
lassen ¢, ¢, --- ¢, sich nur auf eine Art in die vorstehende Form C. bringen, 
so ist die Summe der Primiirreihe #(u,—e,)) nicht identisch Null, und 
&, &--- & sind ihre Nullpunkte. 

Ist umgekehrt #(u,—e,)) nicht identisch Null, so lassen sich ihre 
Parameter nur auf eine Art in die obige Form bringen, unter den 
Punkten ¢,&--- & befindet sich kein nothwendiger und sie sind die 
Nullpunkte von @. 

2) Bilden die p Punkte « ein Punktsystem I. G. mit @ nothwendigen 
Punkten, so ist die Summe der Primiirreihe #(u,— e,)) nebst ihren ersten 
bis (9 — 1)" partiellen Derivirten identisch Null, die 9’ Derivirten sind 
es nicht alle, und bei diesen Nullpunkten «¢, ¢ --- ¢, tritt an die Stelle 
der Primirreihe eine Secundiirreihe oe“ Ordnung (Lehrs. XIII). 

Ist umgekehrt #(u,—e,)) nebst seinen ersten bis (g—1)*", aber 
nicht allen 9° partiellen Derivirten identisch Null, so lassen sich die 
Parameter ¢, ¢, - - - ¢p auf unendlich viel Arten in die obige Form C. bringen, 
indem man g von den Punkten ¢, ¢ - - - & beliebige Lagen 0, 0, - - - 09 vor- 
schreiben kann, wodurch dann die Lagen 0,41--- 0, der p — @ itibrigen 
bestimmt sind. Solche » Punkte bilden ein Punktsystem I. G. vom Ueber- 
schusse g, und 0, 0,---0, sind die nothwendigen Punkte desselben. Alle 
diese, zu den gleichen Parametern gehérigen Punktsysteme sind corresidual. 
Zu solchen Parametern gehért eine Schaar von @-Functionen, niimlich zu 
jeder Lagerung der nothwendigen Punkte 0,0,---0, eine, von welcher 
diese und die zugehérigen 04; --- 0, die Nullpunkte sind. Ihr Ausdruck 
ist durch die Parameter e, e,---e, und die nothwendigen Punkte 0, 0, -- - 0» 
bestimmt (Lehrs. XIV). 

Wie sich das auf die Constanten 


V7,=¢4+K,, V.=4+ K,,---V=—e+ K, 
des V. Lehrsatzes Nr. 6 iibertriigt, braucht nicht weiter ausgefiihrt zu 
werden. 
IV. 


Analytische Bedingung dafiir, dass 2; 2 --- 2, Simultanwerthe sind. 


21. Dies alles griindet sich auf den 2. Fundamentalsatz (Nr. 11) 
dass, unter @ die Primarreihe verstanden, der Ausdruck 


p—1l1 


E = 0(— S' ued) + Ky) 


k=1 


stets = ist. Aber dieser Satz haftet an folgenden Voraussetzungen: 
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1) dass u,(0), u,(0),--- u,(e) fiir jede Lage des Punktes o Simultan- 
werthe bedeuten, d. h. dass sie mit irgend welchen Anfangswerthen zu- 
nichst der einfach zusammenhangenden Fliche 7” zugeordnet sind, und 
von dieser aus tiber das Querschnittsystem hinweg nur auf demselben 
Integrationswege fortgesetzt werden, wodurch sich fiir denselben Punkt 0 
die urspriinglichen’.Werthe™u, u,--- up, vermehrt um Simultanperioden 


(gh),, (gh), ,--+(gh)p ergeben. 
2) Dass die Riemann’schen Constanten (Nr. 5, Lehrs. IV) 


ey 


Asue 








1 1 “ta 
Ky = 3 [wi + duu) + aa b | uy du 
Y \a 
. . + . 
aus diesen Simultanwerthen u, berechnet sind. 


Als niichste Folgerung hieraus ergiebt sich, dass die Argumente 


Oy = — Up (&,) — Uy (&) ++» — Ue (Ep—1) + Ky 
von EF von den Anfangswerthen der Integrale u, u, --- u, unabhingig sind. 
Vermehrt man namlich u, um eine Constante ¢,, so vermehrt K,, sich um 








a 
1 > 
= J b Cy dug — (p—1) ey ? 
i$u Via 


also wird v, dadurch nicht geindert*). 

Aendert man insbesondere die Normalintegrale um Simultanperioden, 
so hat das auf die Argumente von E gar keinen Einfluss. 

Riemann benutzt dies zu einer endgiiltigen Bestimmung des Integrals 





K 
I. G., indem er an ihrer Stelle die Differenzen u, — a ; einfiihrt so dass, 


wenn man diese durch w, w,--- Wp, bezeichnet, 


E = 8 (— ty (6) — Wy(&) «+» — Wy (&p—2)) 
wird, 

Fiir die folgende Ueberlegung ist eine Aenderung der Voraussetzungen 
néthig, und um diese deutlicher hervortreten zu lassen, ist es besser, die 
Constanten K, K,---K, in Evidenz zu erhalten. 

Ich setze voraus 

a. dass u,%,--- Up, Simultanwerthe und zwar diejenigen sind, aus 
denen K, K,--- K, ein fiir allemal genau oder bis auf Simultanperioden 
berechnet sind, was fiir die Formation der #-Reihe ausreicht. Diese 
Aufgabe, in welcher sich alles concentrirt, was in der Lehre von den 
%-Functionen an Schwierigkeiten noch zu tiberwinden iibrig bleibt, ist 





*) Riemann, Theorie der Ab. F. art. 22. 
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fir die ultraelliptischen Functionen aller Genera p von Herrn Prym*) 
gelést worden. 

b. Dagegen werden wir bei den Werthen der Normalintegrale in den 
Punkten ¢, & --- &—1 die Beschrinkung auf Simultanwerthe aufheben. Zu 
dem Zweck mégen, von Simultanwerthen w, w, --- «, aus, die Integrationen 
bis zu irgend einem Punkte « fortgesetzt werden, der zur Verfiigung 
bleibt. Verlaufen diese p Wege bei allen Normalintegralen in der Fliche 
T’, so liefern sie Simultanwerthe, niimlich w,(e), u,(¢), --+ up(€);_ tiber- 
schreiten sie das Querschnittsystem, so kommen zu diesen Simultanwerthen 
Perioden, und zwar sind das 1) Simultanperioden (gh), , (gh).,---(gh)p, 
wenn die p Integrale auf demselben Wege iiber 7” hinaus fortgesetzt 
werden, sind es dagegen 2) fiir u, uw, ---&, wesentlich verschiedene Wege, 
so liefern diese p Integrationen zwar wieder die Simultanwerthe 1, (¢), 
u,(é),--- up(e), vermehrt um Perioden, aber das sind dann nicht mehr 
nothwendig Simultanperioden. Zur Unterscheidung will ich sie, wem 
diese p Wege aus 7” nach dem Punkte « fiihren, durch P, («), P,(¢),--- P(e) 
bezeichnen. Dann sind die Werthe der Normalintegrale, zu denen man 
durch diese Integrationen gelangt, folgende: 


0, (€) = u, (2) + P(e), r(e) = m(e) + Pe (2), +> Up(e) = up(e) + Pole); 
diese additiven Perioden driicken sich mittelst ganzer Zahlen g,h wie 
folgt aus: 
P(e) = 9,21 + hPa, tha +--+ a, 

wo aber fiir die ganzen Zahlen h alle Beschrinkungen aufgehoben sind, 
naimlich 1) die Beschrinkung, dass h\’ ni yee. ae fiir jedes uw dieselbe 
Zahlenreihe sein soll, und 2) die Beschrinkung, dass diese Zahlen fiir 
&, & * + * &—1 an Stelle von ¢ dieselben sein sollen. Die Werthe g, kommen 
nicht in Betracht, da es Periode zu jedem Argument ist. 

ce. Wird nun in dieser Weise bei den Argumenten von EF die Be- 
schrinkung der Normalintegrale auf Simultanwerthe fiir alle Punkte 
&&°**&p—1 aufgehoben, wihrend die Bedeutung von w,u,.--- up, als 
Simultanwerthe und die Werthe der aus ihnen ein fiir allemal berechneten 
Riemann’schen Constanten K,, K,,---K, beibehalten werden, so tritt 
an die Stelle von E der Ausdruck 

p—1 


E’ = #(— > tule) + K,,) 


k=1 


*) Prym, Zur Theorie der Functionen in einer zweibliattrigen Flaiche, Seite 35 
und 18. Ziirich 1866. 
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p—1 


E’ = 8 (— Diu (ee) + Ky — Pyle) — Pul6y) ++» — Palys), 


1 


und wir untersuchen nun was daraus folgt, wenn dieser Ausdruck fiir alle 
Lagen von é, & --- é)»—; verschwindet. 
Ich nehme noch einen Punkt ¢ hinzu, und bilde 
p-—l1 
= O(u, () — Uy (er) —> Uu(&) + K,) 

d. i. 

P 

t= F(u. —> Uy (x) + Ky — Pu(&) — Pule:) +++ — Pul&p—v). 

1 
Ist das 1) nicht identisch Null, so folgt, dass «, ¢, ---¢, seine Nullpunkte 
sind, mithin seine Parameter 


Pp 


> ty (&) — Ku + Pues) + Pale) +++ + Pu(e—1) = ep 


1 
sich mittelst Simultanperioden (gh), in der Form 


Pp 
Uy (&) — Ky + (gh), 

1 
ausdriicken. Das giebt P,.(&) + Pu(&) +--+ + Pu(e—1) = (gh), fir 
u=1,2,---p. 2) Die Bedingung, dass @ nicht identisch verschwinde, 
kann man aber stets erfiillen, da die » Punkte «¢,---¢, durchaus zur Ver- 
fiigung stehen. In der That kann man nach Lehrsatz V der Nr. 6 durch 
geeignete Wahl dieser Punkte bewirken, dass vorstehende Ausdriicke 
€,€, +--+ beliebig vorgeschriebenen Parametern 1, v, --- v, gleich werden, 
insbesondere also auch so, dass @ nicht identisch Null wird. 

Ist also EH’ =O bei jeder Annahme iiber die Punkte «, ¢, ---&,—1, 

so sind die p Ausdriicke 


Pulé,) + Puls) +--- + Pul@—) (u=1,2,---p) 

stets Simultanperioden (gh),. 
Um auf dem kiirzesten Wege zum Schlusse zu kommen, lassen wir 
& &**+é)—1 in einem Punkte ¢ zusammenfallen, es folgt fiir w—=1,2,---p 

(p—1) Paul) = (gh)u- ; : 

Da aber alle P(e) = 9,21 + ni) a+ nw Gy thie + ne a, ganz- 
zahlige Coefficienten haben, so geht die Division mit p— 1 in jedes 
einzelne g,h auf. Ist 
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Iu = (P—1) Gu, Iu = (9-1) Mh, 


so folgt 
Py(e) = (GH); 

d. h. P,(e) P(e) --- P,(s) sind Simultanperioden, und zwar fiir jede Lage 
des Punktes «, mithin sind v,(¢) v,(e) --- v,(e) fiir jede Lage von « 
Simultanwerthe, wenn auch nicht mehr beschriinkt auf die einfach zu- 
sammenhiingende Fliiche 7”. 

Wir haben demnach den folgenden Satz, welcher eine Ergiinzung des 
2. Fundamentalsatzes bildet: 

XV. Fiir jedes Normalintegral u, werde iiber die in ihm 
enthaltene additive Constante ein fiir allemal verfiigt, und aus 
irgend einem System von Simultanwerthen dieser Integrale 
seien auch die Riemann’schen Constanten K, K, --- KX, ein fiir 
allemal berechnet. Unter diesen Voraussetzungen darf man 
fordern, dass der Ausdruck 


B(— thy (&) — Uy (Ey) — + + + — Up (Ep—1) + Ky) 


fiir alle Lagen der p—1 Punkte ¢, &---&—, verschwinde, 
und hat dann die nothwendige und ausreichende Bedingung 
dafiir, dass u,u,---, stets Simultanwerthe sind. 

Diese Bedingungen sind nothwendig, denn wenn «, u, - - + %, Simultan- 
werthe sind, darf man den Ausdruck nach dem 2. Fundamentalsatze nicht 
von Null verschieden voraussetzen, und nach dem, was soeben bewiesen 
wurde, reicht sie auch aus, damit u,u,---«, Simultanwerthe sind, was 
dann, durch Addition von Simultanperioden, zu Systemen von Simultan- 
werthen fiihrt. 


V. 


Die Riemann’schen Constanten. 


22. Die vollstiindige Herstellung des Ausdruckes einer (primiiren 
oder secundiren) #-Reihe bei vorgeschriebenen Nullpunkten ist nun auf 
die Ermittelung der Riemann’schen Constanten 


K, = 5 (xi +a) +m J 


4Su 


bd (u=1,2,---p) 








zuriickgefiihrt. 

Es ist mir (1889) gelungen, die hier verlangten Integrationen fiir 
die ultraelliptischen Functionen aller Genera p> 1 direct auszufiihren. 
Dadurch wurde es mir méglich, in der bereits oben (Hinleitung, Conver- 
genzbeweis) erwihnten Vorlesung vom Jahre 1890 die Theorie der ultra- 


elliptischen Functionen aller Genera vollstiindig durchzufiihren, ohne dafiir 
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irgend einen Satz aus der allgemeinen Theorie der Abel’schen Functionen 
heranziehen zu miissen. 

Ich beginne mit diesem besondern Falle, und lasse dann erst die 
allgemeinen Hiilfsmittel folgen, welche, an einen Riemann’schen Ge- 
danken*) ankniipfend, es Herrn Prym méglich gemacht haben, schon vor 
35 Jahren die gleiche Aufgabe fiir die ultraelliptischen Functionen p> 1 
zu lésen. Ich kann diese Gelegenheit nicht voriibergehen lassen, ohne die 
unbeschreiblichen Verdienste in Erinnerung zu bringen, welche Herr Prym 
sich durch seine damaligen Publicationen um das Verstiindniss Riemann’s 
erworben hat. 

23. Die Riemann’ schen Constanten fiir die ultraelliptischen Functionen ; 
Querschnitisystem Neumanns.**) Die Irrationalitiit dieser Theorie sei 


S=Vf (2), f(2)=2—a-2—a,-2— ay--++ 2 — tapyi, 


WO, +++ @zp4, Seien die 2p-+ 2 Verzweigungspunkte AA, --- A, die 
Doppellinien der Fliche 7, und zwar reiche A von « bis «,, A, von a, 
bis @,-++ Q, von a, bis @,41,--- Ap von ag, bis w,41. Die Fliche 7 











Fig. 2. 


besteht aus zwei Blittern KF, und F,: sie sind in den Doppellinien iiber 
Kreuz aneinander geheftet. 

Das Neumann’sche Querschnittsystem, an welches sich erhebliche 
Vereinfachungen kniipfen, entsteht wie folgt. Zuerst werden iiber E, 
Ringschnitte b,b,---b, um A, A,---A, gelegt, dann einer nach dem 
andern, zu jedem ein Querschnitt a,a,---a, in der Weise, dass zuniichst 
a,, dann a,,---, dann az,--- und zuletzt a, tiber EF, hinweg von A durch 
bby ---ba--- by nach A, A, --- Q,--- A, fiihrt, und dann auf F, iiber- 
gehend, dort zum ringférmigen Abschluss gebracht wird. 

Um eine einfach zusammenhiingende Fliche zu erhalten, bedarf es 


*) Theorie d. Ab. F. Art. 23. 
“) Carl Neumann: Vorlesungen tiber Riemann’s Theorie der Abel’schen Integrale. 
Leipzig 1865. VIII. Vorlesung, 5. Abschnitt. Die vorstehende Skizze entspricht im 
Wesentlichen dem Schnittsystem Neumann’s. 
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noch eines Schnittsystems c, welches sich aber fiir unsern augenblicklichen 
Zweck als iiberfliissig erweist. 

Bei den Integralen I. G. nehme ich zur untern Grenze den Ver- 
zweigungspunkt «: in der durch das Schnittsystem a, b begrenzten Fliche 
T, ist dann jedes Integral I. G- eindeutig und stetig, und die Summe der 
Werthe, die es auf E, und E, im Unendlichen annimmt, gleich Null. Die 
Normalintegrale I. G. bezeichne ich wie folgt: 


“ (2) dz 
(0) =f HO" (u=1,2,---p), 


o ist der verinderliche Punkt z,s und ,(2) eine ganze Function von z, 
deren Grad <p —1 ist. Was die Periodicititsmoduln betrifft, braucht 
nicht wiederholt zu werden. 

Dazu kommt nun die Function R(o\e), welche ich an Stelle des 
Riemann’schen Integrals IL. G. in die allgemeine Theorie der Abel’- 
schen Functionen eingefiihrt habe. Haben z, s im Punkte « die Werthe 
€, 6, so ist fiir den Fall der ultraelliptischen Functionen 


d 
Role) =f 2+. oe 


und wenn %,(¢), B,(e) seine Periodicitiitsmoduln an a, b, sind, 


\B| 
s+o dz we Zz 
b) oe Be? Od AG pte. 


c. | 
MW, (e) -f 
‘ Via 


mit der Beschriinkung, dass kein Integrationsweg b, a a, durch den Punkt ¢ 
gehen darf. Das giebt, fiir u = 1,2,---p 


B,(é) = 2uy(e) + > > tur G8). 


v=1 


rs 











Dies benutze ich umgekehrt, um einen véllig ausgefiihrten Ausdruck fiir 
die Normalintegrale I. G. zu gewinnen: 
Pp 


Zain (2) = Bu (e) — =, YD aus (6) 


vol 


B 
mafia tee i Sef ile e 


Vie iy | 
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pee (6) de 
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so sieht man, dass die Variable § hier obere Grenze der Integration ist, 
wihrend sie im neuen, vollig ausgefiihrten Ausdrucke, Parameter unter 
dem Integralzeichen ist. 

Der neue Ausdruck fiir «,(¢) setzt aber voraus, dass kein Querschnitt 
a,, 0, durch ¢ geht, oder dass der Punkt « keinem Integrationswege 
a,, b, angehért: der Ausdruck fir K,: 


4- 
2uy, duy 





K. =F (ai + duu) + S. - 


220 








17 |2 
dagegen fordert, dass der variable Punkt dem + Rande von 2, folgt. 
Beiden zugleich geniigen wir, indem wir im Ausdrucke fiir K, jeden 
Integrationsweg b, (a S$ u) zu einem thn einschliessenden b; erweitern, und 
ihn bei der Integration vom Punkte « durchlaufen lassen. 





Das giebt dann 
Pe 1 
K, = 2 (ti + Guu) + Qn: a 





a’ 
b’| 2u,(&) dua(e) 














ASu e ? |a 
d. i 
1 ° b 
= 5 (wit aun) + TR 
le v |a 
B s+o dz 1 - s+o- “| ef 
; 1 > ~~ | s—t a dua(e), 
ru v=1 











wo die Reihenfolge der Integrationen umkehrbar ist, da beim Integranden 
jede Unstetigkeit ausgeschlossen ist. Dabei fillt ins Gewicht, dass bj, als 
Integrationsweg nicht vorkommt. 

Da 


s+o 1 1 1 ' __ 0, (6) ds 
it 6 ene ee und dua(e) = C 








ist, so ist auch 


d lz %,@)as 
et @ du(s) = dui(e)-—" oie SS eee 


8 oS— z 
Mathematische Annalen. LIV, 





26 
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und das giebt 
i dz 
4ni , 
4Su ly |a 
; B | ee” ® © 
1 dz | as 
~sae, fit “SY xr 
4Su ? |e 
1 “|e | dz 
~~ bni-mi Bs fh, b’| dua(e) i-t 
4gu v=1 
4 | pers 
tata at ape ie ry 
4Smu v=nl yk | 





Neben der zweiblittrigen Fliche TT benutze ich noch eine einfache z-Ebene, 
die Hiilfsebene H, in welcher oben der Plan des Querschnittsystems vor- 
gezeichnet ist. 

Dort erweist sich das 


Bi dz , 
a| --=—2ai oder =O, 
* — 


jenachdem € von a, ein- oder ausgeschlossen ist. Es ist aber € Punkt 
von bj, d. h., weil b, fehlt, von 0; --- bu: bu4i1---b,. Von a, ein- 
geschlossen ist €, also « nur fiir 4 = 1,2,---u—1, es ed 


| {6 
nD ft) b an 
Asm >| ue * i 


ut 
——Fe-). 


2. 














In der zweiten Summe ist z Punkt von a,, also, weil 4Su ist, 
niemals von bj eingeschlossen. Die zweite Summe im Ausdrucke K,, ist 
also —Q- Das nimliche folgt fiir die dritte Summe, da € als Punkt 
von b; niemals von b, eingeschlossen sein kann. Es bleibt nur die vierte 
Summe. Dort ist z Punkt von b,, und von bj nur eingeschlossen, wenn 
v =A ist. Die vierte Summe ist also 


ae 1 “ dz 
-aadef 
4Su yh 


+ ©, (2) dz 1 
Ana ae Aur 
4$u 7 , 45m 


(6) dé 
f—z 
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= 2a 
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Alles zusammengenommen haben wir 


Ky = (tit) —F@—-YN +5 Daa 


4Su 
oder endlich 
Pp 
K, = xi — + emi + > dua, 
a=! 
wofiir wir auch schreiben kénnen: 
: ‘ 1 
K, =(1—u)zi+ > (GH),, 
wenn 
G,=ye ud H, =H, =-:-=H=—1 


gesetzt wird. 


24. Allgemeine Theorie der Riemann’schen Constanten. Sei 
8, &y °° Sap—s 

ein vollstiindiges Punktsystem I. G. Dasselbe lisst sich auf mindestens 
eine Art in zwei Gruppen, jede von y—1 Punkten so zerfillen, dass 
jede Gruppe fiir sich allein nur wesentliche Punkte enthilt, und dann 
enthalt jede von beiden Gruppen alle diejenigen Punkte, welche zur andern 
als nothwendige gehéren. Sei ¢ &---&q--+ép—1 die eime, &--+&-+++ &ap—e 
die andere Gruppe und 


8 = (1, (0.) —tu(@) — >) tu (ee) + Ky) 


eine Primirreihe, w ebenso wie o ein variabler Punkt. Dieser Ausdruck 
ist als Function von z nicht identisch Null, er wird es aber, so oft @ 
mit einem Punkte ¢; der andern Gruppe zusammenfillt. Da # ausserdem 
verschwindet, wenn @ und o zusammenfallen, so sind, wenn jetzt @ als 
variabler, o als fester Punkt betrachtet wird, 0 & --- +--+ &p—: die Null- 
punkte von 


& = O(u,(@) — u(0) +> Uu(&a) — Ky), 


und der uw Parameter u,(0) — > Mi (&) + K, driickt sich also aus 


‘ 


a 


= Uy (0) + Zz Uy (&3) — K+ (9'h’),. Das giebt die Riemann’sche Formel*) 
7 


2p—2 


(1) 2K, = >) ue) + (Gh, (w= 1,2, P). 


k=1 


*) Theorie der Abel’schen Functionen art. 23, wo die Formel als Congruenz 
geschrieben ist. 


26* 
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Nun sei w’ derjenige Integrand I. G. dessen Nullpunkte «, «, - - - &)~2 
sind. Ausser diesen Punkten wird w’ wie jeder Integrand 1. G. = 0 nur 
noch in 00, co,---+o,, jedesmal zur Ordnung 2, und es wird w’ = ov, 
und zwar zur ersten Ordnung, in 2p — 2 + 2n (einfachen) Verzweigungs- 
punkten der Fliche 7. Werden diese durch 


GO, Hy *** Agp—2+2n 


bezeichnet, so giebt das Abel’sche Theorem die » Gleichungen 


2p—2 n 2p—2+2n 
> thu (Ge) + 25>? ua(oor) — JS? teu (er) = — (ghu 


und hier sind die ganzen Zahlen g, h durch die Formeln 


y| ; , *| a 
a\dlogw, h=s— |b 
la : ly 
bestimmt: ich nenne sie die zu w’ associirten Zahlen. 
Aber nach unserer definitiven Bestimmung der Normalintegrale 


[(2) Nr. 8] ist 


(2) i= nm 


2Qxt 
e 


d log w’ 








a 


(3) > M(cx) = 0, 


es folgt rs ai 
(4) > M(x) = >) tu (0) — (gh) - 


Dies in (1) eingefiihrt, gebe 
(5) Ku =>) tule) + GH); 


dann mégen die 2p ganzen, und von der Wahl des Integranden w’ villig 
unabhingigen Zahlen G, die Fundamentalzahlen heissen. 
Schafft man hier die Verzweigungspunkte mittels (4) weg, so kommt 
2p—2 


(6) 2K, = >’ m(&) + G+9|H+h)y; 


hier sind also ©, § die Fundamentalzahlen, ¢, & ---&,—» sind die Null- 


punkte eines beliebigen Integranden I. G. w’ und g,h die zu w’ associirten 
Zahlen. 


25. Die weitern Ausfiihrungen setzen die Liésungen der Aufgabe 
voraus, w’ so zu bestimmen, dass seine Nullpunkte «, ¢,--- zu zwei und 
zwei zusammenfallen. 
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A. Seien 6, 0,--- 6,1 die p—1 Punkte, in denen w’ jetzt zur 
zweiten Ordnung Null wird und 

B. wiederum seien g, h die zu w’ associirten Zahlen. 
Aus (6) folgt 


p—1 
c. Ky = > (a) + = G@t9/H+ Mus 


wihrend zugleich 


DK = Sy (s) + GH). 


ist, wo &, H die von w’ ganz unabhingigen Fundamentalzahlen bedeuten. 
Zu o nehme man noch einen zweiten variablen Punkt , und fiihre 
diejenige #-Function ein, deren Nullpunkte w 0, 6,---d,—1 sind. Ist 


E. @S0 die Anzahl der nothwendigen Punkte im System 0, 0, ---d,—1, 


so ist nach Lehrs. XIII, Nr. 17 eine Secundirreihe o** Ordnung oder 
wenn 9 = 0 ist eine Primirreihe 
p-—1 


Bp (u4,.(0) — tty (@) —>' uy (Ox) + Ky) 
1 


zu bilden, und ihre Summe ist demnach 1) nicht identisch Null, aber sie 
wird 2) Null zur Ordnung Eins, wenn o und @ zusammenfallen. Mit 
Hiilfe von C. wird das 


= 9o(u(0) —u (0) +> G+g9/H+hy,)- 


Hier kommen die Formeln (a), (b) am Schlusse der Nr. 4 zur Anwendung. 
Die erste giebt, wenn ¢,---¢, die Parameter einer #, sind, 


Fo (te —Cu— (9 Bu) = Fo (te — Eu) em D(H) +E DM, (tye — ey) _ 
Wir nehmen 
1 
yo & = Uy (0) — U,z(@) + ; (G+g|H+A), 
(Fh w = (G+9|H+h). 
und setzen zur Vereinfachung der Formeln 


Uy (0) — ty (@) = U% (u=1,2,---p); 
eine kleine Reduction giebt dann 


H(t — | Gtg|H+W)= Mel + G+ | H+M,)-(-1"- PS Out hd %u 


fiir 


M =>) Gut I) (Gut hn): 
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Nun ist nach (6) Nr. 4 
Bo(+ wu) = (—1)¢ _(— wy). 


Wenden wir dies auf der linken Seite der vorstehenden Formel an und 
setzen 


eA Outd "90x ++ G+g|H+h,) = F(r,), 
so folgt 
(—1)e F(—t,) = (—1)"F(@,). 

Entwickelt man nun F(v,)) nach ganzen homogenen Functionen 
Vo, V;, Ve, +--+ der Argumente v,v,---v,, so muss das constante Glied 
V, fehlen, da F'(v,)) = F(u,z (0) — u,(@)) verschwindet, wenn o mit @ 
zusammenfallt, aber der lineare Theil V, kann nicht fehlen, weil F’ im 


angegebenen Falle nur zur ersten Ordnung verschwindet. Die Entwicklung 
hat also die Form 


F(%) = Vi +¥2+Vs+--- 
wo V, nicht fehlt, und nun folgt 
(—19e#4|%,—%t%— |= (IM tM 
Das giebt 
(Tf? = (Ip, 
d. h. M ist mit @ + 1 zugleich gerade oder ungerade. 


26. Damit ist das hier in Aussicht genommene Ziel erreicht; wir 
haben den folgenden Satz: 


XVI. Jeder Integrand I. G. w’, dessen 2 — 2 Nullpunkte 
zu zwei und zwei zusammenfallen, liefern zur Bestimmung der 
Fundamentalzahlen @G, oder ihrer Reste modulo 2 eine 


Congruenz 
P 
> Ge + Iu) (Gu + hn) =e +1 (mod. 2), 
w=! 


und hier sind 


1) g, h die zu w’ associirten Zahlen 


7a 
1 ’ 1 re , 
Ja = ae f d log Ww, hy — f b d log Ww. 
. a |Y ja 


2) Sind 0, 0, ---d,—1 die py — 1 Punkte, in denen — ab- 
gesehen von den unendlich fernen Nullpunkten zweiter Ord- 
nung — die Nullpunkte von w’ sich paarweise vereinigen, so 
giebt g an, wie viel nothwendige sich unter jenen befinden. 
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3) Hat man aus einer gentigenden Anzahl solcher Con- 
gruenzen die Reste gefunden, welche die Fundamentalzahlen 
bei der Division durch 2 lassen, so liefert die Formeb 


2K, = >) tu(%») + GH), 


wenn die Summation iiber alle 2p — 2 + 2m einfachen Ver- 
zweigungspunkte «, erstreckt wird, die Riemann’schen Con- 
stanten bis auf Simultanperioden, was fiir die Formation aller 
#-Reihen ausreicht. 











Grundlagen fiir eine Theorie der Systeme totaler 
Differentialgleichungen 2‘* 0. *) 


Von 


Ernst Pascau in Pavia. 


Wie man weiss, besteht ein interessantes Problem in der Theorie 
der Systeme totaler Differentialgleichungen 1‘* Ordnung darin, die Be- 
dingungen aufzusuchen, unter welchen ein solches System vollstiindig 
integrirbar oder, wie A. Mayer sagt, wnbeschriinkt integrabel ist, d. h. unter 
welchen es sich durch so viele Relationen zwischen den Variabelen und 
mit so vielen Constanten integriren lisst, als Gleichungen vorhanden sind. 
Diese Bedingungen und die Methoden zur Integration des Systems unter- 
suchte zuerst Deahna, Crelle, 20, spaiter wurden sie griindlicher von 
vielen anderen Autoren studirt, von Natani, Crelle, 58; Mayer, Math. 
Ann., 5; Frobenius, Crelle, 82, etc. Die Theorie, welche sich auf diese 
Art herausgebildet hat, steht in enger Verbindung mit der Lehre von 
den Systemen linearer partieller Differentialgleichungen 1 Ordnung mit 
derselben unbekannten Function, deren Integration, wie Clebsch, Crelle, 65 
bewies, sich immer auf die eines sogenannten vollstdndigen Systems redu- 
ciren lisst, welchem man -seinerseits stets die Form eines Jacobi’schen 
Systems geben kann; die Integration eines Jacobi’schen Systems aber und 
die eines unbeschrankt integrabelen Systems totaler Differentialgleichungen 
sind immer einander gleichwerthig. 

Der Fall totaler Differentialgleichungen 2‘ Ordnung ist bis jetzt von 
den Analytikern noch nicht untersucht worden, wenn man eine Arbeit 
von Guldberg, Compt. Rend., 1898; Akad. von Christiania, 1898 aus- 
nimmt, welcher den Anfang mit ihrem Studium machte, sich dabei 
jedoch auf den Fall einer einzigen totalen Differentialgleichung 2‘ Ordnung 
mit drei Variabelen beschriinkte. 

Der Verfasser hat nun in Folge von Vorlesungen iiber Analysis, die 


*) Diesen vom Verfasser in italienischer Sprache geschriebenen Aufsatz hat 
Herr Oberl. Adolf Schepp in Wiesbaden in das Deutsche tibersetzt. Der Verfasser 
stattet ihm hiermit Sffentlich seinen besten Dank ab. 
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er in diesem Winter an der Universitit zu Pavia gehalten hat, geglaubt, 
diese Frage von einem allgemeinen Gesichtspunkt aus wieder aufnehmen 
zu sollen, umsomehr, weil, wie ihm scheint, die Resultate, zu denen man 
gelangt, relativ einfach sind und eine bemerkenswerthe Ausdehnung der 
bekannten Resultate der gewéhnlichen Theorie der totalen Systeme 1'* 
Ordnung bilden.*) 


§ 1. 
Einleitendes. 


Es mégen m» Variabele 2,,---, 2, vorliegen, von welchen man m, 
und zwar Zna—m41,°**, £,, als Functionen der iibrigen »—m zu be- 
trachten habe. Wir wollen uns m Gleichungen denken, welche die zweiten 
Differentiale der %,~m41,-°-*-+,%, und die ersten Differentiale aller 
Variabelen enthalten; diese Gleichungen seien auf die folgende normale 


Form reducirt: 
P2—n41— >) > Xai dx, dx, — 0, 


h,k=1 


xy >> Xiim dx, dx, = 0, 


hk=1 


(1) 





worin die X Functionen aller Variabelen sind, und 
Xixi = Xeni 
ist. 

Das Problem, welches wir lésen wollen, besteht darin, das System (1) 
durch m endliche Gleichungen 9, =0,- +--+, m=O zwischen den x zu 
integriren und die Bedingungen aufzufinden, unter welchen dieses moglich ist. 

Dabei zeigen sich nun viele Unterschiede, die in den verschiedenen 
Hypothesen begriindet sind, welche wir iiber die gréssere oder geringere 
Anzahl von willkiirlichen Constanten machen kénnen, die wir uns in den 
g enthalten denken wollen. 

Nehmen wir an, die @ enthalten m lineare Functionen: 


ec = Cy %y + ere fe a + é, 


(m) (m) (m) (m) 
« — C aT + er + Cm Ma—m + ¢ 
der x,,-°*-, Zn—m mit willkiirlichen constanten Coefficienten, deren An- 
zahl also 
m(n — m-- 1) 
*) Eine kurze Uebersicht iiber die in dem vorliegenden Aufsatz enthaltenen Re- 
sultate ist in den Comptes Rendus der Pariser Akademie vom 5. Miirz 1900 erschienen. 
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ist. Wir wollen die ersten und zweiten Differentiale der gp bilden, sie 
gleich Null setzen und aus den 3m Relationen 


| 9, = 9,---, Yn = 0, 
(2) dg, =0,---, don = 9, 
leg, =(,---, do, =0 
die 2m Ausdriicke 
a’, a”, oe a), 
da’, da”,+-+-,da™ 


eliminiren. Wir erhalten auf diese Art m totale Differentialgleichungen 
2" Ordnung, also ein System, welchem man bei geeigneter Auflésung 
die Form (1) geben kann. 

Wenn das System (1) durch m Gleichungen, wie die vorstehenden, 
d. h. durch solche, die m willkiirliche lineare Functionen der unabhingigen 
Variabelen und mithin m(n—m--1) willkiirliche Constanten enthalten, 
integrirbar ist, so sagen wir, es sei ein unbeschrdnkt integrabeles System. 

Wir werden in einem der niichsten Paragraphen die nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen aufsuchen, unter welchen das System (1) 
unbeschriinkt integrabel ist, und werden beweisen; dass sich das System (1) 
alsdann mit der gréssten Anzahl willkiirlicher Constanten integriren lasst, 
und dass in diesem Fall die allgemeinsten Integrale des Systems (1) diese 
Constanten nothwendiger Weise in der Form von Coefficienten von m 
linearen Functionen, wie die «a, enthalten miissen. Die Hypothese, dass 
die Constanten in anderer Form auftreten, ist nicht zulissig. 

Wir wollen noch einen Augenblick bei dem eben angegebenen Fall 
verweilen und uns denken, die Gleichungen mg =O seien nach den a 
aufgelést und man habe ihnen die Gestalt gegeben 

. a = 0, 
(3) yay ae 
Un — &™ = 0. 
Differenzirt man diese Relationen zwei Mal, so verschwinden die «, und 
das System der zweiten Differentiale der Functionen » muss mit dem 
gegebenen System (1) zusammenfallen. Dieses Zusammenfallen muss ohne 
jede Riicksicht sowohl auf die Gleichungen (3) wie auf ihre ersten Dif- 
ferentiale stattfinden, durch deren Verschwinden diese zweiten Differentiale 
sich in keiner Weise andern kénnen, denn sowohl die Gleichungen (3), 
wie ihre ersten Differentiale enthalten noch willkiirliche Constanten. Wir 
betonen diese allgemein bekannten Ueberlegungen, weil es gerade die 
Existenz der mit dieser Eigenschaft ausgestatteten m Functionen w ist, 
welche die unbeschrinkt integrabelen Systeme charakterisirt. 
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Nehmen wir aber an, die  enthalten eine Anzahl M willkiirlicher 
Constanten, die kleiner als m(n—m--1) ist. 

Alsdann lisst sich leicht zeigen, dass, wenn diese M Constanten nur 
in m Functionen /,, /,,---, fm auftreten, die ihrerseits in den g enthalten 
sind, und nach welchen sich die Gleichungen g = 0 auflésen lassen, es 
nicht méglich ist, dass die f,, f,,---, fm sdimmtlich lineare Functionen der 
unabhiingigen Variabelen sind — vorausgesetzt, dass keine der Functionen f 
constant und MS 2m ist. Denn, list man die Gleichungen gm = 0 nach 
den f auf, so erhilt man ein System wie (3), es wiirde sich mithin die 
Existenz der Functionen y ergeben, das System (1) wiire also unbeschriinkt 
integrabel und es miisste gegen die Voraussetzung M=m(n—m - 1) sein. 
Zu diesem Schluss kommt man jedoch nicht, wenn eine der Functionen f 
constant ist, weil sich alsdann eine totale Differentialgleichung 1 Ord- 
nung ohne Constanten ergeben wiirde und durch sie das System von 
Differentialgleichungen 2‘ Ordnung derart geiindert werden kénnte, dass 
es die Eigenschaft verliert, unbeschrinkt integrabel zu sein. Da auf der 
anderen Seite M > 2m vorausgesetzt wurde, so ist es nicht méglich, aus 
den m Integralgleichungen und ihren m ersten Differentialen die M Con- 
stanten zu eliminiren, und auf diese Art eine Relation zu erhalten, durch 
welche sich die zweiten Differentiale andern kénnen. 

In dem obigen Fall diirfen daher die Functionen f,, f,,---, fn, wenn 
sie existiren, mit Ausnahme einer einzigen keinesfalls linear sein, und es 
miissen zwischen ihnen, ihren ersten und ihren zweiten Differentialen Rela- 
tionen derart bestehen, dass sie sich gleichzeitig aus den 3m Gleichungen 
(2) eliminiren lassen. Insbesondere, wenn m = 1 und 1 <M<™ ist, und die 
Existenz einer Function f festgestellt ist, so kann diese nicht linear sein. 

Unter allen Fallen, welche den verschiedenen Werthen von M ent- 
sprechen, und in welchen M den gréssten oben angegebenen Werth nicht 
annimmt, wollen wir den beiden Fallen einen besonderen Namen geben, 
in welchem M =m ist und die Gleichungen » =0 sich nach den m Con- 
stanten, die daher als in ihnen enthalten angenommen werden, auflosen 
lassen, und in welchem M= 0 ist. Der erste dieser beiden Fille mége 
der Fall des partiell integrabelen Systems und der zweite der des singuldr 
integrabelen Systems heissen. 

In dem Fall des partiell integrabelen Systems denken wir uns die Glei- 
chungen g =0 nach den m Constanten aufgelést und daher in die Form 


Mm —% =9, 
In — On = 0 
gebracht. Wenn wir von den yx die ersten und zweiten Differentiale 
bilden, so ist es unméglich, dass das System dieser zweiten Differentiale, 
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ohne irgend eine Aenderung mit ihm vorzunehmen, mit dem gegebenen 
System zusammenfalle; sonst wiirde dieses ein unbeschriinkt integrabeles 
System sein; das Zusammenfallen kann nur dann stattfinden, wenn wir 
diese zweiten Differentiale abiindern mit Hiilfe der ersten Differentiale 
aller gleich Null gesetzten xy und keiner anderen, als dieser, weil wir 
sonst wieder die ¢ einfiihren wiirden. Es ist auch offenbar nicht méglich, 
die ersten Differentiale nur einiger der y und nicht aller, zu _beriick- 
sichtigen; denn, nimmt man z. B. an, das erste Differential von y,, sei 
nicht néthig, so liesse sich an Stelle des Integrals z,, — c, 0 immer 
das allgemeinere Integral y,, — «) = 0 substituiren, worin «” eine will- 
kiirliche lineare Function der unabhingigen Variabelen ist, und mithin 
wire die Zahl M nicht gleich m, sondern gegen die Voraussetzung grdésser 
als m. 

Die Existenz der m Functionen 7, welche mit dieser Eigenschaft 
ausgestattet, d. h. derart sind, dass sich aus dem System der 2m Glei- 
chungen 

dy, =0,---, dyn = 0, 
Py, = 0,-- +, Pym = 0 


unter Beriicksichtigung aller Gleichungen der ersten Zeile das gegebene 
System (1) ableiten lisst, charakterisirt das partiell integrabele System. 

Es leuchtet ein, dass man die Eigenschaft der Functionen x priiciser 
auch so aussprechen kann: jede Gleichung des Systems (1) lisst sich als 
eine lineare Combination vom Typus 


>i dy; +> LD; dy; 

i=1 i=1 
zusammensetzen, worin die 4 Functionen der x und die ZL lineare Dif- 
ferentialformen 1°" Ordnung in dz,,---, dz, sind und kein L gleich 
Null ist. 

Als letzter Fall schliesslich kann es vorkommen, dass die Gleichungen 

(1) sich nur durch ein System von m Gleichungen 

9, = 9,-- +, On = 9 
befriedigen lassen, welche keine willkiirliche Constante enthalten. Die Be- 
dingungen, unter welchen dies vorkommen kann, werden wir spiter auf- 
suchen. Dieser Fall soll, wie schon gesagt wurde, ‘der Fall der singular 
integrabelen Systeme genannt werden, und ist durch die Existenz von m 
Functionen g charakterisirt, deren System der zweiten Differentiale mit 
dem System (1) zusammenfallt, nachdem man das Verschwinden aller 
Functionen g, ohne eine einzige auszunehmen und eventuell auch noch das 
Verschwinden ihrer ersten Differentiale in Rechnung gezogen hat. 
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Wir wollen jedoch bemerken, dass der so eingefiihrte Begriff von 
singuliiren Integralen nicht mit jenem anderen zu verwechseln ist, dem 
man denselben Namen beizulegen pflegt. Denn, wihrend man sonst unter 
singuliiren Integralen diejenigen versteht, die man aus den allgemeinen 
Integralen nicht dadurch ableiten kann, dass man den Constanten specielle 
Werthe giebt, so nehmen wir hier dagegen an, dass es sich um ein System 
handelt, das weder unbeschriinkt noch partiell noch auch mit einer be- 
liebigen Anzahl von Constanten integrirt werden kann; es ist mithin 
selbstverstiindlich undenkbar, den singuliren Integralen eine der gewdhn- 
lichen analoge Bedeutung beizulegen, da nach unserer Voraussetzung all- 
gemeinere Integrale, aus welchen man sich die singuliren abgeleitet denken 
kénnte, nicht existiren. 

In dem Fall von unbeschriinkt oder partiell integrabelen Systemen, 
wire zwar die Existenz singuliirer Integrale in dem gewdéhnlichen Sinn 
méglich, doch wollen wir in diesem Aufsatz uns nicht mit ihnen be- 
schiiftigen. Fiir Systeme 1" Ordnung hat einige Betrachtungen dieser 
Art auch Guldberg in einer anderen Arbeit, Akad. von Christiania, 1899 
angestellt. 

§ 2. 
Unbeschriinkt integrabele Systeme. 


Wir wollen (n—m)m neue Variabele 
Pu ’ hues oe Pn—m1) 


Pim) Pam) . oe Pa—mm 


einfiihren und 
dLn—m+1 a PridZp, 
A=1 
(4) 
dx, = Pham dx, 
= 





setzen. Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen (1) so werden 


die letzteren 
Pty—m+1 “22 Kini dx, day, 
(5) d. 


ax, 3d Xiim Ax, xy, 


hk 





worin allgemein 
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Xavi = Xani +> [Xi,n—m+r,i Per + Xi,n—m+r,i Par |+ 
r=1 


+> Xa—m-+-r,n—m-+2,i Dar Pho 
r,s=1 






















und 
Xvi = Xeni 
ist. 
Aus (4), (5) ergiebt sich unmittelbar 
es -> Xiu dx, 
h=1 
(6) 





n—m 
@Dn—m,m = > Kan—an OX. 


A4=1 


Die beiden Probleme: das System (1) durch m Gleichungen und mit 
der gréssten Anzahl von Constanten zu integriren, und das System (4), (6) 
durch eine ebenso grosse Anzahl von Gleichungen, als die Anzahl der 
Gleichungen dieses Systems betriigt, also durch 


m + m(n—m) = m(n—m- 1) 

Gleichungen und mit der gréssten Anzahl von Constanten zu integriren, 
sind gleichwerthig. Das aus (4), (6) gebildete System lisst sich, weil es 
ein System von m(n—m--1) totalen Differentialgleichungen 1‘* Ordnung 
ist, wenn gewisse Bedingungen erfiillt sind, mit der gréssten Anzahl von 
Constanten integriren, die der Anzahl m(n—m- 1) der Gleichungen selbst 
gleich kommt; wenn sich dies ausfiihren lisst, so ist das System (4), (6) 
ein sogenanntes unbeschriinkt integrabeles System. 

Wir werden im nichsten Paragraphen zeigen und hier fiir den Augen- 
blick als bewiesen annehmen, dass, wenn das System (4), (6) unbeschréinkt 
integrabel ist, auch nach der Definition in § 1 das System (1) wnbeschrankt 
integrabel ist und wmgekehrt. 

Um daher die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen auf- 
zufinden, unter welchen (1) unbeschrinkt integrabel ist, muss man die- 
jenigen suchen, unter welchen das System (4), (6) es ist. 

Es sei F, das Symbol fiir die Operation 


un n—-m 


ie t+ Dm 2— +> D Xin Ze, 


r=1 r=l1 s=1 
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worin h nur die Werthe 1, 2,---,—m hat. Die Bedingungen, unter 
welchen das System (4), (6) unbeschriinkt integrabel ist, sind dann 
Ff, Y¥;— FN, =09, 

wenn man allgemein mit Y;, Y, die Coefficienten an der Stelle j oder h 
auf einer der rechten Seiten der Gleichungen (4) oder (6) bezeichnet. 
Einige dieser Relationen sind identisch erfiillt und zwar alle diejenigen, 
in welchen die Y Coefficienten einer Gleichung (4) sind. Denn es ist 

Fy pji = Xanjiy Fy ni = Xp 
Es bleiben daher nur die Relationen vom Typus 
(7) Fy, Xjxi — Fi Xixi = 9, ‘te = " “i " 
iibrig und diese sind in abgekiirzter Form die nothwendigen und aus- 
reichenden Bedingungen, unter welchen das System (1) unbeschrinkt 
integrabel ist. Diese Bedingungen miissen jedoch transformirt und in eine 
passendere Form gebracht werden. 

Wir beginnen mit der Bemerkung, dass die Gleichungen (7) identisch 
gelten miissen, d. h. unabhingig von den Werthen aller Variabelen, die 
in ihnen auftreten und mithin auch unabhiingig von den p. Nun sind 
die linken Seiten der Gleichungen (7) ganze Functionen 3" Grades in 
Bezug auf die p, mithin miissen die Coefficienten der verschiedenen 
Potenzen der p Null sein. Auf diese Art ergeben sich die gesuchten 
Bedingungen in ihrer definitiven Form. 

Ferner ist das folgende einfache Resultat zu beachten: 

Setzt man symbolisch 


an (OX Xai = ‘ 
8) Lihki= ag — a2") +S" (Kisn—mtyeXars— Xynemtyi Xpue); 
s=1 


so sind die Coefficienten der verschiedenen Potenzen der p in (7) séimmtlich 
Ausdriicke von diesem Typus und es variiren nur die Werthe, welche die 
Indices erhalten kinnen, je nachdem es sich wm den einen oder den anderen 
Coefficienten handelt. 

Und zwar sieht man leicht: 

1. Die Gesammtheit der von den p unabhiingigen Terme in (7) ist 


‘ genau [j, h, k, ‘], worin diese Indices dieselben Werthe wie in (7) haben. 


2. Untersucht man ferner die Terme, welche die p in der ersten 
Potenz enthalten, so ergiebt sich vor allen Dingen, dass die Gleichung (7), 
wenn sie entwickelt wird, nur die p von hdéchstens drei Reihen, niémlich 

Dkiy Peo, *** Demy 
Phiy Prey ***> Pam; 
Pity Pity '''y Pim 
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enthalten kann; berechnet man 
F, Xjxi, 
so folgt, dass die Coefficienten von 


Prr> Pir» Par 
beziiglich gleich 


o 4 
Ox, Xj,n—m+r,i + Ky a—m+-0,1 Xa,n—m+r,i + 
8 


+> Xo—n+-qn—n+r,¢ Xijs> 
8 


7] a a 
On, Xin—n-+r,é + 7 Ke n—m+o8 Baa—m-r, + 
h 
s 


+ > o~abae~-ades Xnks; 
s 


7] 


0x, Xjri + > Xja—m+0t Ad, n—m-+r,2 + 
8 
+ > Xa n—m-+-s,i Xy,n—m+r, 
s 


sind; vertauscht man in dem ersten dieser Ausdriicke h mit j und subtrahirt, 
so verschwindet der letzte Term und es bleibt genau 

[j,h, ret m+ r,t); 
vertauscht man ferner in dem dritten der vorstehenden Ausdriicke h mit j 
und subtrahirt dann von dem zweiten und nimmt dieselbe Vertauschung 


bei dem zweiten vor und subtrahirt von dem dritten, so sind die beziig- 
lichen Resultate 


[n—m-+r, h, k, @], 
[j, n—m-+r, k, @]. 
3. Auf thnliche Art kénnen wir die Terme untersuchen, welche die 


Producte 
PisPkry PrsPkry Prs Pir 


enthalten und finden, dass die Coefficienten dieser Terme beziiglich 
[n—m-+s, h, n—m-+r, ¢, 
[3; n—™m™ +- 5, u—™m +s, i}, 


[n—m-+r, n—m-+s, k, @| 
sind. 


4. Schliesslich ergiebt sich der Coefficient von 
. PisPrr Pre 


[n—m-+-s, n—m+r, n—m-+t, i]. 
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Die Entwickelung der Gleichung (7) liefert daher, wenn wir der Kiirze 


wegen 2—m-+r=—7, n—m+s=—S85 und n—m-+t=—t setzen: 


(9) [ikki] +S) (LikF iver + LiF ki par + [FALE] pyr} + 
+>) S FSA Daa vie + [ENF Djs Per + [537i] per Pas} + 


+> D> Dd [57 tpi par rns = (). 


Daraus folgt: 

Die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen, damit das gegebene 
System unbeschrinkt integrabel sei, werden durch alle Gleichungen 
(10) [jhki] =O 
gegeben, worin jedoch die Indices jhk nicht nur die Werthe 1, 2,---,-n—m, 
wie in (7), sondern auch alle Werthe (bis zu dem Werth n) annehmen 
kinnen, die grisser als n — m sind. 

Zwischen den Symbolen (8) bestehen die folgenden linearen Relationen 

[jhki|] + [jkhi] = [khjil, 

wie man leicht nachweisen kann. 

Daraus folgt weiter, dass die Gleichungen (10) nicht siimmtlich linear 
unabhingig sind; es bleiben als unabhingig nur 





2 2-3 3 





_— n(n—1) a n(n — 1) (n— 2) ‘an m(n — 1) n(n + 1) 
Gleichungen iibrig. 

Die Anzahl der linear unabhiingigen nithigen und ausreichenden Be- 
dingungen, unter welchen das System (1) unbeschrainkt integrabel ist, betriigt 
demnach 

- on~ eet 

Fir m=1 und »=3 erhilt man acht Bedingungen, wie Herr 
Guldberg in der That in seiner am Anfang citirten Arbeit direct ge- 
funden hat. 


§ 3. 
Multiplicatorentheorie fiir die Systeme totaler Differentialgleichungen 
2ter Ordnung. 


Fiir die Systeme 2‘ Ordnung lisst sich eine aihnliche Multiplicatoren- 
theorie aufstellen, wie fiir die 1** Ordnung. 
In § 2 sind wir von einer Definition des wnbeschrdnkt integrabelen 


Mathematische Annalen, LIV, 27 
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Systems ausgegangen, die scheinbar von der in § 1 gegebenen verschieden 
ist; es wird jedoch bewiesen werden, dass die beiden Definitionen iden- 
tisch sind. 

Jetzt aber wollen wir die Definition von § 1 zu Grunde legen, nach 
welcher es erforderlich ist, dass die zweiten Differentiale der Functionen » 
der Formeln (3) mit einer linearen Combination der linken Seiten der 
Gleichungen (1) zusammenfallen. Bezeichnet man nun mit 


Uri, Uri, ***, Umi 
ein System von Functionen, mit welchen die linken Seiten der Gleichungen 
(1) in dieser linearen Combination multiplicirt werden, so muss 





Ow; 
Li >= ox, imal 
(11) 
x. Oa ae, (h, k = 1,2, --+,n) 
p=sl 
sein, woraus 
9 -. 
(12) 3a,0m, +> Xaxr Ox, _ re. = °, 
e ; 
(13) <n _f5 Uy; == Q, (h =1, 2,---,m) 


r=1 


folgt. Die Gleichungen (12) bilden ein System von set) partiellen 


Differentialgleichungen 2** Ordnung, denen siimmtliche m Functionen o 
geniigen miissen: sie leisten bei dem Problem, das wir hier behandeln, 
ihnliche Dienste wie das Jacobi’sche System partieller Differentialglei- 
chungen 1** Ordnung in der gewéhnlichen Theorie der totalen Differential- 
gleichungen 1‘* Ordnung. 

Es lasst sich zeigen, dass die Gleichwngen (12) erfiillbar sind, wenn 
die Coefficienten X den Relationen (10) geniigen. 

Bezeichnet man mit F,,(w;) die linke Seite von (12), bildet die 
Gleichungen: 


é se 
Oa, Fix (vi) — ba, Fix (yi) = 0 


und benutzt die namlichen er (12), so erhalt man die Relationen 


2 thikrlag— L__ as 0, 


a me 


welche identisch bestehen, so oft dasselbe von den Gleichungen (10) gilt. 
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Uebrigens kann man zu dem nimlichen Resultat auch auf anderem 
Wege indirect kommen; es liisst sich niimlich zeigen, dass die nothwendigen 
und ausreichenden Bedingungen, damit die m® mit den angegebenen Eigen- 
schafter ausgestatteten Functionen u existiren, eben gerade die Relationen 
(10) sind. 

In der That erhilt man aus (13) durch Multiplication mit dz, und 
Summirung nach h: 


(14) ditty: ool (Ss. a ) dx,, (s=1,2,---,m). 


h=1 


Fiir jeden bestimmten Index 7 bilden diese Gleichungen ein System 
von m totalen Differentialgleichungen zwischen den Variabelen 


Uris ss *y>Umis U1, Vay + *y Xn 

Damit m unabhiingige Systeme der uw existiren, welche den Glei- 
chungen (14) geniigen, die gleichwerthig mit den Gleichungen (13)*) 
sind, ist es nothwendig und hinreichend, dass das System (14) sich 
fiir ein festes ¢ durch m Gleichungen mit m willkiirlichen Constanten 
integriren lasse, d. h., dass es ein unbeschriinkt integrabeles System 1‘ 
Ordnung sei. 

Setzt man symbolisch 


\—i— (> > Uy Xp, sentir) u,? 
s=1 r=1 


so sind diese Bedingungen bekanntlich 


F, (> te Xian) —_— F; (> u, Zse-ntsr] => 0, 
r=1 


r=1 





und sie nehmen, entwickelt, die einfache Gestalt an: 


>) wl, h,n—m+t,r| =0. 


r=1 
Diese Bedingungen miissen identisch erfiillt sein, d. h. auch unab- 
hangig von den mu; daher miissen alle Symbole 


Ly, h, m—m + t, r], 
in denen j, h die Werthe 1,2,---, und r,¢ die Werthe 1,2,---, m 
haben kénnen, Null sein. 


*) Man beachte jedoch, dass die (13) nicht mit allen (11) gleichwerthig sind, 
sondern nur mit denen unter den (11), in welchen k > n — m ist. 


27* 











Ernst Pascat. 


412 





Fiir die Existenz der uw, die den Gleichungen (13) geniigen, reichen 
mithin schon einige der Bedingungen (10) hin; sollen aber die so ge- 
fundenen wu, mit den linken Seiten der (1) multiplicirt, eine lineare 
Combination, welche ein genaues zweites Differential ist, liefern kénnen, 
so ist dazu nothwendig und hinreichend, dass auch die iibrigen Glei- 
chungen (11) erfiillt werden, d. h. diejenigen, in welchen k < » — m ist. 
Zu diesem Ende miissen die weiteren Relationen bestehen: 


Bo oy te Xa = Fa oD Or Xn 


Entwickelt man und nimmt Riicksicht auf die Gleichungen (13), welche 
schon erfillt sind, so erhilt man 


> tr lhikr] =0, 
r=1 


woraus sich alle Gleichungen (10) ergeben. 

Werden aus den Gleichungen (14) die u mit m willkiirlichen Con- 
stanten entnommen und diese Constanten auf m verschiedene Arten 
specialisirt, so erhilt man m unabhiingige Systeme der w und mithin m 
Functionen w. 

Damit ist denn auch der Satz bewiesen, welcher fiir unsere Theorie 
von grundlegender Bedeutung ist, dass die beiden Definitionen der un- 
beschrankt integrabelen Systeme (1) 2**' Ordnung, die in den §§ 1 und 2 
gegeben wurden, gleichwerthig sind, weil beide zu den Bedingungen (10) 
fiihren; d. h. also, dass, wenn das aus (4), (6) gebildete System 1” Ord- 
nung unbeschrinkt integrabel ist, dann auch in dem Sinn des § 1 das System 
2" Ordnung (1) unbeschriinkt integrabel ist und wmgekehrt. 

Offenbar erhilt man die Integration des unbeschrinkt integrabelen 
Systems (1) aus der Integration des Systems (4), (6). 

Wir wollen Multiplicator des Systems (1) die Determinante der m’ 
Functionen mw nennen. 

Man findet leicht eine Formel, welche alle logarithmischen partiellen 
Derivirten des Multiplicators liefert. 

Wir setzen 
/ 
eee 44 ? 
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und schreiben an Stelle der Elemente der x" Columne die Elemente 
O*y, Ov, 
0%, _ m4 OX, dal 02, mar Ox, P 


welche nach den Gleichungen (11) beziiglich gleich 


> Ow > 
bee Xn —mtrhs Fe we’ er Xn mtane Fe =~ 


| sind, so dass also die so umgeiinderte Determinante dem Ausdruck 
<7 Xa an+-r,h9 


gleichkommt. Wenn wir nun r von 1 bis m variiren lassen, und dann 
die Summe der m so modificirten Determinanten bilden, so erhalten wir 
offenbar die Derivirte von u nach x, und mithin die Formel 





. a . 
(15) ia, + “D> Xn—m-+r,Ar = 0, (h= 4, 2,° ++) 0) 


welche die logarithmischen Derivirten von w liefert. 
Aus (15) ergeben sich die Beziehungen 


a 7 7 
Ox, > Xa—n+-r,ir —_ ox, Xr—m+r,iry 
r r 


welche, wie man leicht findet, eine Folge der Gleichungen (10) sind, weil 
sie sich auf 


> Li; hy n—m +1, 1] =0 
reduciren. ‘ 


g 4. 
Nicht unbeschrinkt integrabele Systeme. 


Wenn die Gleichungen (9) nicht simmtlich identisch erfiillt sind, 
d. h. also die Relationen (10) nicht bestehen, so ist das System nicht 
unbeschrankt integrabel. 

Wir wollen einen speciellen Fall herausgreifen und annehmen, es 
seien einige der Gleichungen (9) identisch erfiillt und die iibrigen stellen 
zwischen den p und den x sich nicht widersprechende v Relationen her, aus 
denen man v der Variabelen p und 2 als Functionen der iibrigen be- 
stimmen kénne. 

Man bilde dann die Differentiale dieser Variabelen und setze sie ebenso, 
wie die endlichen Werthe der Variabelen in die Gleichungen (4), (6) ein, 
deren Anzahl m(n—m--1) betrigt. 
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Nun kann es vorkommen, dass die Gleichungen (4), (6) sich hier- 
durch auf 


m(n—m-+1)—y 


reduciren, wiihrend die iibrigen identisch erfiillt werden. 

Alsdann bilden auf Grund eines leicht beweisbaren allgemeinen Princips 
die m(n—m-+ 1)—v iibrig bleibenden Gleichungen ein unbeschriinkt 
integrabeles System 1°” Ordnung. Dieses Princip lautet: Wenn man in 
einem totalen System 1" Ordnung fiir eine der Variabelen eine Function 
aller iibrigen setzt, und wenn hierdurch eine der gegebenen Gleichungen 
in Folge der iibrigen identisch erfiillt, und zugleich auch den Integrabili- 
taitsbedingungen durch diese Substitution oder auch unabhiingig von ihr 
geniigt wird, so erfiillt das reducirte System (d. h. das gegebene System, 
nachdem die bereits befriedigte Gleichung aus ihm ausgeschieden und 
die Variabele, die als Function der iibrigen aufgestellt wurde, aus ihm 
eliminirt ist) identisch die Integrabilitaétsbedingungen. Dieser Satz lisst 
sich leicht beweisen, indem man zeigt, dass die neuen Integrabilitiits- 
bedingungen mit den friiheren identisch sind, wenn man sich in den 
letzteren auf geeignete Art jene Variabele eliminirt denkt, welche als 
Function der anderen angenommen wurde. Dasselbe gilt auch dann, 
wenn man statt eimer Relation zwischen den Variabelen mehr als eine 
voraussetzt. 

Macht man nun die Anwendung auf den uns vorliegenden Fall, so 
ergiebt sich: Wenn die Gleichungen (9) sich auf » Relationen zwischen 
den p und den « zuriickfiihren lassen und diese die Anzahl der Glei- 
chungen des Systems (4), (6) um v reduciren und dabei die iibrigen 
identisch befriedigen, alsdann kann das gegebene System 2"° Ordnung (1) 
durch m Gleichungen und mit 


m(n—m+1)—yv 


Constanten integrirt werden. 

Wenn ferner auch die v Relationen nur dadurch erfiillt werden 
kénnen, dass man zwischen den iibrig gebliebenen x und p neue Relationen 
einfiihrt, so kann man auf ahnliche Art weiterschliessen und findet, dass 
diese neuen Relationen mit den iibrigen Differentialbezichungen (4), (6) 


entweder vereinbar sind — und alsdann lisst sich die Integration von 
(1) ausfiihren, jedoch mit eimer geringeren Anzahl von Constanten, — 
oder dass sie mit diesen Beziehungen unvereinbar sind — und in diesem 


Falle lassen sich die Gleichungen (1) nicht durch m Gleichungen integriren. 

Von allen Fallen, welche sich auf diese Art darbieten, ist besonders 
derjenige von Interesse, den wir in § 1 den Fall eines partiell integrabelen 
Systems genannt haben, und in welchem das System sich mit m und nicht 
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mehr als m Constanten integriren liisst und die Integrale nach den m 
Constanten aufgelist werden kinnen. 

In diesem Falle muss, da nothwendiger Weise die Functionen x, 
von denen in § 1 gesprochen wurde, existiren, in Folge der Gleichungen 
(9) das System (4) mit dem System dy =O zusammenfallen und dem- 
nach selbst schon unbeschriinkt integrabel werden. Es miissen daher die 
Gleichungen (9) die sémmtlichen Variabeln p bestimmen und zwar ein 
solehes System Auflésungen zulassen, fiir welches die Gleichungen (6) 
blosse Folgen der Gleichungen (4) werden. Umgekehrt, wenn ein solches 
System Auflésungen der Gleichungen (9) nach den p existirt, so ver- 
wandelt dasselbe (4) in ein mit m Constanten integrirbares System. 

Differenzirt man (9), substituirt darin die Werthe der aus (6) und (4) 
entnommenen Differentiale der » und der 2,—,,4, und setzt dann die 
Coefficienten der Differentiale dx,,---, d%,—m gleich Null, so ergeben 
sich einige Relationen, die, im betrachteten Falle mit den (9) zusammen 
existiren miissen; eliminirt man aus allen diesen Relationen die m(n—m) 
Variabelen p, so findet man die nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen, damit das System — integrabel sei. 

Es wird sich empfehlen, zum Schluss einige Beispiele von Systemen an- 
zufiihren, die der einen oder anderen der aufgeziihlten Categorien an- 
gehéren, besonders auch, um die wirkliche Existenz solcher Systeme ausser 
allen Zweifel zu setzen. 

Nehmen wir an, es sei m == 1, » =3 und es liege die Gleichung 


2 2, 1 
Px, + —}3 da,*?— x°dax,*— — da,’ = 0 
‘1 8 


vor, die zwar nicht unbeschriinkt d. h. mit drei Constanten, aber doch 
mit zwei Constanten integrabel ist, da die eine der beiden Gleichungen (9) 
identisch erfiillt ist, wihrend die andere 
2a, 
“he 
ergiebt und hierdurch eine der beiden Gleichungen (6) eine blosse Folge 
der Gleichung (4) wird. Mit diesem Werth ergiebt sich als allgemeinstes 
Integral der gegebenen Gleichung 

» Gp ents} 


eS aa *f (@2); 


i= 


worin die ¢, ¢, zwei willkiirliche Constanten bedeuten. Die Function f, 
welche die willkiirlichen Constanten enthilt, geniigt der Differentialgleichung 


iy! — 7 (ax) = 
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Die Gleichung 
dx, + — da, day + —— dx, dr, — — da,? = 0 
1 ae 8 


geniigt nicht den Bedingungen unbeschrankter Integrabilitat; sie ist partiell 
integrabel, d. h. nur mit einer einzigen Constanten. Die Vergleichung 
der Beziehungen (6), (9) ergiebt 
I, 1 
A=—7? AZ 
und das allgemeinste Integral der Gleichung ist x, 7, — x, = Const. 
Die Gleichung 
@x, — x,2dx,? — (22,2, +2, —1) dx, dx, — x, dx, dx, = 0 
ist singuldr integrabel, d. h. ohne jede Constante; die Gleichungen (9), 
(4), (6) lassen sich nur auf 


1 3 io 
Pi = — 7 2% — Fe — F U1, 
gee Hp, 


t + t,#,-+1=0 
vereinigen, und diese letztere Relation stellt das Integral dar. 


Die Gleichung 


x, 2 1 
Cx, — ze da,* — x,° da,’ — — dx,* = 0 
a Ly 


endlich ist nicht durch eine einzige Gleichung zu integriren, weil sich die 
Gleichungen (9), (4), (6) widersprechen. 


Pavia, im Januar 1900. 
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Sur une maniére d’étendre le théoreme de la moyenne aux 
équations différentielles du premier ordre. 


Par 


M. Micuet Perrovircn & Belgrade (Serbie). 


1. On connait les services que rend le théoréme classique de la moyenne 
dans les démonstrations des diverses théoremes relatifs aux intégrales 
définies réelles et dans le calcul pratique des ces intégrales. 

Considerons |’équation différentielle simple 


(1) of = F(x) 


et désignons par y son intégrale qui pour « = 2, prend la valeur donée 
a lavance y= yy. Le théoreme de la moyenne permet de choisir, et 
cela d’une infinité de maniéres, deux autres équations 


(2) “ — F(2), 
(3) # = F,(2) 


et un intervalle de part et d’autre de x = a, de telle sorte, que x variant 
dans cet intervalle, l’intégrale y soit constamment comprise entre les valeurs 
correspondantes des intégrales u et v de (2) et (3), qui pour 7=— a, 
prennent la valeur 4) =v = yp et cela quelles que soient les valeurs 
initiales '(z,, y)), sauf pour certaines valeurs 2, isolées et fixes, que l'on 
connaitra d’avance. On peut ainsi étudier ou calculer approximativement 
les intégrales d’une équation donnée (1) en les comparant aux intégrales 
d’équations plus simples. 

Je me propose d’étendre ces mémes procédés & une équation quelconque 


(4) oY — F(a, y) 


algébrique ou transcendante en x, y, en montrant qu’étant donnée une 
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équation (4) et le point initial (2, y,) de l’intégrale réelle cherchée, on 
saura toujours choisir d'une infinité de maniéres deux autres équations 


d 

(5) in = Fila, u), 
a 

(6) In = Fi (@, ») 


et un intervalle de part et d’autre de «=, de telle sorte, que pour 
toute valeur de x, comprise dans cet intervalle, la valeur de l’intégrale y 
soit comprise entre les valeurs correspondantes des intégrales u et v de 
(5) et (6), qui pour = xz, prennent la valeur u,—v, = y. Et cette 
détermination des limites inférieures et supérieures de l’intégrale y nous 
sera possible quelle que soit le point initial (%, y)), pourvu qu'il ne se 
trouve sur certaines courbes fixes dans le plan (x, y), que l’on connaitra 
d’avance pour une équation (4) donnée. 


2. Soient (4), (5), (6) trois équations données. Tracons dans le 
plan (x, y) les courbes D limitant les régions de ce plan, ot chacune des 
fonctions 


(7) F(a, y) ea F, (@, y), 
(8) F(z, y) a F, (a, Y); 


considérée comme fonction de x et y, garde un signe constant et soient 

A, et A, la région positive et négative du plan par rapport a la 
fonctiou (7). 

Q, et Q, la région positive et négative du plan par rapport a la 
fonction (8). 

Tracons également dans le plan (a, y) toutes les courbes, lieux 
géoméetriques des singularités des fonctions F, F,', F, et appellons E l’en- 
semble de ces courbes. 

Soit (7, y)) un point n’appartenant a aucune des courbes D, E et 
qui se trouve dans la partie TT du plan, commune a deux régions A;, Q; 
de signes contraires. Supposons, pour fixer les idées, que ce soient les 
régions A,, Q2,. Désignons par y, u,v les intégrales respectives (ou les 
branches d’intégrales) de (4), (5), (6), qui pour 7 = 2%, prennent la valeur 
commune ty = Uy = Yo- 

Tl existera toujours de part et d’autre de la valeur 2 = x, un inter- 
valle d’étendue non nulle, p. ex. de r=2,—h, & x= x — hg, satis- 
faisant aux conditions suivantes: 

1° x variant de x — h, & x, + h, les deux fonctions u et v et leurs 
dérivées premiéres sont déterminées, finies et continues; 
2° aucune partie des courbes D, E ne se trouve dans l’interieur ni 
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sur la périphérie du contour [, formé par les courbes wu, » et les deux 
droites = % —h,; x= 2% +h, et ce contour se trouve tout entier 
dans la partie TT du plan (z, y). 

On démontre alors le resultat suivant: 

Lorsque x varie de %— h, @ % + hy, Vintegrale y sera constamment 
déterminée, finie, continue et comprise entre les valeurs correspondantes de 
u et v. 

Car, comme le point (x, y,) se trouve dans la partie commune aux 
régions A, et’ Q,, on a pour ce point a la fois 
a F(«, y) —F,(e, y)>0, 

F(x, y) — F,(@, y) <0 
et par suite 

s y—u 0 
on a )> 9, 

a5 (y—v) <9; 
dautre part on a pour « = a 
(11) y—u=0, y—v=0 
et par suite 
v<y<u pour +—=X%—é, 
u<y<v pour t=—=a,+8é 
é étant positiv et suffisamment petit. 

La proposition est donc vraie pour ux intervalle suffisamment petit 
de part et d’autre de «= .2,; mais elle le sera dans toute l’étendue de 
Vintervalle (%—h,, %)-++h,). En effet, pour qu’elle cesse d’étre vraie, il 
faudrait: 

1° ou bien que la courbe y aille rencontrer l'une des courbes u et v 
en un point dont l’abscisse se trouve comprise dans l’intervalle (2 —h,, 
Uy + hy)s 

2° ou bien que pour une valeur «=a, comprise dans ce méme 


intervalle et une valeur y=, comprise entre u(a) et v(a), la dérivée 


a4 . ’ . y . . . . . . , a 
ra et par suite la fonction F(x, y) devienne soit infinie, soit indéterminée 


ou encore qu'elle change de détermination. 

La condition 1° est impossible, car si x=y, y=0O étaient les 
coordonnées d’un point commun p. ex. aux courbes y et wu le plus rap- 
proché du point (2, y)), comme ce point (y, 6) se trouve sur le contour 
r, on aurait pour = y, y= 0 


F(a, y) — F(z, y) > 9 
et par suite 
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d 
az ¥—“) > 0 
et pour = y 
y—u=0. 
On aurait donc 
y¥<u pour 7=y—é, 
y>u pour z=y-+e 
ce qui serait en contradiction avec les inégalités (12). 

La condition 2° est impossible, car aucune partie des courbes E ne 
se trouve 4 l’interieur ni sur la périphérie du contour [ et par suite la 
dérivée of est déterminée, finie et continue pour tous les points tels 
que (a, B). 

Liintégrale y est donc bien constamment comprise entre wu et v et 
de plus 

1° dans l’intervalle de 1,—h, & a onavcy<u. 

2° dans lintervalle de x & a +h, on au<y<v, 


ly 

















Fig. 1. Fig. 2. 
comme l’indique la Fig. 1. 

Si le point (%,y,) se trouvait dans la région A,, Q,, les inégalités 
précédentes changeraient de sens et l’on aurait la sa seemed des courbes 
u, v, y indiquée dans la Fig. 2. 

Par suite on a le resultat général suivant: 

Toutes les fois que le point (x9, yy) appartient a la partie du plan 
(x, y), commune a deux régions (A;, Q,) de signes contraires, l’integrale y, 
pendant que x varie de x,—h, & x, + h,, sera déterminée, finie, continue 
et comprise entre u et v. 

La courbe y ne saurait couper ni la courbe uw ni v en dehors du point 
“= 2%; mais il est facile & voir qu'il ne peut y avoir non plus de con- 
tact entre y et ces courbes. Car si p. ex. y et v se touchaient au point 
x =a, on devrait avoir 


d 
az Y— a= 0 


ce qui est impossible d’aprés ce qui précéde. 
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Remarquons aussi que si pour tous les points (a, y), compris dans 
Vinterieur du contour T, la fonction F(x, y) garde un signe invariable, 
Vintégrale y variera toujours dans un méme sens (en croissant si F'> 0, 
en décroissant si F’< 0) lorsque x varie dans lintervalle (%,—h,, %-+he). 


3. Etant donnée une équation 


, d 

(13) in =F, 9) 

on peut la mettre, d’une infinité de maniéres, sous la forme 
d ‘ 

(14) 2 = F(a, y,f) 


ot f est un coefficient en 2, figurant dans F’, sur lequel nous porterons 
particuligrement notre attention. 

Appliquons ce qui précéde a léquation (14). Supposons que pour 
le point initial (x,y) la fonction F et sa derivée partielle is soient 
détérminées, finies, continues, ne changent pas de détermination et que pour 
ce point cette dérivée partielle ne s’annule pas. Les points ne remplissant 
pas ces conditions appartiennent 4 certaines courbes fixes dans le plan 
(2, y), que lon connaitra d’avance, ou bien sont isolés et fixes. 

On peut choisir, et cela d’une infinité de maniéres, deux fonctions g 
et w satisfaisant aux conditions suivantes: 

1° que ces fonctions soient déterminées, finies et continues dans un 
intervalle suffisamment petit, mais non nul, de x =a —a, 4 &=%+ 44; 

2° qu’on ait dans cet intervalle 


(15) p<f<y. 
3° qu’en désignant par wu et v les intégrales réspectives des équations 
/ d 
(16) 4 = Fe, u, 9p); 
, d 
(17) 5. = F(z, », 9) 


prenant pour z=, la valeur commune u% =v = Y, les fonctions u 
et v soient déterminées, finies et continues dans un intervalle suffisamment 
petit, mais non nul, de x =a2,—b, i r= a4+d. 

En prenant alors les équations (16) et (17) pour les équations (5) 
et (6) du § 1, les fonctions (7) et (8) du paragraphe précédent deviennent 
(18) F(a, y,f) —F(@,y, 9) = (f—9) H(@,y, BR), 

(19) F(«,y,f) — F(@, y, ¥) = (f—¥) H(@, y, Ry) 


od lon a posé pour abréger 
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H(«, Y; t) : nr F(a, Y; t), 


RK, = 9 + (f—9) 4, 
R, = + (f—¥) 4, 
6, et @, étant deux nombres compris entre 0 et 1. 


On peut montrer que le point (x, yy) se trowvera dans une partie du 


plan (x, y) commune a deux régions de signes contraires par rapport a deux 
fonctions (18) et (19). 
En effet, l’expression 


AX; Yo, f(%)] 
étant différente de zéro, on peut en posant 
f(%) =e 
déterminer deux valeurs constantes x et w telles qu’on ait 
A<o<u 


et que, ¢ variant de tA a t=—u, la fonction H(a,, y, ¢) considérée 

comme fonction de ¢, reste déterminée, finie, continue et différente de zéro. 

Choisissons alors les fonctions précédentes g(a) et y(a) de maniére qu’on ait 
p(X) = 4, ¥(%) =u 

ce qui est toujours possible en vertu des inégalités 


A<o<u, e<f<y4, 
et envisageons les deux fonctions 


A(x, y, R,) = G,(@, 4), 

H(z, Y; Ry) = G,(«, 4.) 
considérées comme fonctions de x, 6,.6,, apres y avoir remplacé y, R,, R, 
par leurs valeurs en 2, 0,, 4. 


Ces deux fonctions sont déterminées, finies et continues pour x = 2; 

de plus les équations 
G(X, %)= 0, G(x, 6) = 0 

résolues par rapport 4 6, et 6, n’ont aucune racine comprise entre 0 et 1. 
Ceci tient & ce que @, et 6, variant entre 0 et 1, les expressions R, et R, 
varient entre 4 et u et que, d’autre part, la fonction H(z, yo, t), considerée 
comme fonction de ¢ ne s’annule pas lorsque ¢ varie entre A et wu. 

Les fonctions 

G, (x, 9,), G, (w, 9.) 

ne sannulent donc pas pour z = 2, et ont un signe constant et commun 
pour cette valeur de xz, quelles que soient valeurs de 0, et 6, entre les 
limites 0 et 1. Et comme lon a pour «= a 
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f(a) >), f(x) <¥@) 


les expréssions (18) et (19) seront pour x =, de signes contraires, comme 
il fallait démontrer. 

Les propriétés précédentes des fonctions G, et G, se rapportant a la 
valeur 2 = 2%, subsisteront evidemment pour les valeurs de 2 comprises 
dans un certain intervalle suffisamment petit, mais non nul, de part et 
d’autre de la valeur 2. Autrement dit, il existera toujours un intervalle, 
p. ex. de s=a—e¢, &’ x =a +, tel que pour toute valeur de z, 
comprise dans cet intervalle et pour 


0<6,<1, 0<0,<1 
G, (x, 4), G(x, 04) 


soient déterminées, finies, continues, ne changent pas de détermination et 
ne s'annulent pas. On aura p. ex. une limite inférieure de |’étendue de 
cet intervalle en cherchant un intervalle de 7 —g, & 7% + g, tel qu’en 
désignant par (M,, M,) et (N,, N,) les limites respectives, entre lesquelles 
varient les fonctions (gm, w) et (u,v) pour 2 compris dans cet intervalle, 
la fonction H(z, y, ¢) reste déterminée, finie, continue et différente de zéro, 
lorsque x varie de %—g, &%+4%, y de N, a N, ett de M, a M,. 

Enfin, comme la fonction F(x, y,f), ot f est considérée comme fonc- 
tion de wv, est déterminée, finie et continue pour z= a, y¥ = y%, il existe 
un intervalle p. ex. de =a —d, a x=—a,-+ d, tel, qu’en désignant 
par (N,’, N,’) les limites supérieure et inférieure entre lesquelles varient 
w et v; par (M,’, M,') les limites supérieure et inférieure entre lesquelles 
varient m et ~ pour 


les fonctions 


ty —d <e£<% + a;, 
la fonction F(x, y, f) ne cesse pas détre déterminée, finie et continue 
lorsque # varie dans cet intervalle, y entre N,’ et N,’ et f entre M,’ et U,’. 
Les quatre intervalles 


() — %, XZ +43), 
(%y—b,, %+ by), 
(%— Cy, +e). 
(%—4d, %+4,) 


ainsi définis, comprenant la valeur «=z, ont une partie commune de 
part et d’autre de cette valeur de x: cette partie commune joue le réle de 
Vintervalle précédent (x%— hy, %» + he). 

Et en appliquant la proposition du paragraphe précédent, on voit que: 
pour toute valeur de x, comprise dans l’intervalle (a,—h,, %)-+-h,), V’intégrale 
y de (13), prenant pour «=x, la valeur donnée a l’avance y = yp, est 
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déterminée, finie, continue et comprise entre les valeurs correspondantes des 
intégrales u et v des équations (16) et (17), qui pour x = a, prennent la 
méme valeur Uy = Vy = Yo- 

Remarquons qu’d toute équation différentielle (13) et ad chaque couple 
de valeur initiales (2, yo) (en mettant 4 part les couples appartenant a 
certaines courbes fixes dans le plan xoy, que nous avons défini précédem- 
ment) correspond un tel intervalle (x,—h,, %-+-h,), dont l’étendue, plus ou 
moins grande suivant le cas considéré, n’est jamais nulle. 


4. On peut faire des propositions précédentes des applications ana- 
logues 4 celles du théoréme classique de la moyenne. On cherchera pour 
le type donné d’équations, écrites par ex. sous la forme (13), deux fone- 
tions g(x) et w(x), qui dans le voisinage de «=x, comprennent la 
fonction f(x), en différent le moins possible et sont telles, que les deux 
équations (16) et (17), qui leur correspondent, soient intégrables ou, du 
moins, plus faciles 4 étudier que l’équation donnée. On remplacera p. ex. 
Yare considéré de f(x) par des droites, ares de paraboles etc. qui le com- 
prennent et les intégrales u et v des équations ainsi obtenues représenteront 
des limites, entre lesquelles variera l’intégrale y, lorsque x varie dans 
Vintervalle de z,—h, &4 x +h,. En désignant par w la plus grande 
valeur absolue de la fonction 


= (u — v) 


dans cet intervalle des valeurs de x, on peut écrire 


y=Zuto)t+e 
avec 
|e] <u. 
Rappellons que les conditions, imposées a l’intervalle (x,—h,, 7 +h.) 
par ce qui précéde, sont les suivantes: dans cet intervalle 
1° les fonctions g(x) et ¥(x) sont holomorphes et satisfont a la 
condition 


p(x) <f(@) <¥(@); 
2° les intégrales u et v des équations 
d ; 
c+. = F(a, u, 9), 
dv . 
5. = F(@, », ¥) 


qui pour z = z, prennent la valeur commune y,, sont holomorphes; 


3° les fonctions : 
G,(«,9,) et G(x, 6.) 
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sont holomorphes et ne s’annulent pas quelle que soient les valeurs de 
6, et 6, entre 0 et 1. 

4° la fonction F(x, y, ¢) est holomorphe lorsque y varie entre N,’ 
et N,’, ¢ entre M, et M,, or (M,’, M,’) désignent la limite inférieure et 
supérieure entre lesquelles varient » et ~ et (N,’, N,’) la limite inférieure 
et supérieure, entre lesquelles varient wu et v, pendant que x varie entre 
Ig —h, et ry + hy. 

L’étendue de cet intervalle (x,—h,, 2-+h,) variera avec le type 
d’équations que l’on considére; pour un type donné elle varie avec les 
valeurs initiales (a, y) et avec les fonctions auxiliaires p(x) et w(x) 
choisies. Dans certains cas généraux cette étendue pourra étre prise aussi 
grande qu’on voudra. 


5. Faisons, a titre d’exemples, quelques applications simples des 
propositions précédentes. 
Premier exemple: envisageons |’équation de Riccati 


3 l ‘ . 
(20) = y+). 

Supposons que la valeur z = 2, ne coincide avec aucune singularité 
de la fonction f(#), qui sera alors continue dans un certain intervalle 
(@,, @) de part et d’autre de «= ,. La fonction H(z, y, t) se réduisant 
ici & 1, on a 

G, (a, 0,) = 1, G(x, 0.) = 1 
et il ne reste qu’é déterminer un intervalle (6,, B,) avec 
& LB, <%H< PB, e% 
dans lequel les fonctions de comparaison » et v seraient holomorphes. 

Pour avoir ces fonctions uw et v le plus simples, nous supposerons 
que dans l’intervalle («,, a) la fonction f(#) garde um signe invariable. 
Distinguons alors les deux cas suivants: 

1” cas: f(z) >. Silon désigne alors par VM, et M, (avec M,< M,) 
deux nombres positifs, entre lesquels se trouve comprise la fonction f(x), 
lorsque x varie dans l’intervalle («,, «,), en prennant 

g(x) = M,, v(a)=— NM, 
on trouverait 
na VM, + M, tang (© — x) VM, 
VM, + y, tang («—2,) VM, ’ 
yp — VM, + M, tang (@ —%) VM, 
VM, + y, tang («— a) VM, 


dot Von détermine facilement les limites de l’intervalle (6,, 8,). Dans 


(21) 
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cet intervalle l’intégrale y sera holomorphe et comprise entre les valeurs 
correspondantes des fonctions « et v définies par (21). 

2m cas: f(x)<0. Alors si — M, et — M, ont les significations 
précédentes, en prenant 


wa — By v(x) = — M, 
on aura 
u = Vi, 2+ +H —VH eco 
(22) * yy + VM, — (y — VM) 22-29%” 


» = VM, 2+ Vth +(e — VI) Oe 


% +VM, —(y, —VM,) &@—)V Me 


Dans tout intervalle de part et d’autre de « = «,, dans lesquel les 
fonctions u et v ainsi définies sont holomorphes, l’intégrale y est elle- 
méme holomorphe et comprise entre les valeurs correspondantes de wu et v. 
En particulier si la valeur initiale y = y, de l’intégrale est comprise entre 


—VM, et +YM, les fonctions u et v sont holomorphes pour toute 
valeur finie et réelle de z. 
Deuxiéme exemple: envisageons l’équation 


dy\2 ° 

(23) (4) + ¥=f@) 
dont il suffit d’étudier une des déterminations par rapport a la dérivée, p. ex. 

d peters 

i _ Vi(a)—y¥. 

Pour que l’intégrale soit réelle, il faut qu’on ait 
Yo < f(a») 

et que la fonction f(x) soit positive dans l’intervalle considéré. Envisageons 
un intervalle de «=a, & 4 = a, (a@,<%)<«,) dans lequel la fonction 


f(x) reste holomorphe et positive et désignons par M, et M, deux nombres 
positifs tels que pour a, << % <a, on ait 


M, < f(x) < M,. 
g(x) = M,, v(x) = M, 


les fonctions de comparaison wu et v seront 


En prenant 


u = VM, — y° sin (2—ay) + yp cos (t—2), 
v = VM, — y, sin (2 —ay) + Yo cos (w—a) 


et elles seront continues pour toute valeur de 2. 


(24) 


D’autre part on a ici 
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1 
G,(2, ,) = —_+_, 
- 2VR, (a, 0,) — u? 
(25) p : . : : 
(©) ) = Sie, 
avee 


R, (x, 0,) = M, + [f@)— M,] 4, 

R, (a, 0,) = M, + (f(x) — M,] 4 
et comme pour 0 << @,< 1, 0< 0, <1 on a constamment 

R, > M,, R, > f(«) 
les fonctions G, et G, restent holomorphes dans un intervalle de « = 8, 
air== Bp, (B,<27,<,) tel qu’on ait dans cet intervalle 
(26) f(z) —v >0 
car on aura alors en méme temps 
f(z) —v#>0 
Or, comme l’on peut écrire 


v= VY M, sin (x—a,+C) 


avec 


la condition (26) sera satisfaite si l’on a 
M, — M, sin? (a—a,+ C) > 0. 
On connaitra aussi l’intervalle (6,, 8.) et comme la fonction 


Vi@)—y¥ 
reste holomorphe lorsque f(x) varie entre M, et M, et y entre la plus 
petite et la plus grande valeur que peuvent avoir les fonctions wu et v 
dans l’intervalle (8,, 8,), pour toute valeur de x, comprise dans la partie 
commune ‘aux intervalles («,, a) et (8,, 6.) Vintégrale y sera holomorphe 
et comprise entre les valeurs (24). 
La seconde détermination 


dy . 2 
q,=—VWie-# 
donnerait la courbe symétrique a la précédente par rapport a l’axe des z. 
Troisiéme exemple: pour l’équation 


(27) (2) —¥=f@) 


dx 
on a également deux courbes symétriques par rapport 4 l’axe des x et 
l’on trouve facilement que dans tout intervalle des x autour de la valeur 
28* 
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initiale 7 = 2, dans lequel f(x) est continue et positive, la valeur absolue 
de y sera comprise entre les valeurs absolues des fonctions 


“= ym, (Ce — e e), 
= = (Ge — e -* 


les constantes C, et C, étant déterminées de maniére que ces fonctions 
soient égales & y, pour « = 2. 


(28) 





6. D’une maniére générale, étant donnée une équation de la forme 
d . 
(29) ay _ ry, f) 


ot f est une fonction donnée de x, si M, et M, désignent deux nombres, 
entre lesquels varie la fonction f lorsque x varie dans un intervalle (a,, a) 
avec a <%)< a, en prenant 

p= MM, v@e)—H, 
on aura, comme fonctions de comparaison, les fonctions u et v définies 


par linversion des intégrales 


“ 


— Se 
o—% =} Fu, M,)’ 
Yo 
(30) \ 
a ae 
v— t=} Fo, M,) 
Yo 
Les valeurs de x rendant infinies w et v seront 


+a 
dt 
toto) FG, Mh)’ 
Yo 


m3 @ 
dt 
om hy +f Ft, M) 
Yo 


ces intégrales définies pouvant avoir plus d’une valeur réelle. Les autres 
singularites de u et v se déduisent directement des équations 


d 
ig = Fu, M), 


dv 


72 — Fe, M) 


et l'on pourra assigner un intervalle de = x, — h, & x = x + hy satis- 
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faisant aux conditions énoncées précédemment et tel que x variant dans 
cet intervalle, l’intégrale y soit constamment holomorphe et comprise 
entre wu et v. 

Posons 


—s +f ve Fé, i) rat 


= tf ring 


(les intégrales définies pouvant avoir plus d’une valeur réelle)*) od a est 
une valeur donnée d’avance et supposons ces valeurs &,, 4, rangées par 
ordre de grandeurs croissantes de sorte qu’elles divisent |’intervalle 
(%— hy, %—-+ hy) en plusieurs autres intervalles partiels. 

Chaque intervalle partiel, qui ne comprend pas la valeur x, et qui se 
trouve limite par une valeur & et une valeur Ya, contient au moins une 
valeur de x pour laquelle l’integrale y prend la valeur a. 

Car si l’on envisage un tel intervalle, p. ex. de x = & a x = ma, les 
inégalités 


uSySo 
conduisent par 7 = &, a 
ay 
et pour = m a ti 
y Sa 


et par suite y, qui est finie et continue pour & <2 <q, deviendra 
nécessairement égale 4 a pour au moins une valeur de « comprise dans 
cet intervalle. 

Et en faisant a=0O on voit qu'un intervalle, limité par une valeur 
&, et une valeur y, définies par 


= Xs +f re Fit, at 


i +f re FO, M,) % 


contient au moins un zéro de Vintegrale y. 

Dans ce qui précéde nous avons remplacé la fonction f par des con- 
stantes. Mais dans des cas particuliers on aura des propositions plus 
précises en remplacant f par d’autres fonctions de «x entre lesquelles elle 
varie et choisies de maniére qu’on sache intégrer les nouvelles équations 


*) Il wah y avoir p. ex. des périodes réelles. 
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ainsi obtenues. Le choix de telles fonctions dépendra du type d’équations, 
que l’on a a considerer. 

Remarquons que |’on peut appliquer aussi les propositions précédentes 
aux équations 


dy 
dx 


= F(x, y,r) 


ot r est un paramétre variable et étudier la variation de lintégrale y 
lorsque ce paramétre varie. 


7. Nous nous sommes bornés jusqu’é présent 4 ne porter attention 
que sur un seul coefficient de léquation différentielle donnée. Mais il 
peut arriver que les équations de comparaison ne soient pas intégrabies 
quand on se borne a remplacer un seul coefficient f par d’autres fonctions, 
de quelque maniére qu’on choisisse celles-ci. On repetera alors la méme 
opération successivement avec les autres coefficients jusqu’éa ce que les 
équations obtenues deviennent intégrables. 

Supposons |’équation écrite sous la forme 


ma at F(a, Y; hi» he, fs ial ‘) 
et remplacons » coefficients /,, f,,---f, d’abord par des fonctions @,, M.,---x 
et ensuite par des fonctions y,, ¥.,---%, telles que dans l’intervalle, de 
x considéré on ait 

9 <fi< Vi. 

Soient uw, et v, les intégrales respectives des équations ainsi obtenues. 
Comme y au voisinage de x = x, sera comprise entre u, et v,; celles-ci 
entre wu, et v, etc., lintégrale y sera comprise entre wu, et v,. L’intervalle 
des x, pour lequel on sera certain que cela subsistera, se déterminerait de 
proche en proche, en le déterminant pour les équations en 


(4, Y%); (Ug, Us), sh (ttn, Un)- 
On aurait une limite inférieure de son étendue d’une maniere analogue a 
celle dans le cas ot l'on remplace un seul coefficient par d’autres fonctions. 


8. Envisageons maintenant l’équation donnée écrite sous la forme 


av F(x, y, 9) 


dx 


ou gm est une fonction donnée de y. On peut y appliquer directement 
les résultats du § 1 et étudier la variation de l’intégrale y lorsqu’on 
remplace m par d’autres fonctions de y. On peut, dans le méme ordre 
didées, en faisant diverses hypothéses sur les fonctions F' et gm, avoir des 
propositions plus précises sur la forme de la courbe intégrale. 
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Considérons p. ex. l’équation 


(31) oY — F(x, 9) 


oi g est fonction donnée de y et supposons que FJ et  satisfassent aux 
conditions suivantes: 

1° la fonction m(y) et sa dérivée premitre sont des fonctions réelles, 
continues et limitées de y, restant finies pour toute valeur réelle, finie ou 
infinie, de y. Nous désignerons par M et N la plus grande et la plus 
petite valeur de (y) lorsque y varie de — co a + oo. 

2° la fonction F et sa dérivée partielle on sont réelles, finies et 
continues pour toute valeur de x comprise dans un certain intervalle (0) 
et pour toute valeur de m comprise entre M et N. 

Dans ces conditions le module de F' reste inférieur & une certaine 
quantité positive finie pour toute valeur de x comprise dans |’intervalle (0) 
et pour toute valeur finie ou infinie de y. Il en sera de méme de la 


dérivée partielle ~, puisqu’elle est donnée par le produit 
| OF o9, 
Og oy 


On en conclut, d’apres un théoreme connu, que l’intégrale, qui pour 
x=, prend la valeur donnée a l’avance y = y, (x et y, étant réels et 
assujettis 4 la seule condition que xz, soit compris dans i’intervalle 0), 
restera finie et continue dans tout intervalle dex=2,—hax=—a,+h, 
compris lui-méme dans l’intervalle (0).*) 

Supposons maintenant remplies les conditions supplémentaires sui- 
vantes: 

3° la fonction F et sa dérivée partielle a garde un signe invariable 


pour toute valeur de « comprise dans I’intervalle de x,—h a a +h 
quelle que soit la valeur de gm comprise entre M et N. 
4° en désignant par / une valeur constante quelconque, comprise 


entre M et N, lintégrale 
b 


J= {F@, k) da 


n’a pour chaque valeur de 2, comprise entre x,—h et x, +h qu'une 
seule valeur réelle, également finie et déterminée (tout en pouvant avoir 
plusieurs valeurs imaginaires). 

Si lon pose alors pour abréger 


*) Conséquence du théoreme énoncé dans la Note de M. Picard, dans le T. IV 
des Legons de M. Darboux. 
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2 (2, 95) = we +f Fix, Mae, 


(2, Ye) = Mo +f Fle, Nae 


Vintégrale y de (31), qui pour x =x, prend la valeur y=y,, tout en 
restant finie et continue pour toute valeur de x, comprise entre x, —h et 
Xo +h, varie dans un méme sens et est comprise entre les deux fonctions 
A(X, Xp, Yo) Ct w(x, XH, Yo). 

Car la fonction F(#, qm), apres y avoir remplacé y par sa valeur en 
a, tirée de Vexpression de l’intégrale, sera élle méme une fonction finie 
et continue pour 

Ly—h<xrcath 


. ‘ : ; on» OF . 
et gardera un signe invariable. De plus la dérivée = garde aussi un 
og 


signe invariable pour ces valeurs de x et pour M< m< N. Supposons, 
pour fixer les idées, que ce signe soit positif. La fonction F' est alors 
une fonction croissante de m et l'on aura 


F(e, U) < F(x, ») < F(a, ) 


et par suite lintégrale 
{ F(a, p) dx 


apres y avoir remplacé y par sa valeur en x, sera comprise entre les 
valeurs correspondantes de deux intégrales 


J(e) =| Fe, Mae, 


J,(c) =f "F(x, N) dx 


lesquelles, en vertu de 4™° hypothése, ont pour toute valeur de x, comprise 
entre x, —h et x +h, une seule valeur réelle, qui est finie et déterminée. 
La proposition est donc démontrée. Elle le serait de la méme maniére 


4 ’ f° , oF - . 
si l’on suppose la dérivée % négative. 

Il peut arriver que l’intervalle (6) s’étend a toutes les valeurs finies 
de x. La proposition précédente s’applique alors quelles que soient les valeurs 
initiales x, et yo. et s’etend ad toutes valeurs reelles de x. 





> 
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Remarquons que, dans ce dernier cas, la valeur asymptotique de 
lintégrale pour « = -++ co ou pour « = — oo sera finie ou infini suivant 
que J, et J, tendent vers des limites finies ou infinies pour 7 = +- oo. 
Quand elle est finie, elle est comprise entre 


Yo + lim J; (2) 


et 
Y + lim J, (2). 
Par exemple, lintégrale de l’équation différentielle 


dy __ 2 — k y? 
de ee + Be 


(oi « et B sont des constantes positives), prenant pour «= 2, la valeur 
¥ = Y), est comprise (pour toute valeur réelle de x) entre les fonctions 


+ (@—2,*) + B(e—a%) 
et 


Yo + ; (8 — 2y°) 


et ses valeurs asymptotiques sont infinies. 
Pour léquation différentielle 
dy __ ” ied 
dx §— ag? 9g-8?—-9F 





(oi «, B, k, p, 2 sont des constantes positives, avec « + 6 < 1) lintégrale 
y est comprise entre les fonctions 


er 


Yo "3 — dz, 


° be era 


Les valeurs asymptotiques sont finies et déterminées: en désignant 
par a@ la valeur de y pour x = 0, sa valeur asymptotique pour 2 = oo 
sera comprise entre 


a +E = 9 (a) 
et a 
a+! O(@+8) 


oi A(z) désigne la transcendante 


r=D 


Os => Vr+ waaart 


n=0 
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de méme, la valeur asymptotique pour x = — oo sera comprise entre 


et 7 
a— rs A(a+ 8). 


Ceci résulte de ce qu’on a 


f- —r x? —< 
e 
—_—~ dz = > Un 2” 
—_— } 72 n 
J i—se™ 
0 n=0 


avec 
2, = 
‘ 1 a 
_— —(r-+-kn) 2? au - Y\. ae © 
Un f © dx 2 r+kn 
0 


9. Ces raisonnements s’appliquent aussi 4 l’équation 


dy " 
(32) 2 = F(a, F1> P2>°** Pn) 
ou F est une fonction algébrique ou transcendante de x et les g; fonctions 
données de y, lorsque les conditions suivantes sont remplies: 
1° toutes les fonctions g; et leurs dérivées premieres sont réelles, 
continues et limitées de y; 
2° en désignant par M;, N; la plus petite et la plus grande valeur 
de la fonction g;(y), lorsque y varie de — oo a + ov, la fonction F et 
ses dérivées partielles 
oF oF 
(33) ee 
sont réelles, finies et continues pour toute valeur de x comprise dans un 
certain intervalle (d)*) et pour toute valeur de g; (i= 1.2,---) comprise 
entre M; et N;. 
3° la fonction F’ et ses dérivées partielles (33) gardent un signe 
invariable pour toute valeur de x, comprise dans I’intervalle (0) quelles 
que soient les valeurs des g; comprises entre M; et N;. 
4° en désignant par 
ky, hy. + kn 
des constantes quelconques telles qu’on ait 
M,< ky < M, 
M,<k, < N;,, 
v M, < ke < NY, 


*) Symetrique par rapport a a,. 
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l'intégrale 
J -/ F(a, ky, hg, +++ en) dx 


n'a pour chaque valeur de 2, comprise dans l’intervalle (6) qu’une seule 
vateur réelle, également finie et déterminée (tout en pouvant avoir plusieurs 
valeurs imaginaires). 

Ces conditions étant remplies, si 


| sie » © 
i=1,2,3,---h 


} 


— ioe OF _— 
sont les indices des dérivées 9, positives et 
‘ 


t=h+1,h+2,---n 


celles des dérivées négatives, en posant pour abréger 


A(X, Xp; Yo) = Yo +f F(a, M,,-+-, Ma; Na+1,°-+, Np) dz, 


X 


u(x, Hg» Yo) =i +f F(x, age" * "9 Ni} Mi+1,+++, M,)dx 


to 


on démontre facilement le résultat suivant: 

Liintégrale y de (52), qui pour « = 2, prend la valeur y = y), est 
finie et coutinue pour toute valeur de « comprise dans l’intervalle (0), 
varie constamment dans le méme sens et est comprise entre 


A(x, Xo» Y) et u(x, %, Yo) - 


10. Remarquons, en terminant, que méme dans les cas ot Tlinté- 
gration dé l’équation donnée est possible, il arrive souvent qu’on se rend 
mieux compte de la forme de la courbe intégrale par l’emploi des 
remarques simples qui précédent, que par la construction directe, qui 
entrainerait des longs calculs. On calculera alors quelques points remar- 
quables de la courbe et encore quelques autres points, s'il le faut, servant 
comme points de départ; on remplacera alors certains coefficients /,, /,---, 
figurant dans l’équation différentielle, par des fonctions plus simples, 
choisies de maniére a avoir des fonctions de comparaison u et v plus 
simples que l’expréssion explicite de y. En faisant cela pour chaque 
intervalle, dont on a besoin, on se rendra bien compte des allures de la 
courbe y, des limites entre lesquelles elle varie dans des intervalles 
données de «x ete. 
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Enfin il est souvent utile d’appliquer ces remarques aussi a des 
transformées de |’équation donnée. En les appliquant p. ex. a la trans- 
formés en coordonnées polaires, on aurait des intervalles de l’angle polaire, 
ov la courbe reste constamment a l’intérieur d’une certaine circonférence; 
si cet intervalle est celui de — oo & + 00, la courbe sera comprise 
tout entiére a l’interieure d'une telle circonférence. On aurait aussi des 
renseignements sur les points d’intersection de la courbe intégrale avec 
un cercle donné etc. 


Belgrade (Serbie), 26. Oct. 1899. 
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Zur Theorie .der algebraischen Functionen einer Veranderlichen 
und der Abel’schen Integrale. 


Von 


K. Henser in Berlin. 
' 


In dieser Abhandlung stelle ich die Theorie der algebraischen Func- 
tionen und der Abel’schen Integrale in der Form dar, welche mir nach 
mehrjihriger anhaltender Beschiftigung mit diesem Gegenstande als die 
einfachste erscheint, um diese Theorie in voller Strenge und in voller 
Allgemeinheit zu entwickeln. 

Diese Arbeit setzt zwar die Entwickelbarkeit der algebraischen Func- 
tionen in Potenzreihen voraus, ich habe jedoch fiir diese Thatsache einen 
Beweis gefunden, welcher ausser dem einfachsten Convergenzcriterium fiir 
eine Reihe kein einziges Resultat der Analysis benutzt, und fiir den da- . 
her alle sonst sich darbietenden Schwierigkeiten bei dem Auftreten héherer 
Singularitiiten iiberhaupt gar nicht erst in Frage kommen. Diesen Beweis, 
der in einem demniichst erscheinenden Lehrbuche iiber diesen Gegenstand 
ausfiihrlich dargestellt werden wird, habe ich in der vorliegenden Abhandlung 
nicht auseinandergesetzt, um ihren Umfang nicht unnéthig zu vergréssern. 
Dies konnte um so leichter geschehen, als ich jene Methode in einer soeben 
in den Acta mathematica verdffentlichten Abhandlung*) auf die Theorie 
der algebraischen Flichen ausgedehnt habe; aus ihr kann die Lésung 
der hier vorliegenden einfacheren Aufgabe unschwer abstrahirt werden. 

Ich nehme an, dass y mit x durch eine irreductible Gleichung ver- 
bunden ist, und betrachte dann die Gesammtheit aller rationalen Functionen 
von « und y, d. h. alle Individuen des Kérpers K(x, y), die dann simmtlich 
auf der der Gleichung gehérigen Riemann’schen Fliche & eindeutig aus- 
gebreitet sind. Im Mittelpunkte dieser ganzen Theorie steht nun bei 
dem hier befolgten Wege die Lésung der folgenden Fundamentalaufgabe: 





*) K. Hensel, Ueber eine neue Theorie der algebraischen Functionen zweier 
Variablen. Acta mathematica Bd. 23, S. 339—416. 
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Es soll ein vollstiindiges System linear unabhingiger rationaler 
Functionen von 2 und y gefunden werden, welche in h be- 
liebig gegebenen Punkten 


Fi, Po, ---, Bs 


der Riemann’schen Fliiche mindestens die Ordnungszahlen 


he, dn *-> & 

besitzen und sich in allen anderen Punkten jener Fliche reguliir 

verhalten. 
Wir lésen diese Aufgabe fiir jeden Kérper, der einer ganz beliebig ge- 
gebenen Grundcurve zugehért, vollstindig in der Weise, dass wir ein 
stets anwendbares endliches Verfahren zur Aufsuchung eines solchen 
»Fundamentalsystemes“ angeben. Dass diese Aufgabe hier ganz im An- 
fange der Theorie gelést wird, wihrend ihre Liésung sonst schon die 
Theorie der Abel’schen Integrale, die Zerschneidung der Riemann’schen 
Fliche, den Riemann-Roch’schen Satz, und, im Falle héherer Singulari- 
titen, ihre Auflésung durch birationale Transformation erfordert, erscheint 
mir als ein wesentlicher Vorzug des hier eingeschlagenen Weges. 

Nachdem dann gezeigt ist, dass die Punkte §§ der Riemann’schen 
Fliiche und die Ordnungszahlen der Functionen von x und y in ihnen 
von der Wahl der unabhingigen Variablen 2 ganz unabhiingig, dass sie 
vielmehr Invarianten des Kérpers K(, y) sind, ordne ich nun jedem Punkte 
$$ einen gleichbezeichneten Divisor zu, und sage, eine Function & des 
Korpers K(x, y) enthilt den Divisor 8*, wenn sie in dem Punkte $ die 
(positive, negative oder verschwindende) Ordnungszahl 9 besitzt. Ent- 
sprechend fasse ich die Producte der Potenzen verschiedener Primfactoren 
zu einem ganzen oder gebrochenen Divisor 

D = Pi Re ue 44 
zusammen. Dann kann die soeben erwihnte Fundamentalaufgabe ein- 
facher folgendermassen ausgesprochen werden: 
Es soll ein Fundamentalsystem fiir alle linear unabhiingigen 
Multipla eines beliebig gegebenen Divisors QO innerhalb eines 
K6rpers K(x, y) gefunden werden. 

Die hier in die Theorie eingefiihrten Divisoren © bilden einen grossen 
Bereich, von dem die Gréssen des Kérpers K ein Theilbereich sind, denn 
jeder solchen Grésse € entspricht eindeutig ein Divisor O:, welcher durch 
ihre Nullstellen und Pole bestimmt ist, aber es giebt unendlich viele 
Divisoren 0, denen keine Function des Kérpers zugeordnet ist. Auf 
dieser Thatsache beruht nun die Eintheilung der Divisoren in Classen. 

Zuniichst rechnen wir alle und nur die Divisoren O:, welche den 
Functionen des Kérpers K entsprechen, in eine Classe, die s. g. Haupt- 
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oder Kinheitsclasse E; dann aber werfen wir alle diejenigen Divisoren 0 
in eine und dieselbe Classe @, welche sich nur um einen Factor der 
Einheitsklasse E, d. h. um eine Grésse € des Kérpers K(x, y) von ein- 
ander unterscheiden. Dann kann als die allgemeinste Aufgabe der Theorie 
der algebraischen Functionen das folgende Problem bezeichnet werden. 
Es soll ein vollstiindiges System aller unabhiingigen Multipla 
eines Divisors 0 innerhalb einer beliebigen Divisorenclasse 2? 
gefunden werden. 
Ist R speciell die Hauptclasse FL, so ist diese Aufgabe mit der vorher 
gelisten identisch und sie kann sonst leicht auf diesen Fall zuriickgefiihrt 
werden. Ist Q@ die zu Q gehérige Divisorenclasse, so hiingt die Anzahl 


{3} jener unabhingigen Multipla von Q nicht von diesem speciellen 


Divisor, sondern nur von den beiden Classen Q und R ab, sie ist die 
wichtigste und allgemeinste Invariante der algebraischen K6rper. 

Im zweiten Theile dieser Arbeit wende ich nun die bis jetzt ge- 
fundenen rein algebraischen Resultate auf die Untersuchung der Abel’schen 
Integrale an. 

Es seien £ und 4 zwei beliebige Gréssen des Kérpers K; beachtet man 


one ‘ , 1 , : - : 
dann, dass der Differentialquotient it selbst eine rationale Function von 


xz und y, also eine Grisse des Kérpers ist, mithin als Divisor betrachtet 
der Hauptclasse angehdrt, so folgt leicht, dass jedes Abel’sche Differential 
do =Edx einem Divisor W&,, iiquivalent gesetzt werden kann, dessen 
einzelne Primfactoren genau ebenso, wie bei den Gréssen des Kérpers 
alle diejenigen Punkte der Riemann’schen Fliiche bestimmen, in denen 
sich das zugehérige Integral nicht normal verhiilt. Ist nimlich @ jenes 
Integral, @, die einem Punkte ‘$8 entsprechende Integrationsconstante, so 
bestimmen die Primfactoren des Nenners von %,, alle diejenigen Punkte 
%, in denen wm — @, in bestimmter Ordnung unendlich wird, wihrend 
die Factoren des Zihlers alle und nur die Punkte ergeben, in denen 
« — @, von héherer als der ersten Ordnung verschwindet. 

Allen und nur den zu K(x, y) gehérigen Differentialen d@ entsprechen 
nun alle Divisoren %,, einer bestimmten Divisorenclasse W, welche ich 
die Differentialclasse nenne, und die genau ebenso wie die Hauptclasse 
E der Functionen von K(x, y) untersucht werden kann; und man er- 
kennt jetzt, dass von diesem Standpunkte aus die Betrachtung der ratio- 
nalen Functionen von x und y einerseits und die Theorie der Abel’schen 
Integrale andererseits nur zwei specielle Fille eines und desselben Problemes 
sind, niamlich die Untersuchung aller Divisoren einer und derselben Classe. 

Die allgemeinste Aufgabe in der Theorie der Abel’schen Integrale ist 
dann die Beantwortung der folgenden Frage: Es sollen alle linear un- 
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abhingigen Integrale gefunden werden, welche in beliebig vielen gegebenen 
Stellen $,,---, 8%, in bestimmter Weise nicht normal sind, wiahrend sie 
sich in allen anderen Punkten normal verhalten. Diese Aufgabe fordert 
aber nichts Anderes als die folgende: 
Es sollen alle unabhingigen Divisoren der Differentialclasse W 
gefunden werden, welche Multipla eines gegebenen Divisors 
©) sind. 
Diese Aufgabe ist bereits im ersten Theile dieser Arbeit vollstiindig und 
zwar so gelést, dass jene Divisoren, und damit auch jene Integrale in 
jedem Falle rein algebraisch berechnet werden kénnen. Aus der Be- 


trachtung der Anzahl z jener Divisoren kann man unmittelbar den 
Riemann-Roch’schen Satz in seiner allgemeinsten Form ablesen. Wiahlt 


man den Divisor © speciell gleich 1 oder gleich + oder gleich 
x” 


1 
EP » SO 
erhilt man die Elementarintegrale erster, zweiter und dritter Gattung, 
und hieraus folgt ohne Weiteres die Darstellung jedes beliebigen Integrals 
durch jene einfachsten Integrale. 


$ 1. 


In der Theorie der algebraischen Functionen und der Abel’schen 
Integrale betrachtet man die Gesammtheit, den s. g. Kérper K(a, y), 
aller rationalen Functionen von « und y unter der Voraussetzung, dass 


y mit x durch eine beliebige irreductible Gleichung 


Ay (x) y" + Gr—1 (a) y"—! + +--+ + ar(a)y + a(x) = 0 


verbunden ist, deren Coefficienten a,(x%), ---, d(x) beliebige rationale 
Functionen der unabhingigen Variabeln z sind. 
In den Elementen der Functionentheorie wird gezeigt, dass jede 
Function 
1 = 9(2, 9) 


jenes Kérpers auf einer gewissen »-blittrigen Riemann’schen Kugelfliiche 
RK eindeutig ist, deren Blatter in einer endlichen Anzahl von Verzweigungs- 
punkten mit einander zusammenhiingen, und zwar heisst ein Punkt $ 
jener Fliche ein e-bliattriger Verzweigungspunkt oder ein Verzweigungs- 
punkt der (« —1)*" Ordnung, wenn in ihm @ von den » Blittern von 
zusammenhiingen. In der Umgebung eines solchen Punktes ist dann jede 


Function 7 des Kérpers in eine Potenzreihe entwickelbar, welche nach 
1 1 


steigenden Potenzen von (x—a)* bzw. von (=)« fortschreitet, je nach- 





a a ten ae 2 


=m es G&G. heel 


an ht 0 OUheelClCUheet Cl OlC eli ll et rel e.,.DlC(iC RR |). AO 





n 


38 


le 








Algebraische Functionen einer Veriinderlichen. . 


441 


dem die unabhiingige Variable x in $$ den endlichen Werth a annimmt 
oder dort unendlich gross wird. 


In der Umgebung eines beliebigen Punktes § der Fliche & ist jede 
Function 4 des Kérpers K(x, y) in der folgenden Form dargestellt: 


g 1 ) @ 
(1) 9—(@—a)* (a +0,@—a)* ++.) = (e—a)* E(e|a), 


wo @ eine ganze Zahl und E(z|a) eine in der Umgebung der Stelle 
(a==a) gleichmiissig convergirende Potenzreihe mit nichtverschwindendem 
Anfangsgliede, oder kiirzer gesprochen eine Einheitsfunction fiir die Stelle 
a bedeutet; hier wie stets im Folgenden kann auch a = oo angenommen 


, , . 1 
werden, alsdann ist nur der Linearfactor «—a durch =, mu ersetzen. 


Ist » in der Umgebung von § in der Form (1) dargestellt, so sagt man, 
diese Function besitzt an jener Stelle die Ordnung 9. Ist oe >0, so heisst 
y regulir in $Y, ist dagegen 9 = —o eine negative ganze Zahl, so be- 
sitzt 4 dort einen Pol der Ordnung o. 

Wir betrachten zuerst die algebraischen Functionen » in der Um- 
gebung einer beliebig gegebenen endlichen oder unendlichen Stelle («= a) 
des Bereiches der unabhiingigen Variabeln xz. An dieser Stelle liegen im 
Allgemeinen » Punkte der Riemann’schen Fliche & iiber einander, jedoch 
ist diese Anzahl kleiner, wenn einer oder mehrere jener Punkte Ver- 
zweigungspunkte sind. Um die Untersuchung nicht unnéthig zu com- 
pliciren, werde ein fiir alle Mal angenommen, dass fiir (x = a) drei Ver- 
zweigungspunkte V,, Vz, V, iibereinander liegen, in denen bzw. a, B, 
Blatter von & zusammenhingen, so dass « + 8 + y =~ ist; und es sei 
ferner die Bezeichnung so gewiihlt, dass die « ersten Bliitter in V,, die 
folgenden in Vz, die y letzten in V, zusammenhiingen. Alsdann schreiten 
die Entwicklungen der ” conjugirten Zweige 9), ---, 4) einer beliebigen 


algebraischen Function in der Umgebung der Stelle (z =a) nach ganzen 
1 1 1 


Potenzen bzw. von (a — a)“, («—a)?, (w—a)’ fort, und zwar ergeben 


sich die Entwicklungen von 7),--- 4 aus der von x") dadurch, dass 
1 


man die Potenz (#—a)“ durch ihre @ conjugirten ersetzt, welche sich 
ja nur durch Einheitswurzeln von einander unterscheiden. Ist gw das 
kleinste gemeinsame Multiplum von «a, B, y, so kann man einfacher 


sagen, dass jene x Entwicklungen 7), 7@),---, 4 nach ganzen Potenzen 
1 


von ( —a)* fortschreiten. 


Es seien nun: 


Mathematische Annalen. LIV. 
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£ i 
4) = a,(wx—a)*" +6, (a—a)* +--,, 
r r-+1 


7 = a,(a—a)* +b,(a—a)* +--:, 
si Nea Thre ey Megs Rieen 
n™ = a, (a@— a) a b, (a— a) a + eee 


jene » Entwicklungen in der Umgebung der Stelle a, wo eben (x —a)* 
1 


die niedrigste Potenz von (x2— a)" ist, welche in mindestens einer dieser 


Entwicklungen vorkommt, so ist diese auch die héchste Potenz von 
u] 





(«—a), fiir welche der Bruch — an jener Stelle noch regulir ist; 


(2 — a)" 
r 


daher soll jene Potenz (x—a)" der Theiler von » fir jene Stelle a ge- 
nannt werden. Ist A(«) speciell eine rationale Function von x allein, so 
besitzt sie stets eine ganzzahlige Potenz von x—a bzw. von = als 
Theiler, und zwar ist jener Theiler im ersten Falle die in A(«) ent- 
haltene Potenz von x—a, im zweiten der negativ genommene Grad 
jener Function. Ist ferner (x—a)* der Theiler von A(x), und (a—ay 
der Theiler der algebraischen Function 4, so ist offenbar (a—a)**+¢ der 
Theiler des Productes Ay. 


§ 2. 
Alle algebraischen Functionen » des Kérpers K(x, y) kénnen durch 
n rational unabhingige unter ihnen 7 y2,---, 4, eimdeutig in der Form 


(1) Y= 1% + U2y2 +--+ + Une 
mit rationalen Functionen von « als Coefficienten dargestellt werden, und 
zwar bestimmen sich jene Coefficienten aus den » linearen Gleichungen: 


i? = u, qn? + uy? +--+ un”, («= 1,2,--5n) 
welche aus (1) dadurch entstehen, dass man in den (x -+ 1) Functionen 
N,%1>°** Ye Vou y und x y der Reihe nach durch seine » conjugirten 
Werthe y®, y®,---,y™ ersetzt. Die » linearen Functionen 1,---, 7, sind 
demnach dann und nur dann rational unabhingig, wenn die Determinante 


|). (t) (1) 
| 1, No ee q,, 


| (mn). (n) (n) | 
1%: % °° ° %, | 


einen von Null verschiedenen Werth besitzt. 
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Es sei (71, %2,---, %) ein beliebiges rational unabhiingiges System 
von Functionen des Kérpers K(x, y). Betrachtet man dann die Gesammt- 
heit aller derjenigen Functionen: 

{= ote + ues +--+ + Uatn, 
deren Coefficienten 1, u2,---, ut, beliebige, an ganze rationale Functionen 
von x sind, so bilden ie einen Theilbereich (YU) des Kérpers K(z, y), 
einen ,,Modul“ in der Dedekind’schen Terminologie, und das System 
(m1, %2,)°**) Mn) soll eine Basis fiir den Bereich oder Modul (%) genannt 
werden. , 

Sind (m1, 42,-+*; Mx) und (&, §,---, &) zwei Basen fiir denselben 
Bereich (2), so bestehen zwischen ihren Elementen zwei Systeme von 
je » Gleichungen 


b= >! Gin te} % = > bei, 
x=1 t=1 

in denen die Substitutionscoefficienten a;, und b,, ganze Functionen von 
« sind, deren Determinanten |a;,| und |b,:|, wie sich leicht ergiebt, von 
Null verschiedene constante Werthe haben. Zwei Systeme, welche in 
dieser Beziehung zu einander stehen, gehéren auch umgekehrt zu dem- 
selben Bereiche (2) und sollen im Folgenden dquivalente Systeme ge- 
nannt werden. Aus den obigen Gleichungen ergiebt sich, wenn man zu 
den Determinanten iibergeht, die Besiehung: 

ie| = |a,,| In, 
d. h. die Determinanten iquivalenter Systeme unterscheiden sich nur durch 
eine multiplicative Constante. 

Es sei jetzt (1, %2,-:-,,) irgend eine Basis, (%) der zugehérige 
Bereich oder Modul, und es sollen nun alle Functionen 4 von (2%) in 
der Umgebung der beliebigen Stelle (ga) untersucht werden, der wieder 
die drei iiber einander liegenden Verzweigungspunkte V., Vs, V, ent- 
sprechen. Es seien: 








vr) r2 TM 

(a—a)", (a—a)", -+-, (a—a)*" 
die Theiler der » Elemente y; fiir die Stelle a. Denkt man sich nun 
die »® Elemente der Determinante In’? | simmtlich nach Potenzen von 


(c—a) entwickelt, so ergiebt sich eine Gleichung: 
| "1 Tn | 


i1(7—a)r" 5 ues 
nt “tra 


on(e— a il teens » My (2 eo il =|a;,| (x —a) # fw 
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d 
Ist aber andererseits («—a)* der Theiler der Determinante iny"|, ist 
also die Entwicklung derselben von der Form: 
d d+1 
Ins | _— 8 (a —a)e + &(a@— a) . + ie 
so ergiebt sich aus der Vergleichung jener beiden Darstellungen un- 
mittelbar die Beziehung 
f§aty steed 
“ u =p’ 
und zwar ist die Summe der Exponenten links dann und nur dann gleich 
(x)| 


l P : ‘ 
dem Exponenten = des Theilers von Ini |, wenn die aus den Coefficienten 


der Anfangsglieder gebildete Determinante |a;,| einen von Null ver- 
schiedenen Werth hat. 

In diesem Falle soll das System (1, 72,--+; 4x) reguldr fiir die Stelle 
(« =a) heissen, und auf solche Systeme beziehen sich die nachfolgenden 
Betrachtungen. 
Es sei also (%:, 72,++-, Mx) irgend ein reguliires System und allgemein 


% 


(a—a)* der Theiler von y; fiir die Stelle a. Ist dann 
Y= UH Ue M2 +++ + UM 


irgend eine Function des Kérpers, so ist der Theiler von y fiir (# =a) 
mindestens gleich dem niedrigsten unter den Theilern der n Producte 
Uy 1, Ue%2,** +, Ue; dieser kann aber auch grisser sein, denn es kénnen 
sich ja in der Entwicklung der » conjugirten Zweige von y die Anfangs- 
glieder siimmtlich fortheben. Es gilt nun aber der Satz, dass dieser 
zweite Fall dann und nur dann eintritt, wenn jenes System nicht re- 
gular ist. 


In der That sei (r—a)* der niedrigste unter den Theilern der 
n Producte u;7;; dann kann die Entwicklung aller Coefficienten u;, - - -, Us, 
nach Potenzen von («—a) folgendermassen geschrieben werden: 
r—?f; r—r+1 
u(z) =¢(a—a)* +d(a—a) * +->, 
wo einige, aber nicht alle Anfangscoefficienten ¢,,¢2:,---,¢, gleich Null 
sein kénnen, denn nur dann besitzen alle jene Producte u;y; mindestens 


den Theiler (g—a)" und keinen héheren. Bildet man aber jetzt die 


r 
n Anfangscoefficienten C,, C,,---,C, von (c—a)“ in den m conjugirten 
Entwicklungen von 7 in der Umgebung von a, so hiingen diese mit den 
Anfangscoefficienten ¢;,---,¢, durch die x Gleichungen zusammen: 


—) 
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Cy = 1011 +++ Ondin, 

(2) ra? ae ee ae 

C, = C1 Un1 + ae + .CnGnny 

wo die Coefficienten a;, die Anfangscoefficienten der Elemente (n<”) sind. 

Da aber (m1,---,%.) regular, also |a;,| Z 0 ist, so kénnen jene n Anfangs- 


glieder nicht alle verschwinden, wenn auch nur eines der Anfangsglieder 
e; der Coefficienten von Null verschieden ist. 


§ 3. 
Den im vorigen Abschnitte bewiesene Satz kann man in der folgenden 
Form aussprechen: 
Ist (41, 42,°*-, Ma) ein beliebiges rational unabhingiges System, 
welches fiir eine Stelle a reguliir ist, so ist der Theiler einer 
beliebigen Function 


Y= UM TF Mays ++ Un Nn 
fiir jene Stelle gleich dem gréssten gemeinsamen Divisor der 
n Theiler von 1, U2%2, °° *) Ue%n, aus denen x besteht. 
Ist das System aber kein reguliires, so gilt jener Satz nicht, denn, wie 
aus den obigen Gleichungen (2) sofort hervorgeht, kann man die Anfangs- 
glieder ¢,, ¢2,---+, ¢, der Coefficienten w;(7) alsdann stets so bestimmen, 
dass die » Anfangscoefficienten C,,---, C, simmtlich verschwinden. Aus 
diesem Grunde ist daher der folgende Satz von fundamentaler Bedeutung: 
Jedes algebraische System ist einem reguliiren Systeme iqui- 
valent. 
Zum Beweise dieses Satzes nehme ich zuniichst an, dass die Stelle a im 
Endlichen liege; eine leichte Modification des Beweisganges zeigt, dass 
jener Satz auch fiir die Stelle «= oo richtig ist. Es mégen nun wie 
vorher die Theiler der Elemente des Systemes (m1, 42, --+, 4a) der Reihe 
"3 rg 'n ad 
nach gleich (x—a)", (1—a)",--+, (w—a)", und (a—a)*" jener 


: P | , vr; a 
Theiler fiir die Determinante nt” | sein, so dass stets > -~ as ist. 
Tr. 
Die Exponenten ss sind dann simmtlich Briiche, deren Nenner bzw. e, 


6 oder y sind, je nachdem das Anfangsglied des betreffenden Elementes 
» zu der Entwicklung um einen der drei bei « =a iibereinander liegenden 
Verzweigungspunkte V,, V3 oder V, gehért. Die Elemente 11, ---, qn 


: % 4 —_— 
sollen so angeordnet sein, dass die Exponenten - < 3 or 3 sind. 
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Zwei solche Briiche sollen congruent heissen, wenn sie sich nur um eine 
ganze Zahl von einander unterscheiden, wenn also z. B. : = “t +k ist, 
wo k eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Endlich seien die Blatter fiir 
den Augenblick so bezeichnet, dass das erste Blatt zu V,, das zweite 
zu V,, das dritte zu V, gehért, wihrend die iibrigen in irgend einer 
Reihenfolge auf diese folgen mégen. 


Wir betrachten nun neben dem Systeme (ni ) das System (a,,) seiner 


Anfangscoefficienten, und auch von diesem nur seine drei ersten Horizontal- 
reihen: 


‘Qu M2 + + + An 
(1) (a) =s lay (gg + > + Agn fj, 
431 M32 ++ * Agn 


denn alle folgenden unterscheiden sich ja von einer von diesen nur um 
a*, B° oder y'* Wurzeln der Einheit, je nachdem das zugehérige Blatt 
m V., Vs oder V, gehért, sie sind also durch diese mit bestimmt. Als- 
dann kann man, ohne jenes System im Sinne der Aequivalenz irgendwie 
zu andern, irgend eine Colonne von (a) von einer spéiteren abziehen, falls 


nur die zugehérigen Exponenten w. congruent sind. Ist namlich z. B. 
3 = 2 +k, wo also k >0O ist, und ersetzt man in jener Basis 4, 
durch 

"2 = Np — A(wx—a)'y,, 
so erhiilt man ein fiquivalentes System (1, y2',---, »), fiir welches das 
System der Anfangsglieder offenbar ist: 


Ay, Ay — Ady sities te My» 
(lz Cg, — Ada, + + + Aan 
M3, gg — Ag, + + + Asn, 


Ebenso kann man jede Colonne von (a) durch eine beliebige Constante 
—Te ‘ ‘ 1 
A dividiren, denn dann wird ja nur z. B. y, durch 7% ersetzt. 

Mit Hiilfe dieser beiden Siitze kann nun die verlangte Ueberfiihrung 
leicht bewerkstelligt werden: Von den drei Elementen der ersten Colonne 
von (@) in (1) muss mindestens eines von Null verschieden sein. Es sei a,, 
das erste von diesen; dann mache man es dadurch zu 1, dass man jene 
ganze Colonue durch a,, dividirt, und in dem so umgeformten Systeme 

0 Ay 7 
. wens 


Asy ° 
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mache man nun alle diejenigen Elemente der zweiten Horizontalreihe, 


. eo @ "; r . 
fiir welche die zugehérigen Exponenten -‘ zu —* congruent sind, dadurch 
uw rm 


zu Null, dass man von der betreffenden Colonne ein geeignetes Multiplum 
der ersten abzieht. In derselben Weise werde nun die zweite Colonne 


transformirt. Hier sei etwa yy Z 0; dann mache man dieses Element 


zu Kins und alsdann alle folgenden Elemente der ersten Zeile zu Null, 


es oss rr . 
fiir welche der zugehérige Exponent zu ; congruent ist. 


In derselben Weise kann man bis zur letzten Colonne fortfahren, es 
sei denn, dass einmal, etwa fiir die 7° Colonne, alle Elemente a;;, a2;, a3; 
zu Null geworden sind. Alsdann sind aber in dem zugehérigen trans- 

r, 
formirten Elemente 4; alle n Coefficienten von (a—a)*" in den n con- 
jugirten Entwicklungen gleich Null, d.h. 4; besitzt dann nicht den Theiler 
rj rj+1 
(«— a)" sondern einen héheren, also mindestens (x—a) “ . Ist dies 
aber der Fall, so ordne man die letzten Elemente 7;,---, 7, wieder nach 
der Grésse ihrer Theiler, wobei eventuell 7; mit einem spiiteren Elemente 
zu vertauschen ist. Da aber unter der hier gemachten Voraussetzung 


; os 1 
die Summe der Exponenten s : mindestens um ; gewachsen ist, und 


. : ‘ - o as 
da sie andererseits nicht iiber = hinaus zunehmen kann, so muss man 


bei Fortsetzung des Verfahrens zuletzt zu einem Systeme kommen, bei 
welchem niemals alle Elemente einer Colonne zugleich Null sind. Fiihrt 
man jetzt die hier geschilderte Umformung bis zu Ende durch und ordnet 
dann die Colonnen so, dass zuerst diejenigen stehen, in welchen das erste 
der drei Colonnenelemente gleich Eins ist, dann alle die, fiir welche das 
zweite Element gleich Eins ist, so erhiilt man ein zu (m1, %2,°**; Mn) 
aiquivalentes System, dessen Anfangssystem jetzt die folgende Gestalt hat: 


dTi---1ls 10---03; OG---@ 
(1*) @ @--'@; 11---1; O00---90 
a Sn a a ae ccc | 


Die Anzahl der von Null verschiedenen Elemente der ersten Zeile muss 
dann genau gleich a sein; da niimlich diese Zeile zu V, gehdrt, so 


miissen alle Exponenten -',--- incongruente Briiche mit dem Nenner a 


sein, und ihre Anzahl kann daher nicht grésser als « sein, da es nicht 
mehr als « incongruente Briiche mit diesem Nenner giebt; genau ebenso 
folgt, dass die Anzahl der Elemente Eins in der zweiten bzw. dritten 
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Zeile héchstens 6 baw. y sein kann. Endlich kann aber auch keine jener 
drei Anzahlen kleiner sein als «, 6 oder y; denn sonst wiirde man ja 
in mindestens ejner Colonne lauter Nullen erhalten, das Verfahren wiire 
somit noch nicht bis zu Ende durchgefiihrt. 

Die zu den « ersten Colonnen dieses Systemes gehérigen Exponenten 


2 besitzen nun alle den Nenner @; sie bilden somit ein vollstiindiges 


System incongruenter Briiche mit diesem Nenner und mégen daher jetzt 
durch 
0, oe Cg 


a’? a? a 


bezeichnet werden. Genau ebenso mégen die Briiche 


46 Ts 


6, 6 Tt tT 
@ rn. wey 4 und oe = wey 3 
die Exponenten bezeichnen, welche bzw. zu den # folgenden und zu den 
y letzten Colonnen gehéren und welche ebenfalls vollstindige Systeme 
incongruenter Briiche mit dem Nenner 6 und y bilden. 

Schreibt man jetzt die Anfangsglieder fiir alle « zu V, gehdrigen 
Blatter unter jene erste Zeile hinunter und beachtet dabei, dass diese 
sich von jener ersten nur um a‘® Wurzeln der Einheit unterscheiden, so 
bilden die « ersten Colonnen ein Partialsystem: 


@; We + ie 
(2) Se = . . . - ; 
c— — * at ’ 
\ 0, 0, lla @. 


dessen Determinante den von Null verschiedenen Werth «* besitzt, denn 
sie ist die Quadratwurzel aus der Discriminante der Kreistheilungs- 
gleichung o@*— 10. Alle Elemente der 6+ y folgenden Colonnen 
aber sind gleich Null. Schreibt man in derselben Weise alle n? Anfangs- 
glieder jenes transformirten Systemes unter die erste, zweite oder dritte 
Zeile unseres transformirten Systemes, so erhilt man ein System, welches 
in leicht verstindlicher Bezeichnung folgendermassen geschrieben werden 
kann: 

‘S., 0, 0 

=>, Ss, 0 ? 

arm 3 S,, 

wo S, das System (2) von « Zeilen ist und S; und S, die entsprechenden 


aus den #*" und y" Einheitswurzeln gebildeten Systeme von # bzw. 
y Zeilen bedeuten. Die Sterne bedeuten, dass dort verschwindende oder 

















Algebraische Functionen einer Veriinderlichen. 449 


nicht verschwindende Elemente stehen, welche bzw. aus den Gréssen 
a;, b;, ¢; und den beziiglichen Einheitswurzeln gebildet sind. Da nun 
die Determinante |S| jenes Systemes durch die Gleichung 

Y 


a 8B 
| S| = | Sa] -|Sp| -|S,] = a? - B® + y® 
bestimmt, also von Null verschieden ist, so ist das so gefundene System 
regular, also der Satz vollstindig bewiesen. 
Ist die Stelle a= co der unendlich ferne Punkt, bei welchem die © 
drei Verzweigungspunkte V,, V;, V, iibereinander liegen, so ist der 
einzige Unterschied der, dass das System 


Qy1 Ae2++* An 
(a) => (lai lag + + + Aan 
M31 Age. + + + Agn 


im Sinne der Aequivalenz ungedndert bleibt, wenn man irgend eine 
Verticalreihe von einer friiheren abzieht, falls die beziiglichen Exponenten 
congruente Briiche sind. Ist nimlich wieder etwa _ = . +k und er- 


setzt man jetzt y, durch 

M1 = % — Aa ne, 

so sind die Coefficienten von (-.)’ jetzt baw. gleich a,,—Ad,,, @;—Adgg, 
3, — Ads,. In diesem Falle muss man also die Transformation nicht 
von der ersten, sondern von der letzten Colonne aus beginnen, man er- 
kennt aber ohne Weiteres, dass man zuletzt zu genau demselben Resultate 
gelangt, wie friiher. 


§ 4. 
Die Fundamentalaufgabe der Theorie der algebraischen Functionen 
kann nunmehr folgendermassen formulirt werden: 
Es sollen alle Functionen des Kérpers K(x, y) gefunden werden, 
welche in h beliebig gegebenen Punkten 
Ri, F, ow 2 oF 
(I) der Kugelfliiche R mindestens von den Ordnungen 
a re * 
sind und sich im Uebrigen auf der ganzen Kugelfliche regular 
verhalten. 
Diese Aufgabe laisst sich wesentlich einfacher aussprechen, wenn man 
jene Punkte zu einem Punktsysteme 


DA RR wi 
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vereinigt, in welchem jeder der kh Punkte $8; denjenigen Exponenten 4; 
erhalt, welcher durch die zugehérige positive oder negative Ordnungszahl 
4; bestimmt ist. Ohne jenes System 0 im Geringsten zu fndern, kann 
man ihm einen oder mehrere Punkte mit dem Exponenten Null hinzu- 
fiigen, und ebenso kann man aus © alle diejenigen Punkte fortlassen, 
deren Exponent gleich Null ist. 

Eine Function & gehért zu dem Punktsystem 0, wenn sie in eiuem 
jeden Punkte $$ desselben mindestens die zugehérige Ordnungszahl 4; 
besitzt und sich im Uebrigen regulir verhilt; bei Benutzung dieser Defi- 
nition kann die zu lésende Aufgabe folgendermassen ausgesprochen werden: 
I’) Es sollen alle Gréssen des Kérpers K(, y) gefunden werden, 

. welche zu einem gegebenen Punktsystem 0 gehéren. 

Bei der Lésung dieser Aufgabe kann ohne jede Beeintriichtigung ihrer 
Allgemeinheit vorliiufig angenommen werden, dass weder einer der Basis- 
punkte %,, ®:,---,8,, von O noch auch einer der Verzweigungspunkte V,, 
V3,-++,V5 der Kugelfliiche 8 an der Stelle « =o sich befinden. Sollte 
dies nimlich nicht der Fall sein, so geniigt es offenbar, von vornherein 
an Stelle von x die Grésse 

, 1 

el ee 
als unabhangige Variable einzufiihren und a, irgendwie so zu wihlen, dass 
an der Stelle (z=a,) keiner jener Punkte sich befindet. Im Folgenden 
kann und soll daher vorliufig angenommen werden, dass jene Voraus- 
setzung bereits fiir die Variable «x erfiillt ist. 

Das Problem (1) kann nun leicht auf die Lésung der folgenden ein- 
facheren Aufgabe zuriickgefiihrt werden: 

Es sollen alle Functionen der Kérpers K(x, y) gefunden 
werden, welche in den hk im Endlichen liegenden Punkten 
(I*) ¥,, Bo,---, PB, bzw. mindestens die gegebenen Ordnungszahlen 
Ai, 42, +++, a, besitzen und sonst fiir alle im Endlichen liegenden 
Punkte regulir sind.” 
Alle diese Functionen bilden dann einen Bereich (J), ein ,,[deal* in der 
Dedekind’schen Terminologie. Dieser Bereich ist durch das zugehdérige 
Punktsystem © vollstindig charakterisirt. 

Fiir die einem Bereiche (J) angehérigen Functionen bestehen offenbar 
folgende Siatze: 

1) Sind %, %2,---, 4, irgendwelche Functionen des Bereiches (J), 
so gehért auch jede Function 

N= U1 %1 + Usys + --- + w,7, 
demselben Bereiche an, wenn die Coefficienten beliebige, aber ganze 
Functionen von x sind. 
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2) Jede Function € des Kérpers K(x,y) kann mit einer solchen 
ganzen Function g(a) von x multiplicirt werden, dass das Product = g-& 
zu (J) gehért. Gehért nimlich die Function £ nicht schon selbst zu (J), 
so ist sie nur in einer endlichen Anzahl von endlichen Stellen nicht 
regulir, bzw. von niedrigerer als der verlangten Ordnung, und man kann 
daher g(x) stets so wiihlen, dass das Product 4 = g(x) dem Bereiche 
(J) angehdort. 

3) Aus 2) folgt, dass man stets ein System von m rational unab- 
hiingigen Functionen (y;, 42,°:-,%x) von K(x, y) so wihlen kann, dass sie 
simmtlich zu (J) gehdren; denn ist {, &,---,&  irgend ein solches 
System, dessen Elemente nicht alle zu (J) gehéren, so kann man dasselbe 
durch Multiplication seiner Elemente mit ganzen Functionen 4;, g2,- ++; Jn 
in ein anderes, offenbar ebenfalls unabhiingiges System (9; £1, gz &,-++)Gn&n) 
= (1, N2,°**; Yn) verwandeln, dessen Elemente jenem Bereiche angehéren. 
Alsdann gehért nach dem ersten Satze jede Function 

N= UN + Wey +--+ + Uy, 
mu (J), wenn die Coefficienten i, W2,°--, tt, beliebige ganze Functionen 
von x sind. Bilden also (1, y2,-°:; 4a) irgend ein rational unabhingiges 
System, dessen Elemente siimmtlich dem Bereiche (J) angehéren, so ge- 
hért der ganze durch (1, %2,---, 4x) constituirte Modul (2) ebenfalls 
zu (J). 

Es sei nun (71, %2,°**;%n) eine beliebige Basis, deren Elemente simmt- 
lich dem Bereiche (J) angehéren, dann gehért der ganze durch sie con- 
stituirte Modul (20) ebenfalls zu (J) und bildet somit einen Theilbereich 
jenes Ideales, jedoch fallen im Allgemeinen jene beiden Bereiche nicht 
zusammen, sondern es giebt Functionen von (J), welche nicht zu (2%) 
gehéren, welche also, durch die Basis (41, y2,---, 7.) ausgedriickt, in ge- 
brochener Form erscheinen. Man kann aber aus jener Basis stets eine 
andere (€,&,---,) von der Art ableiten, dass dieselbe eine Basis fiir 
das ganze Ideal bildet, dass also der durch (&, &,---,&) reprasentirte 
Modul mit dem Bereiche (J) identisch ist; eine solche Basis soll ein 
Fundamentalsystem fiir (J) genannt werden. 

Zu diesem Zwecke untersuchen wir das System (71, 72,::+,%,) Wieder 
in der Umgebung irgend einer endlichen Stelle a. Es mégen hier 
wieder die drei Verzweigungspunkte V,, V; und V, iiber einander 
liegen, und es seien g, 6 und t die Ordnungszahlen, welche alle Func- 
tionen von (J) dort mindestens besitzen miissen; diese Zahlen sind dann 
entweder gewisse unter den Exponenten 4, d2,---, 4, des zu (J) ge- 
hérigen Systemes 0 oder aber sie sind gleich Null, je machdem der 
betreffende von jenen Verzweigungspunkten’ V,, V;, V, zu $i, P2,+--, Bi 
gehért oder nicht. 
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Dann kann man, wie jetzt gezeigt werden soll, von dem beliebig 
gegebenen Systemte (71, y2,---7,) ausgehend zu einem anderen (£1, 2, ---&:) 
gelangen, welches als ein Fundamentalsystem fiir (J) in Bezug auf die 
Stelle (2a) bezeichnet werden kann. Dasselbe zerfallt nimlich, ent- 
sprechend den drei zu a gehériger Verzweigungspunkten V,, V3, V,, in 
drei Partialsysteme: 


b1,°°+ be5 Cot1,°** ba+s3 Cot ptir’’* &a- 
Betrachtet man das erste, zu V,, gehdrige Partialsystem 


fy o, nn + 


fiir sich, so beginnen die Entwicklungen seiner « Elemente in der Um- 
gebung von V, mit 
£ e+! ete) 
(4—a)*, (~— a) ‘* »*++(@—a) ” ’ 





besitzen also hier der Reihe nach die Ordnungszahlen 

eo, e+1,---e+a—l, 
wahrend in der Umgebung der anderen Punkte V; und V, alle ihre 
Glieder bis zu einer beliebig hohen Potenz von («— a) hin fortfallen, so 
dass man in diesem Sinne behaupten kann, dass ihnen fiir V; und V, die 
Ordnungszahl co zukommt. Jenes Fundamentalsystem 


fi, fe, --* a3 Cotiy Set2,*** bate; Cap etiy'** Sn 
besitzt also der Reihe nach die Ordnungszahlen: 


fiir V.: e, o+1;'--e+a—l; 0c ow -:-c 7 GO OO -+:00, 
fiir Vz: CO © ---00 ; 6, 6+1,---6+fB—1; © © -:::o, 
fiir Vy: CO Cf :::% 5; CO CO ++-a ; @, t+1,---t4-y—1. 
Kin solches System von « Elementen £, &,---+€, welches in der Um- 


gebung eines Punktes V, die Ordnungszahlen 9,9-+1,---oe+a«—1, 
aber fiir alle dariiber liegenden Punkte der Riemann’schen Fliche V,, V,, 
die Ordnung oo besitzt, soll ein Partialsystem von der Ordnung @ fiir den 
Punkt V., genannt werden. Mit Hiilfe dieser Bezeichnung kann der zu 
beweisende Satz folgendermassen ausgesprochen werden: 

Jede zu (J) gehérige Basis (y:, y2,--- ,) kann in eine 
andere transformirt werden, welche in lauter Partialsysteme, 
entsprechend den an der betrachteten Stelle iiber einander 
liegenden Punkten V., V3, V,, zertillt, und deren Ordnungen 
e, 6,7 gleich denen sind, welche die zugehérigen Punkte in 
dem Bereiche (J) besitzen. 

Zum Beweise dieses wichtigen Satzes braucht man nur zu zeigen, 
dass (m1, --- 4.) in ein anderes System (&,--- §,) transformirt werden 
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kann, welches nur in der Umgebung eines jener drei Verzweigungspunkte, 
etwa von Vy, die verlangten Eigenschaften besitzt, dass niimlich seine 
ersten a -+ 6 Elemente {,--- £44, dort die Ordnungszahl oo besitzen, 
wihrend die y letzten f41941,::-§& der Reihe nach die Ordnungszahlen 
t, T+1,---c-+y7—1 haben. Ist dieser Beweis niimlich gefiihrt, so 
kann man das ganze System successive fiir V,, V3, V. so umformen, dass 
es ein Fundamentalsystem fiir (J) in Bezug auf die Stelle (aa) wird. 

Wir nehmen zuniichst an, dass die Punkte V., Vz, V, so bezeichnet 


sind, dass £ < 7 < = ist; ferner denken wir uns, das gegebene System 
von vornherein so gegeben, dass es fiir die Stelle a reguliir ist, was nach 
den Resultaten des letzten Abschnittes stets méglich ist; es sei wieder 


das aus den Anfangscoefficienten gebildete dreizeilige System das folgende: 


(ty Ag+ ++ Mes 11---1; 00.---0O 


$2-:- Oy O00 0608 
Dy by + + + da; Cy C2 ++ * C35 00-0} 


Die Exponenten der zugehérigen Theiler der letzten y Elemente 


Ya+B+1, Ya+p+2,°** Yny 
auf welche es im Folgenden allein ankommt, 
7? Ty —1 
St ye’ Were 
bilden dann ein vollstiindiges System incongruenter Briiche mit dem 
Nenner y, welche alle gleich oder grésser als = sind, und die von vorn- 


herein so geordnet vorausgesetzt werden kénnen, dass sie der Reihe nach 
den y aufeinander folgenden Briichen 


t t+1 t+y—1 


:? 9? y 





congruent sind, so dass also allgemein 


tT. , ? 
: —'t'+h, (6 == 0, 1,---y—1) 
ist, wo k; eine ganze nicht negative Zahl bezeichnet. Alsdann bleibt 


z. B. das zu dem Theiler 


To t 


(a—a)’ = («#— a)? si 


gehérige Element y2+4,+41 in dem Bereiche (J), wenn man dasselbe durch 
die ganzzahlige Potenz («—a) dividirt; denn alsdann beginnt es in der 


Umgebung von V, genau mit der a, aber bei V, und Vz mit einer 
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es t . . . . oa 
héheren als der _ Potenz von « — a, also a fortiori mit einer héheren 


als der Sten bezw. 4 ‘en Potenz, wahrend ihr Verhalten fiir alle anderen 


endlichen Stellen durch die Division mit («—a)* offenbar in keiner 
Weise geindert ist. Genau ebenso kann man weiter erreichen, dass fiir 
diese letzten y Elemente die Exponenten der beziiglichen Theiler der Reihe 
nach die Briiche : . tt, tes ctrat sind, wihrend sich das System 


der Anfangscoefficienten sonst in keiner Weise geiindert hat. 

Jetzt kann man endlich bewirken, dass die a + 8 ersten Elemente 
in der Umgebung von V, siimmtlich die Ordnungszahl oo besitzen. In 
der That sei etwa ¢ die Ordnungszahl von »,, also: 


t 
"4, = e(a—a)’ +--- 


. : ‘ = . t Tt ° 
die Entwicklung von y in V,, so ist = yo und einem Bruche der 


‘ t 1 —1 t a 
Reihe =e a, vee EE — congruent. Ist also z. B. —™ ue +k 
und ersetzt man y, durch das neue Element 

1 = % — e(t@— a) ya+p4i—1, 
so erhailt man eine neue Basis (71, y2,--- M2), aber 4; ist von einer 


mindestens um Eins héheren Ordnung als 7,, da sich hier das Anfangs- 


t 

glied e(z—a)’ forthebt. Geht man in derselben Weise fort, so erhiilt 
man schliesslich ein neues System, dessen « +- 6 erste Elemente in V, in 
der That von beliebig hoher Ordnung, also von der Ordnung oo sind. 

Jetzt forme man die a+ 8 ersten Elemente m, 72, --- Ya+9 des 
neuen Systemes so um, dass dasselbe in der Umgebung der beiden ersten 
Verzweigungspunkte regulir wird. Hierdurch wird an dem Verhalten 
des ganzen Systemes in der Umgebung von V, gar nichts geiindert, da 
seine « + 6 ersten Elemente vor und nach jener Umformung die Ord- 
nung co haben. Alsdann reducire man genau wie vorher die Exponenten 


% 4% “2.03 . ‘ , 
s>,—a@,°++-— der Theiler von my41,-+: Yetg der Reihe nach aut 
B ? Bp? B Ya+1) lat; 


6 6+1 et+f—1 





und bewirke dann wieder, dass sowohl die « ersten 


at Saree . 

als auch die y letzten Elemente die Ordnung oo erhalten; und endlich reducire 
man in gleicher Weise die Exponenten der Theiler von 9, - + - % auf 
2 «x3 


- pose 1s * und die Ordnungszahlen der 6 + y folgenden Ele- 


mente in der Umgebung von V, auf ow. 


7 @ 


Man erkennt so, dass auf 
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diesem Wege das ganze System in der verlangten Art umgeformt wird, 
da bei keiner jener Transformationen das Ergebniss eines friiheren Schnittes 
vernichtet wird. 


g 5. 


Das im vorigen Abschnitte gefundene System 


b1,° ++ bat Satay batp; Sap atar'** be 
ist zwar noch: kein absolutes Fundamentalsystem fiir das Ideal (J), da- 
gegen kann es als ein solches fiir die Stelle (@ =a) bezeichnet werden. 
Es gilt niimlich der Satz: 

Eine algebraische Function 


f= mb + +> + tbs 

kann nur dann dem Bereiche (J) angehéren, wenn alle Coef- 

ficienten 1, ¢2,+--U, an der Stelle (2a) endlich sind, wenn 

also keiner derselben den Linearfactor «—a im Nenner 

enthiilt. 
In der That: Wire dies nicht der Fall, so kénnte man offenbar » nicht 
simmtlich verschwindende Constanten ¢, ¢2,---¢, so bestimmen, dass die 
Function 

CE tee hot: +e, 8, 


rT—a 





[= 


dem Ideale (J) angehérte. Ist aber c; die erste nicht verschwindende 
dieser » Zahlen und ist z B. i<a@, so ist das erste Glied der Ent- 


: , a ¢, f, 
wicklung von € in der Umgebung von V, dasjenige, welches von eae 


herriihrt, also gleich 
rt? . 
c(a—a) * ‘ 
und dieses hebt sich nicht fort, da y;4:1,--+ 4 von hdherer Ordnung als 
y: und alle folgenden von der Ordnung oo sind. Da somit die Func- 
tion € unter dieser Voraussetzung von der Ordnung e@ — («—i-+ 1), also 
von niedrigerer als der gp" Ordnung wiire, so gehért sie nicht zu (J), 
und die soeben aufgestellte Behauptung ist bewiesen. 
Durch die elementaren Betrachtungen der Determinantentheorie er- 
schliesst man, dass jedes Fundamentalsystem (y1, --- 4) fiir die Stelle a 
aus einem von ihnen ({,---§€,) durch eine Substitution 


Ni => Aix (x) eS 


hervorgeht, deren Coefficienten a,, fiir jene Stelle ganz sind, also den 
Factor (2—a) nicht im Nenner enthalten, und deren Determinante durch 


* 
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denselben nicht theilbar ist. Bildet man fiir zwei solche ,,fiir die Stelle 
| und |e 


a fquivalente Systeme“ die Determinanten | a” | 





| , so besitzen 


diese also dieselbe Potenz von (a—a) als Theiler. 
Es ist jetzt leicht, die Potenz des Linearfactors (x—a) zu ermitteln, 


welche in der Determinante D = | a!” | dieses Fundamentalsystemes fiir 
die Stelle (z = a) enthalten ist. Hierbei kénnen nimlich alle diejenigen 
Elemente 7” einfach durch Null ersetzt werden, deren Ordnung an den 


betrachteten Stellen V., V3, V, unendlich gross ist. Thut man aber 
dieses, so reducirt sich D einfach auf das Product 
Da + Ds + Dy, 
wo D., Dz, D, die Determinanten der zu den drei Verzweigungspunkten 
gehérigen Partialsysteme bedeuten. So ist z. B. 
(i) ) (1) (1) | 











| , Ns “ee Ne | 

(2) , (2) (2) 

dD, = = = 

(a) | (@) (a) 

n, Ns eee no 
Beachtet man ferner, dass ”; ee yi nebst allen ihren Conjugirten bzw. 

e ete? : 
mit (c—a)*,---(a—«) “*  beginnen, so erkennt man, dass die Deter- 
minante D, mit 
C4 Ot! s...4 ete! e+ 8S 
(z—a)*" « @ == (x—a) 


beginnt, und dieses Glied hebt sich nicht fort, da sein Zahlencoefficient, 
die aus den Anfangsgliedern von D, gebildete Determinante, wie in (2) 


S. 448 gezeigt wurde, von Null verschieden, nimlich gleich a? ist. 
Nimmt man jetzt also allgemein an, dass an der Stelle a nicht bloss 
drei, sondern beliebig viele Verzweigungspunkte V,, Vz, V,,--- V5 tiber 
einander liegen, so ergiebt sich, dass die Determinante D = |u| genau 
durch die Potenz 
a—l 


: ¥ es. «et 
— tor--f? 2 + = 


o 


i ae 


= (x—a) 
theilbar ist, wo r die Summe der Ordnungszahlen bedeutet, welche den 
Punkten V,,--- Vy fiir das Ideal (J) zukommt, und 0 =X (a—1) die 
Summe der Ordnungszahlen ist, welche jene Verzweigungspunkte auf der 
Kugelflache & besitzen. 

Formt man nun das so erhaltene System fiir eine andere Stelle 
(ab) ebenso um, so erhilt man ein neues System, dessen Determinante 
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’ 


den Linearfactor « — } in der entsprechenden Potenz r’ + 2 enthilt, ohne 


2 


dass sich ihre iibrigen Linearfactoren geindert haben. Geht man nun 
von einem beliebigen Systeme (1, -- + %,) aus und formt dasselbe 
successive in der Umgebung aller derjenigen Stellen a, b,--- in der hier 
geschilderten Weise um, fiir welche die Determinante die zugehérigen 
Linearfactoren «—a, x—b,--- noch nicht in der niedrigsten Potenz 


r+ — r+ :. --+ enthalt, so gelangt man nach einer endlichen Anzahl 


von solchen Reductionen zu einem Systeme (§,---,), welches fiir jede 
endliche Stelle von & ein Fundamentalsystem fiir den Bereich (J) ist; 
dieses System ist also ein absolutes Fundamentalsystem fiir (J). 


§ 6. 


Wir benutzen das soeben gefundene Resultat zunichst zur Ableitung 
eines fiir das Folgende wichtigen Satzes: Ist (&1---£o , fe 41°: be49, Sa4341)°**n) 
wieder ein Fundamentalsystem fiir das Ideal J, welches entsprechend den 
bei der Stelle (va) iibereinander liegenden Verzweigungspunkten V,, Vz, V, 
in die drei Partialsysteme bzw. von den Ordnungen 9, 6, t zerfillt, so ist: 


Ea _ g, + Ea44 + bap 
eine Function des Bereiches (J), welche in den conjugirten Punkten 
Va, Ve, Vy, die der Stelle (aa) entsprechen, genau die Ordnungs- 
zahlen 9, 6, t besitzt, welche den Punkten V,, Vz, V, im dem Punkt- 
systeme © zukommt, wobei z. B. 9 = 0 zu setzen ist, wenn V, gar nicht 
in OQ auftritt u.s w. So kann man fiir eine jede Stelle (2a) der 
unabhingigen Variablen eine solche zugehirige Function & innerhalb (J) 
berechnen. 

Es seien nun: 

=a, c=b,---4#—C€ 
alle und nur die Werthe der unabhiingigen Variablen, denen iiberhaupt 
Punkte im Punktsysteme © entsprechen, und es bedeuten: 


Ea, &, ied. gE. 
Functionen von (J), welche bzw. den Stellen a, b,---c in dem eben 
angegebenen Sinne zugehéren. Es sei endlich: 
T(x) = (a—a)’ (w—b)'- - - (a—e)! 

eine ganze rationale Function von « allein, welche dem Ideale (J) ebenfalls 
angehért, welche aber in jedem Punkte $8; von O von hoherer als der 
4;*" Ordnung ist; offenbar kénnen die positiven Exponenten 1, s, - - - ¢ stets 
so gross gewihlt werden, dass diesen Bedingungen geniigt wird. 
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Bilden wir dann die Summe: 


; T 
fom Be + 


a2—a)y 


2) 


a Te) 
(a — b)* 


? 
(a — c)' 


so ist —) eine Function von (J), welche an jedem Punkte $3; des Punkt- 
systemes 0 genau von der zugehérigen Ordnung 4; und von keiner héheren 
Ordnung ist. In der That, gehért 8, z. B. zu der Stelle (c—a), so ist 
n. d. V. & in $8; genau von der 4," Ordnung, wihrend rons hier von 
xr— a) 
der nullten, alle folgenden Summanden von £ aber von hdherer als der 
4," Ordnung sind, und das Entsprechende kénnen wir fiir jeden anderen 
Punkt des Punktsystemes 0 beweisen. 


Eine Function §), welche in jedem Punkte ‘8; eines Punkt- 


systemes OD = B tee. p * genau von der Ordnung 2, ist, soll 
(I) eine zu 0 zugeordnete Function genannt werden. Zu einem 
beliebigen Punktsysteme 0, dessen Exponenten A; positiv negativ 
oder auch Null sein kénnen, kann man also stets eine zu- 
geordnete Function &) berechnen. 
Aus diesem Satze ziehen wir gleich einige Folgerungen. Es sei 
(a =a) eine beliebige endliche oder die unendlich ferne Stelle der unab- 
hangigen Variablen, und es mdgen: 


Bi, Po, --- B® 


die sammtlichen zugehérigen conjugirten Punkte der Riemann’schen Fiche 
sein, welche regulire oder Verzweigungspunkte sein kénnen. Wihlen 
wir dann: 


O= PB Ps --- $B, 


so ist die zugeordnete Function §) so beschaffen, dass sie in $8, endlich 
und von Null verschieden ist, wihrend sie in allen conjugirten Punkten 
verschwindet. Wiahlen wir ferner einfach 


OY’ = f,, 


so verschwindet die zugeordnete Function £9; in $8,, und zwar genau von 
der ersten Ordnung: Es bestehen also die beiden Siitze, welche im Folgen- 
den gebraucht werden sollen: 

Innerhalb eines Kérpers K existiren stets Functionen, 
welche in einem beliebigen Punkte $8, endlich und von Null 
verschieden sind, in allen conjugirten Punkten aber verschwinden, 
und ebenso existiren stets Functionen, welche in einem be- 
liebigen Punkte von der ersten und von keiner héheren Ord- 
nung sind. 


(I) 





s" 
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_— ae a 2. 
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Ebenso, wie durch ein Punktsystem 0 das zugehérige Fundamental- 
system, so ist auch durch das Fundamentalsystem das zugehérige Punkt- 
system © eindeutig bestimmt. In der That ergiebt sich nimlich offenbar 
aus den Resultaten des vorigen Abschnittes der folgende wichtige Satz: 

Ein System (&, &,---&) ist damn und nur dann ein 
Fundamentalsystem fiir ein Punktsystem, wenn es fiir jede 
endliche Stelle (« = a) einem anderen iquivalent ist, welches 
entsprechend den jener Stelle zugehérigen Punkten V,, Vz,--- Vy 
der Riemann’schen Fliche in lauter Partialsysteme zerfallt. Ist 

(LT) dann fiir einen beliebigen Punkt $$ das zugehérige Partial- 
system von der Ordnung 4, so enthilt das Punktsystem 0 
genau die 4° Potenz von §, d. h. es ist: 


o—]]¥. 


wo das Product offenbar nur iiber diejenigen Punkte § erstreckt 
zu werden braucht, fiir welche die Ordnungszahlen 4 von Null 
verschieden sind. 
Endlich wollen wir diese Eigenschaft des Fundamentalsystemes fiir 
ein Punktsystem 0 dazu benutzen, um die Determinante 


DD) = [29,89 --- 
des zugehérigen algebraischen Systemes zu berechnen. Da ihr Quadrat 
eine rationale Function von « allein ist, so ist diese Aufgabe gelést, wenn 
man angeben kann, wie oft ein beliebiger Linearfactor « — a in D(Q) 
enthalten ist. Nun war aber fiir jede Stelle (vw = a) 


D(Q) = De Ds +++ Dy 





wenn D, --- D, die Determinanten der einzelnen zu (4 =a) gehérigen 
Partialsygteme bedeuten, und da ferner fiir jedes Partialsystem z. B. die 
a—t1 
+.-.- 


Determinante D, genau durch (a—a) 2 theilbar war, etc., so ergiebt 
sich fiir D(Q) sofort die einfache Darstellung: 
a—1 
(1) _ D®) =[]@-—0* 7, 
(¥) , 

wo sich das Product zunichst auf jeden endlichen Punkt $ erstreckt, und 
4 seine Ordnungszahl fiir 0, «—1 seine Verzweigungsordnung und 
xz —a den zugehérigen Linearfactor bedeutet. 

Diese Gleichung kann man in einer sehr tibersichtlichen Form 
schreiben. Zu diesem Zwecke betrachten wir statt 0 speciell das Punkt- 
system 0, = 1, welches also keinen einzigen Punkt in einer von Null 
verschiedenen Potenz enthilt; dann sind die zu 0, gehérigen Functionen 
30* 
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alle und nur die ganzen algebraischen Functionen von K, da sie allein sich 
fiir alle endlichen Punkte reguliir verhalten. Ist dann (&), &&,---&,) ein 
Fundamentalsystem, fiir , — 1, so ist seine Determinante, da hier alle 
Exponenten h; Null sind, nach dem soeben bewiesenen Satze gleich: 


(2) Da) =[] @—« *, 


wo das Product nur auf alle Verzweigungspunkte ausgedehnt zu werden 
braucht, da fiir alle anderen Punkte die Exponenten «—1 verschwinden. 
Sind ferner 
st, &-——®,**:F-—G@ 


die zu den h Basispunkten $,, B2,--- 8%, von O gehdrigen Linearfactoren, 
von denen auch einzelne einander gleich sein kénnten, und setzt man: 


a a a 
(3) N(Q) = (e@—a)"* (@—a)? --- (@—aa)", 
so kann unsere Gleichung (1) mit Benutzung von (2) und (3) in der 
eleganten Form geschrieben werden: 


D(Q) = N(Q)- D(1). 
Da endlich der Grad J von N(Q) gleich 
l=Atds tess +a 


also gleich der Ordnung des Punktsystemes © und der Grad von 
D(1) gleich: 

4 1 ’ 

t=1S@—9, 


d. h. gleich der halben Gesammisumme der Verzweigungsordnungen fiir 
alle Verzweigungspunkte ist, so ist der Grad der Determinante |€”| gleich: 
w 
l oa o e 
Die Zahl w wird die Verzweigungszahl der Kugelfliche ® genannt. 


g 7. 
Zu jedem Systeme von n*® Elementen: 
"ey 
2) _@) (2) 
(1) eet er Salle 
” ne” eee n” 


mit nicht verschwindender Determinante H gehért ein anderes, das s. g. 
complementiire System: 








(1 





— 
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or 


mn 
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~(1) —(1) ~(1) 
7 19 Ny 0° Ny \ 


—(2) —(2) —(2) 
(la) (7) = My > Ny 9 °2° Ty 


i, Og 
welches aus dem zu (y) reciproken Systeme (y)—! einfach durch Ver- 
tauschung der Horizontal- und Verticalreihen hervorgeht. Fiir dieses 
complementire System ist also z. B. 


ag ® ... g® 
(2) (2) 1 2 n 
a Me ae 
(1 b) n; => —_- : $ . 2 n 
” | ny”, eee n” ° 
n n (n n 
ni ny” rok ny” 








u.s. w. Aus dieser Definition ergeben sich sofort die folgenden Funda- 
mentaleigenschaften der complementiren Systeme: 

I) Ist (4), wie bisher angenommen wurde, ein algebraisches System 
von « und y, dessen Zeilen also durch Vertauschung von 4; mit ¥2,--- 4» 
aus seiner ersten hervorgehen, so gilt dasselbe von dem complementiren 
Systeme. In der That folgt zunachst aus der Gleichung (1b), dass z. B. 
7) eine rationale Function von 4, y2,--Y» ist, welche aber in ys, ¥3,°--Yn 
symmetrisch ist, mithin rational durch y, allein dargestellt werden kann. 
Vertauscht man niamlich z. B. y,1 mit y,, so vertauschen sich sowohl 


in oy als auch in H die beiden letzten Horizontalreihen, d. h. i” bleibt 


bei dieser und ebenso auch bei jeder anderen Transposition von Ye, Ys,--- Yn 
ungeiindert, ist also wirklich rational von y, allein abhangig. 

Vertauscht man aber etwa y, mit y,, so vertauschen sich in dem 
urspriinglichen Systeme (7), also auch in dem complementiiren Systeme 
nur die erste uud die zweite Zeile, es geht also bei jener Vertauschung 


z. B. i” in i iiber u. s. w., unsere Behauptung ist also in allen ihren 


Theilen bewiesen. 

Ist also (41, y2,+-- 4a) irgend ein rational unabhingiges System des 
Rorpers K(z, y), so existirt ein zu ihm complementiires System (71, 72,-+-7n) 
desselben Kérpers, welcher auf dem soeben angegebenen Wege stets ge- 
funden werden kann. Sind || und ,%| die Determinanten complemen- 
tirer Systeme, so folgt aus den Grundeigenschaften der reciproken 
Systeme: 

in}: |a| = 1. 

Ebenso leicht erkennt man, dass wenn (7) complementir zu (y) ist, auch 
umgekehrt (7) das complementiire System zu (7) ist. 
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Il) Geht das System (m1,---%,) durch einesbeliebige Transformation 
(a;,) von nicht verschwindender Determinante in ein anderes (§;, £2, --- £,) 
iiber, so geht auch das complementiire System (7%, ---%.) durch die 


complementiire Transformation (a;,) in das complementiire System (&,,---,) 
iiber, d. h. von den beiden Compositionsgleichungen: 


(0) (ax) = (&), 
(7) Gin) = ©), 
ist jede eine Folge der anderen. Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung 


daraus, dass das System (7) aus dem reciproken durch Vertauschung der 
Zeilen und Colonnen hervorgeht. Ist also speciell (4) iiquivalent (&), so 


gilt das Gleiche von (7) und (§). 

III) Ist das System (m1, y2,---.) fiir irgend eine Stelle, z. B. fir 
(x = oo) reguliir, so gilt dasselbe von dem complementiren (71, 72, ---7,). 
Sind dann ferner 7;, r2,---7, die Ordnungszahlen seiner » Elemente, so 
sind die Ordnungszahlen von (71, %2,-:: 2) bezw. gleich (—1,, —r2,---—r,). 


Ersetzt man nimlich z. B. in dem Ausdrucke (1b) von qo die n? Ele- 


mente 7” durch ihre Entwickelungen nach Potenzen von = und beachtet 


dabei, dass alle Elemente n°, n° yore “” einer und derselben Colonne in 


der Form (2) G (- ‘) geschrieben werden kénnen, weil »; n. d. V. fiir 

die Stelle (2.00) die Ordnungszahl 7; besitzt, so erkennt man, dass die Deter- 

minante H” im Zahler von (1b) mindestens die Ordnung (r2-+-73-+----+7,) 

hat, wihrend die Determinante H im Nenner genau von der Ordnung 

mi +r +---+r, ist, weil das System (n°) n. d. V. fiir jene Stelle 
(1) 


H 
regulir ist. Also ist der Quotient: ny = + mindestens von der Ord- 


nung —v7, und das Entsprechende beweist man von den conjugirten 


(n) , 
1? 


die Ordnungszahlen —7;, —72,---—vr, haben. Die Ordnungszahl der 
Determinante |7| des complementiiren Systems ist also mindestens gleich 
—(ri +72 -+---+-7,) und kénnte nur dann grésser als diese Zahl sein, 
wenn eins der Elemente 7; von héherer als der (—,r;)*" Ordnung wire. 


Elementen rh +++," 3 es zeigt sich also, dass 4,, 7,,--- 4, mindestens 


Da aber |y| = = ist, so ist |y| genau von der —(r;-+---+7,)™ 
! | 


und nicht von héherer Ordnung, unsere Behauptung ist daher vollstiindig 
bewiesen. 

IV) Ist das System (7) so beschaffen, dass es fiir eine Stelle (xa) 
entsprechend den dort vorhandenen Verzweigungspunkten V,, V;,-~: Vy 
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in Partialsysteme zerfallt, so gilt das Gleiche auch von dem complemen- 
tiren Systeme. Ist ferner z. B. das zu V, gehérige Partialsystem von (1) 
von der Ordnung @g, so besitzt das complementiire Partialsystem die Ord- 
nung @ = — (e-+a—1), d. h. es besteht' die Gleichung: 


(2) e+e=——(«—1}). 

Der erste Theil unserer Behauptung folgt einfach aus dem bekannten 
Satz der Determinantentheorie, dass, wenn ein System von n? Elementen 
z. B. in drei Partialsysteme bezw. von «?, 6*, y? Elementen zerfallt, wenn 


es also die Form hat: 
‘A, 0, O 
(« B, | 
0, 0, € 


dann das reciproke System in gleicher Weise zerfallt; und zwar so, dass 
jedes Partialsystem desselben einfach zu dem entsprechenden Partialsysteme 
des ersten Systemes reciprok ist. 

Zweitens ist aber unter der oben gemachten Voraussetzung das System 
fiir die Stelle (« = a) regulir und die Ordnungszahlen (7, 72, - - - r,) seiner 
Elemente 41, 42, °** Ya} Ya+1) Na+2)°** Nats} Ya+p+i,°** Mn Sind der 
Reihe nach: 


(2) 9,e+1,---e+a—1; 6,6+1,---6+4 6B—1; 1,7+41,---t+y7—1. 
Nach dem soeben bewiesenen Satze III) ist also auch das complementire 
System 


M1, G2,°°* Nas Natty Yat2y*** Note} Yat+ptiy*** Yn 


regular und die Ordnungszahlen seiner Elemente sind bezw. 


(2a) —e, —(@@+1),-----(@+e¢—)); —4, —6+1),---—(6+6—1); 
— ++ ye 
Daher besitzen die drei Partialsysteme von (7) bezw. die Ordnungszahlen 
—(9+a—1), —(6+ 6—1) und —(r+y—1) da diese in den Reihen 
(2a) die kleinsten Zahlen sind; der obige Satz ist also vollstindig bewiesen. 
Um nun endlich den Fundamentalsatz iiber die complementiren 
Systeme einfach aussprechen zu kénnen, fiihren wir den folgenden neuen 
und fiir die ganze Theorie sehr wichtigen Begriff ein: 
Unter dem Verzweigungssystem des Kérpers K(a, y) in Bezug auf x 
verstehen wir das Punktsystem 


(3) 8=] [B, 


in welchem jeder Punkt §8,; der Kugelfliiche R so oft vorkommt, als seine 
Verzweigungsordnung « — 1 angiebt. Dasselbe enthalt also alle und nur 
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die Verzweigungspunkte, der zugehérigen Riemann’schen Flache. Da wir 
die Stelle (z= co) als regulir vorausgesetzt hatten, so enthalt § hier nur 
soleche Divisoren, welche endlichen Stellen entsprechen. 

Mit Beniitzung dieses Begriffes kénnen wir jenen Hauptsatz nun 
folgendermassen aussprechen: 

V) Ist (&:, &---&,) ein Fundamentalsystem fiir ein beliebiges Punkt- 


system ©, so ist das complementiire (,, &,---&,) ein Fundamentalsystem 
fiir dasjenige Punktsystem ©, welches mit © durch die Gleichung: 


oo=5 
verbunden ist. 
Unserer Voraussetzung zufolge ist naimlich das System (&, &, --- &) 
fiir jede endliche Stelle (ca) einem anderen Aquivalent, welches, ent- 
sprechend den dort iiber einander liegenden Punkten der Riemann’schen 


Fliche in Partialsysteme zerfillt. Das Gleiche gilt also nach Satz (II) 
und (IV) fiir das complementiire System (&,---&,), mach dem a. 8. 459 
bewiesenen Satze ist also auch dieses ein Fundamentalsystem fiir einen 


anderen Divisor 2. Sind ferner: 


o-[]*, 8-[]# 
die zu (&) und (&) gehérigen Punktsysteme, so ergiebt sich unter Beriick- 
sichtigung der Gleichung (2) fiir ihr Product die Relation: 


no =|] pete _ IT ge ie 3 


(¥) (¥) 
und damit der vollstiindige Beweis unseres Fundamentalsatzes. 


§ 8. 


Bis jetzt hatten wir der Betrachtung des Kérpers K die Grisse 
als unabhiingige Variable zu Grunde gelegt. Wir kénnen aber aus jenem 
K6rper irgend eine nicht constante Grosse € herausgreifen, diese als unab- 
hangige Variable bestimmen, und sind dann stets im Stande, eine andere 
Grésse 4 desselben Kérpers so zu wihlen, dass der Kérper K(£, 1) aller 
rationalen Functionen von § und » mit dem Kérper K(x, y) der Fune- 
tionen von « und y identisch ist. Auf den Beweis dieser bekannten 
Thatsache will ich hier nicht eingehen. 

Dann geniigt » und jede andere Grosse £ des Kérpers K(&y4) = K(xy) 
einer Gleichung eines bestimmten v‘* Grades mit in £ rationalen Coef- 
ficienten, welche selbst irreductibel oder die Potenz einer irreductiblen 
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Function ist; und man zeigt genau ebenso wie vorher, dass nun der ganze 
Werthvorrath einer solchen Grésse § eindeutig auf einer y-blittrigen 
Riemann’schen Kugelfliche &: ausgebreitet werden kann, deren Blatter jetzt 
wieder in einer endlichen Anzahl von Verzweigungspunkten zusammen- 
hiingen, und fiir die Entwickelung einer Function ¢ nach Potenzen von 


§&— a bezw. +. in der Umgebung eines Punktes dieser Fliche gelten 


jetzt wortlich dieselben Sitze, wie sie im § 1 fiir die zur Variablen x 
mgehbrige Kugelfliiche , angegeben wurden. 

Eine Stelle %§ der Riemann’schen Fliche , ist dadurch eindeutig 
und unabhiingig von der zu Grunde gelegten unabhiingigen Variablen 
definirt, dass alle Functionen z des Kérpers K(x y) dort bestimmte con- 
stante Werthe z, erhalten, welche auch Null oder unendlich gross sein 
kénnen. Umgekehrt ist aber durch die unendlich vielen Gleichungen 
z= 4% die zugehdrige Stelle $8 eindeutig bestimmt, denn es giebt nicht 
zwei Stellen $$ und $8’, wo jede Function z des Kérpers denselben Werth 
Z annimmt. Wire dies nimlich der Fall, so miisste ja x in beiden 
Punkten denselben Werth a erhalten, d. h. 8 und $8’ miissten zwei von 
den bei « = a itiber einander liegenden conjugirten Punkten 1, Bo,--- 8, 
sein. Andererseits folgt aber aus dem Satze (II) des § 6, dass man 
stets eine Function z finden kann, welche in einem jener conjugirten 
Punkte $8, den Werth Eins, in allen anderen 8, B%,, --- den Werth 
Null annimmt, und damit ist jene Behauptung vollstindig bewiesen. Da 
aber die hier zu Grunde gelegte Definition der Stelle $8 nur von dem 
Kérper K(xy) = K(&y) aber gar nicht von der unabhiingigen Variablen x 
oder & abhiingt, so entspricht jedem Punkte $% von &, ein einziger Punkt 
von &: und beide kénnen somit durch denselben Buchstaben bezeichnet 
werden. 

Um nun auch die Ordnungszahl der Functionen z in einem Punkte $ 
unabhiingig von der Kugelfliche &, oder ®: zu charakterisiren, greife ich 
in dem Kérper K(xy) irgend eine Function 2 heraus, welche hier von 
méglichst niedriger also von der ersten Ordnung ist; auch solche Func- 
tionen existiren in K(xy), wie in dem soeben erwiihnten Satze des § 6 
bewiesen worden ist. Jede andere in $8 verschwindende Function z ist 


dann so beschaffen, dass der Quotient = in $8 einen endlichen Werth 


besitzt. Dann sagen wir allgemein: Eine Function z ist in $% von der 
Ordnung g, wenn @ derjenige Exponent von z ist, fiir welchen der 


Quotient _ in 8 endlich und von Null verschieden ist. Aus den Ergebnissen 
bs ad 


des vorigen Abschuittes folgt dann, dass diese Ordnungszahl fiir jede 
Grésse z von K(xy) = K(x) einen bestimmten ganzzahligen Werth hat, 
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der positiv, Null, oder negativ sein kann und vollstiindig unabhangig von 
der Variablen x oder & ist; denn als Massstab wird die Function des 
Kérpers gewihlt, welche hier von méglichst niedriger Ordnung unendlich 
klein wird. 


§ 9. 


Durch die Ergebnisse der vorigen Abschnitte ist die mit (la) be- 
zeichnete zweite Aufgabe, alle zu einem beliebigen Ideale (J) gehérigen 
algebraischen Functionen zu finden, vollstiindig gelést. Es handelt sich 
jetzt zur Erledigung der Hauptaufgabe (I) nur noch darum, aus den 
Functionen von (J) alle und nur die Functionen auszuscheiden, welche 


das Punktsystem 0 = B! tes B" wirklich enthalten, d. h. die Functionen, 


welche sich auch fiir die Stelle (2 — co) reguliir verhalten, welche also 
dort mindestens die Ordnung Null besitzen. Die Gesammtheit dieser 
Functionen bildet einen Theilbereich von (J), dessen Individuen durch 
folgenden Satz charakterisirt sind: 


Alle zu dem System 0 = n vee yp 


h 
tionen £ sind dadurch charakterisirt, dass sie‘ allgemein in §; 
mindestens von der Ordnung 4; und fiir jeden anderen Punkt 
der ganzen Kugelfliche regulir sind. 


gehérigen Fune- 


Diese zu © gehérigen Functionen sind fiir die in der Theorie der alge- 
braischen Functionen auftretenden Fragen allein wesentlich, wiihrend die 
Moduln und Ideale nur Hiilfsbegriffe sind. Die Richtigkeit der letzteren 
Bemerkung erkennt man leicht daraus, dass schon bei einer einfachen 


‘ *, ge , 1 _ . ae : 
gebrochenen Substitution 2’ = ———~ fiir die unabhiingige Variable, also 
z— ay 


bei einfacher Verschiebung der Stelle «= oo auf der Kugelfliche 8, 
sowohl die Moduln als auch die Ideale sich vollstiindig indern, wihrend 
der Bereich aller Multipla eines Divisors © allein von diesem abhingt 
und bei jeder umkehrbaren Transformation beider Variabeln derselbe bleibt. 
Es sei nun ein Fundamentalsystem (£;, f,---&,) fiir das Ideal (J) 
gegeben, welches fiir die Stelle (coo) reguliir ist; da dort n. d. V. keine 
Verzweigungspunkte iiber einander liegen, so sind die Ordnungszahlen 


%1,7%2,°°° Un 


jener x Elemente ganze Zahlen, welche wieder nach ihrer Grésse so 
geordnet sein mégen, dass r; >r2 >--->~r, ist. Ist damn r, die letzte 
nicht negative dieser Zahlen, so gehéren von jenen » Elementen §;, --- 6, 
f.41,°-* nur die s ersten zu dem Systeme Q die » —s letzten aber 


nicht mehr, da diese fiir zoo nicht regulir sind. Aus der Grund- 
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eigenschaft der fiir eine Stelle (x= a) reguliiren Systeme folgt aber weiter 
der allgemeine Satz, durch welchen jetzt auch die Hauptfrage (I) in voller 
Allgemeinheit gelést wird: 
Alle zu einem Punktsysteme 0 gehérigen Functionen, und 
nur sie, sind in der Form 


= mb + Udo +--- + ws8, 

enthalten, in welcher die Coefficienten u,,---u, beliebige ganze 

Funetionen von x bezw. von den Graden 1, r2,--- 7, sind. 
In der That gehéren ja alle jene Functionen offenbar zu dem System QO, 
da sie einmal Functionen von (J) sind, und da andererseits ihre Ordnung 
fiir die Stelle (z= co) gleich oder grésser als Null ist. Wire aber auch 
nur einer jener Coefficienten, etwa u;, von héherem als dem angegebenen 
Grade in x, oder wire auch nur einer der folgenden Coefficienten u,41, +--+ tn 
von Null verschieden, so wire das beziigliche Glied u;§;, also auch € 
selbst, fiir «oo von negativer Ordnung, ¢ gehérte also sicher nicht 
zu dem Punktsysteme 0. 

Bezeichnet man also die 


N=(nt)4+m4+)+---+%4+1) 


algebraischen Functionen 


€:, x&, a ig OE (i 1, 2,--- 8) 


in irgend einer Reihenfolge durch 
41) ey*** Ny 


so bilden diese in der Weise ein vollstandiges System linear unabhangiger 
zu © gehériger Functionen, als alle Functionen z jenes Bereiches ein- 
deutig in der Form 
= (12 + C222 + “a9 +- CyZn 

mit constanten Coefficienten darstellbar sind. Die Anzahl N der linear 
unabhiingigen zu © gehérigen Functionen ist durch die Ordnungszahlen 
1, %2,°°+%, Ger Elemente £,, &,---€, fiir «= oo bestimmt und diese 
wiederum dadurch, dass ihre Summe gleich der Ordnung der Determinante 


| ; also ihrem negativen Grade in « gleich ist, welcher oben bestimmt 
wurde. Hieraus ergiebt sich die bemerkenswerthe Gleichung: 


ntet--tam—6+ 


in der / die Ordnung des Systemes 0 und w die Verzweigungszahl der 
Riemann’schen Fliche bedeutet. Da in dieser Gleichung sowohl die 
Ordnungszahl / von Q, als auch die Ordnungszahlen 7; der Elemente §; fiir 
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(= oo) ganze Zahlen sind, so folgt, dass + eine ganze, dass also die 


w =>) (@—}) 


der Riemann’schen Kugelfliche nothwendig eine gerade Zahl sein muss. 

Das hier erlangte Resultat ist von der bisher gemachten Voraus- 
setzung, dass sich an der Stelle (goo) keiner der Basispunkte §,,---§, 
von © und auch kein Verzweigungspunkt befindet, vollkommen unabhingig. 
Ist diese Annahme nimlich nicht erfillt, so braucht man nur fiir x die 
unabhingige Variable 


Verzweigungszahl 


1 
L = —— 


x— a, 
einzufiihren, wenn (= a,) irgend eine Stelle ist, fiir die jene beiden 
Voraussetzungen erfiillt sind. Bildet man dann fiir ,diese Variable ein 
Fundamentalsystem (£,,---£,) des Ideales (J), welches fiir die Stelle (a = co) 
oder («= a,) regular ist und dessen Ordnungszahlen 7, ---7,,+- +7, sind, 
und ersetzt man dann wieder x durch 2, so erhilt man in den 


N=(n+1)+--+@41 


g; g; g 


iy atime: | 
x— a,’ («x — a) 


Elementen 


g (i = 1,2,---s) 


(a — a)! 
ein vollstiudiges System linear unabhingiger Multipla von O, (€:, £,--- Ey), 
und jene Aufgabe ist somit ohne jede beschrinkende Voraussetzung voll- 
stindig geldst. 

Wir stellen nun endlich die allgemeinere Aufgabe, alle diejenigen 
Multipla von © aufzusuchen, welche in den x zu x =a, gehérigen 
Punkten der Riemann’schen Fliche mindestens von der Ordnung 4 sind, 
wo A eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet, wiihrend 
man fiir 40 den soeben behandelten Fall wieder erhilt. Sind dann 
in dem vorher betrachteten Systeme (£,,--- £,--- &) die 6 ersten Elemente 
f1,---, diejenigen, deren Ordnungszahlen 7;,---1r, gleich oder grdsser 
als 4 sind, so zeigt man genau ebenso wie friiher, dass die 


Mi = (1 —A +1) +--+ oA +1) 


t. 
g; i He (i =1,2,---0) 


LP) > ? 
xr — My 


Elemente 


ein vollstiindiges System linear unabhingiger Multipla von © der ver- 
langten Art repriisentiren. 
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§ 10. 


Auf die im § 8 gefundenen Eigenschaften der Punkte §§ und der 
Ordnungszahlen der Functionen des Kérpers K(a, y) griindet sich nun die 
Kinfiihrung der algebraischen Divisoren, welche fiir das Folgende von 
grundlegender Bedeutung ist. 

Jedem Punkte $ einer beliebigen Riemann’schen Fliiche ordnen wir 
einen algebraischen Primtheiler zu, den wir ebenso durch $ bezeichnen, 
und wir sagen, eine Function & ist durch die Potenz §* von § theilbar, 
wenn sie in dem entsprechenden Punkte die Ordnungszahl 4 besitzt, 
(4 kann hier eine positive oder negative ganze Zahl oder auch Null be- 
deuten). Aus den Resultaten des vorigen Abschnittes folgt dann, dass 
diese Primtheiler véllig unabhingig von der Wahl der unabhingigen 
Variablen sind, und man erkennt ebenso leicht, dass ihnen die elementaren 
Eigenschaften der Primzahlen in der Zahlentheorie ebenfalls zukommen. 

Das Product 

OD = Bi g?...g 
einer beliebigen Anzahl gleicher oder verschiedener Primfactoren soll ein 
algebraischer Divisor genannt werden, so dass also jedem Punktsysteme 
ein algebraischer Divisor eindeutig entspricht. Die Exponenten kénnen 
ebenfalls positiv oder negativ oder auch Null sein. Wir wollen diese 
Divisoren selbststiindig neben den Grissen des Kérpers K(xy) betrachten. 
Die Summe 
IA tat: +a 

der Ordnungszahlen von 0 soll die Ordnung jenes Divisors genannt 
werden. 

Sind 

OBB Bt, R— BB! Be 
zwei beliebige Divisoren, deren Exponenten 4 und w auch zum Theil Null 
sein kénnen, so soll ihr Product und ihr Quotient durch die Gleichungen 
Atay 


OR = ¥ 


Aytey, D Ay an BK 
— = — == 9 cool 

¥, ’ rt ¥, %, 
definirt sein. Ein Divisor 0 heisst ganz, wenn keiner seiner Exponenten 
4; negativ ist, im anderen Falle heisst er gebrochen. Jeder gebrochene 
Divisor kann als Quotient zweier ganzen Divisoren dargestellt werden. Ist 


a 


u 


diese Darstellung, so heissen die ganzen Divisoren 3 und un der Zéhler 
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und der Nenner von © und die Ordnung von QO ist gleich der Differenz 
der Ordnungszahlen des Ziahlers und des Nenners. 
Ein Divisor ist durch einen anderen © theilbar, wenn der Quotient 


bd = © ein ganzer Divisor ist, wenn also # jeden Primfactor mindestens 


ebenso oft enthilt als O. Sind ©, und QO, zwei beliebige ganze oder 
auch gebrochene Divisoren, so nennen wir den Divisor 
D = (0, B3) 
ihren grdssten gemeinsamen Theiler, welcher jeden einzelnen Primfactor $ 
so oft enthilt als er mindestens in 0, und Q, auftritt. Ist D so bestimmt, 
so ist offenbar O, und O, durch D theilbar, d. h. es ist: 
O,=DG,, 0,—DdG,, 

wo @, und @, ganze theilerfremde Divisoren sind. In gleicher Weise 
kénnen wir offenbar auch den gréssten gemeinsamen Theiler mehrerer 
Divisoren D = (Q;,02,--- 0) definiren. Derselbe wird ein ganzer oder 
gebrochener Divisor sein, jenachdem alle Divisoren 0; ganz sind, oder 
auch nur ein einziger einen Nenner besitzt. 

Jede algebraische Function § des Kérpers K(x, y) ist einem Divisor 


O: = J iiquivalent, welcher durch die Nullstellen und durch die Pole 
von € nebst den zugehérigen Ordnungszahlen vollstiindig bestimmt ist. 
Umgekehrt ist die algebraische Function € durch die Aequivalenz 


a5 
E ~ Q: = ts 
bekanntlich zwar nicht eindeutig, wohl aber bis auf eine multiplicative 
Constante bestimmt. Man kann aber jene Beziehung néthigenfalls dadurch 
zu einer eindeutigen machen, dass man dem Divisor Q: speciell diejenige 
Function & zuordnet, deren Anfangsglied in der Umgebung einer beliebigen 
aber ein fiir alle Male fest angenommenen Stelle $8, den Coefficienten 
Eins besitzt. Alsdann kénnen wir das Zeichen der Aequivalenz durch 
das Gleichheitszeichen ersetzen. Alle anderen zu demselben Divisor ge- 
hérigen Functionen § sind dann in der Form ¢- Qs: enthalten, wenn ¢ 
eine beliebige Constante bedeutet. 

Da jede algebraische Function & gleich viele Nullstellen und Pole 
besitzt, so sind in der Darstellung (1) von § der Zihler 3. und der Nenner 
nz stets von gleicher Ordnung. Eine Function £ heisst vom Grade », 
wenn ihr Zihler und ihr Nemner die Ordnung vy besitzen. 

Ist speciell 
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die bisher betrachtete unabhiingige Variable, so erkennt man, dass sie 
vom Grade m ist, d. h. dass ihr Grad gleich der Ordnung des Kérpers 
K(x, y) ist, sobald man 2 als unabhiingige Variable wahlt; ihr Ziahler 3, 
besteht nimlich aus allen Primfactoren, welche den zu « = 0 gehérigen 
Punkten von §, entsprechen, der Nenner aus allen denjenigen, welcher 
den zu «== oo zugehdrigen Stellen angehéren, mit der Massgabe, dass 
ein solcher Primfactor in der a‘*" Potenz im Zihler oder im Nenner auf- 
tritt, wenn der zugehérige Punkt $ ein a@-blittriger Verzweigungspunkt 
der Fliche &, ist. 

Ist ferner a irgend eine endliche Constante, so ergiebt sich fiir den 
Linearfactor: «—a die folgende Zerlegung: 

bx—a jx—a 


£—t = = 
n , 


@z—a x 





wo der Nenner derselbe geblieben ist, weil der Linearfactor « — a die- 
selben Pole besitzt, wie « selbst. 

Genau ebenso zeigt sich jetzt, wenn & eine beliebige Function des 
Kérpers vom v*" Grade ist, und man wihlt § als unabhingige Variable, 
so gehért zu ihr eine v-blittrige Riemann’sche Flaiche, und fiir jeden 
constanten Werth & ergiebt sich fiir den Linearfactor § — & die Zer- 
legung: 

ss—&, 1 Ms 
p—_—-23, pz. 
Zu jedem Primtheiler % gehért dann ein und nur ein Linearfactor § — §, 
in welchem derselbe aufgeht. Ist $$ ein a@-facher Theiler von §—£&, so 
entspricht diesem Punkte ein «-bliittriger Verzweigungspunkt der Kugel- 
fiche R:. 

Mit Benutzung der Divisoren kénnen wir nun die oben abgeleiteten 
Resultate iiber Punktsysteme und die zu ihnen gehérigen algebraischen 
Functionen in einfacherer Form aussprechen: Zu jedem Punktsystem 


2 do a 
O=P' R,*--- P," 


gehért ein algebraischer Divisor, der genau ebenso zu bezeichnen ist, und 
eine algebraische Function gehért einfach dann und nur dann zu dem 
Punktsysteme ©, wenn sie ein ganzes Vielfaches des Divisors © ist. 
Wir haben somit im § 9 die Fundamentalaufgabe geliést, alle und nur die 
linear unabhiingigen Multipla eines beliebig gegebenen Divisors zu finden. 
Auch die dort gefundene Lisung ist vollstiindig unabhiingig davon, welche 
Grisse des Bereiches K(x, y) als unabhiingige Variable zu Grunde ge- 


legt wird. 
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Endlich hatten wir gesehen, dass man zu jedem Divisor © eine 
zugeordnete Grésse §. von K(x, y) so bestimmen kann, dass sie jeden Prim- 
factor von © genau so oft enthilt als 0 selbst, dass also 


Ep — OR, 
ist, wo ® keinen Primfactor von © in einer positiven oder negativen 
Potenz enthiilt. 


§ 11. 


Wir gehen jetzt dazu iiber, den grossen Bereich aller ganzen und 
gebrochenen Divisoren in Classen einzutheilen, um dann die gemeinsamen 
Eigenschaften aller einer und derselben Classe angehérigen Divisoren zu 
untersuchen. 

Zwei ganze oder gebrochene Divisoren O und ©’ heissen dquivalent, 
wenn sie sich nur um eine beliebige Grésse § des Kérpers K(x, y) unter- 
scheiden, wenn also eine Gleichung 
(1) S—=§ oder Q=OX' 
besteht. Ist also 0, irgend ein beliebiger Divisor, so giebt es unendlich 
viele aiquivalente Divisoren zu © und zwar sind alle und nur diese in 
der Form 
(2) O = QE 
enthalten, wenn & alle Gréssen des Kérpers K(x, y) durchliuft. 

Alle zu einem Divisor 0, und also auch unter einander aquivalenten 
Divisoren © rechnen wir in eine Divisorenclasse, welche durch Q bezeichnet 
werden soll. Aus der Gleichung (2) folgt zuniichst, da jede Grésse & des 
Kérpers K die Ordnung Null hat, dass aiquivalente Divisoren 0 und Q, 
dieselbe Ordnungszahl q besitzen, welche daher die Ordnung der Classe R 
genannt werden soll. 

Die einfachste Divisorenclasse ist die, welche von den Functionen § 
des Kérpers selbst, und nur von diesen gebildet wird, wenn man sie als 
Divisoren betrachtet; sie bilden wirklich eine Classe fiir sich, da sie und 
sie allein unter einander fiquivalent sind. Diese Classe heisse die Haupt- 
oder Einheitsclasse; sie werde durch EF, oder wenn kein Missverstandniss zu 
befiirchten ist, auch durch (1) bezeichnet; ihre Ordnung ist gleich Null. 

Man erkennt ohne Weiteres, dass die bekannten Elementarsiitze fiir 
die Aequivalenz auch fiir diese Definition der Aequivalenz bestehen bleiben. 
Insbesondere ergeben sich aus den beiden Aequivalenzen: 

On OY’, KRW 
unmittelbar die folgenden: 


OR ~ O'R, 





no 


RK 











ne 


ren 


ind 


len 


ent, 
ter- 


lich 


iten 
inet 


des 
e R 


mn § 
als 
und 
pupt- 
is ZU 
Null. 
_ fiir 
ben. 








Algebraische Functionen einer Veriinderlichen. 4738 


Sind also O und ® zwei beliebige Divisoren, Q und R ihre Classen, so 
bilden alle Producte 0/R’ je zweier bezw. zu O und R Aquivalenter 
Divisoren eine neue Classe, welche durch -QR bezeichnet werden mige, 
und umgekehrt kann jeder aus dieser Classe gehérige also zu OR iqui- 
valente Divisor offenbar in zwei Factoren 0’ Rt’ zerlegt werden, welche 
bezw. zu OQ und zu ¥ aiquivalent sind. Genau ebenso bilden alle Quotienten 


oY P ° _ . ae . — ° 
gy You je zwei Divisoren von Q und R die simmtlichen Divisoren einer 


neuen Classe, wélche wir £ nennen wollen. Sind q und r die Ordnungs- 


zahlen der Classe Q und R, so besitzen QR und £ offenbar bezw. die 


Ordnungszahlen g +r und q—r. Die Hauptclasse EF ist die einzige, 
durch deren Multiplication oder Division eine beliebige Classe Q nicht 
geindert wird, denn es ist ja: 


QE=Q, #=9. 


Man kann also auf die Divisorenclassen ebenso wie auf die Divisoren 
selbst die Operationen der Multiplication und Division unbeschrinkt an- 
wenden. Insbesondere folgt aus einer Gleichung QR = S sofort die andere 


Ss 
=F: 


Die Elemente 0 einer beliebigen Classe Q@ gehen nach (2) aus den 
entsprechenden Elementen § der Hauptclasse KE durch Multiplication mit 
eiem und demselben beliebig aber fest anzunehmenden Divisor 0, hervor, 
welcher dahei der zu Q gehdrige Multiplicator genannt werden mige. Jeder 
Grésse € von E entspricht hiernach ein eindeutig bestimmter Divisor 
QO = ,£ von Q; wir wollen daher die beiden sich so entsprechenden 
Divisoren 0 und & zugeordnete Divisoren von E und Q nennen. Zwei 
soleche zugeordneten Divisoren 0 und & sind also dadurch charakterisirt, 
dass ihr Quotient : gleich dem festen Multiplicator 0, ist. Welchen 
Divisor O, aus der Classe Q wir als Multiplicator fiir deren Uebergange 
von EF zu Q wihlen, ist vollstindig gleichgiiltig; bei einer Aenderung des 
Multiplicators andern sich aber natiirlich die Paare zugeordneter Divisoren. 
Ist niimlich Oo ein anderer Multiplicator und sind © und ©’ die einer 
und derselben Grosse & der Hauptclasse das eine und das andere Mal zu- 
geordneten Divisoren, so wird ja: 


OD’ = Oo = Oo: (SH) E— 0-8 
worin § = 4 den der Hauptclasse angehérigen Quotienten von 04 und Do 


bedeutet; man erhiilt also die Zuordnung der Divisoren von EF und Q fiir den 
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neuen Multiplicator 05, indem man die zu den Elementen &, &; - &2--- von 
E zugeordneten Divisoren 1, 0,, O,,--- von Q alle mit einem und dem- 
selben Divisor & von E multiplicirt. 

Man kann den Multiplicator 0, innerhalb der Classe @Q stets so 
wahlen, dass er einen oder mehrere gegebene Primtheiler $, ’ --- gar 
nicht, weder im Ziahler noch im Nenner enthilt. Sollte das namlich fiir 
den urspriinglich gewahlten Multiplicator Q, nicht der Fall sein, so kann 


man statt seiner einen anderen 0p = Dy - t nehmen und die Function &, 
0 
des Kérpers K nach 8S. 458 so wiahlen, dass der Quotient: 


, Do 
ume * 


die Primfactoren %, $’,--- gar nicht enthilt. 

Hat man den Multiplicator Oo so gewahlt, so sind je zwei zugeordnete 
Elemente & und © jener beiden Classen stets von derselben Ordnung in 
Bezug auf die gegebenen Primfactoren $, ’,--- weil ja ihr Quotient jedes- 
mal gleich ©, ist, jene Primfactoren also gar nicht enthiilt. 


§ 12. 
Es seien jetzt 
§, Es, pe b, 


u beliebige Functionen des Kérpers, welche also als Divisoren betrachtet 
der Hauptclasse (FZ) angehéren; dann stellt jede homogene lineare Function 


(1) E = 6 + cob +--- + eu Su 
fiir jedes Werthsystem ¢,---¢, ebenfalls einen Divisor der Hauptclasse 
dar, welcher durch jene Constanten eindeutig bestimmt ist, und leicht 
folgendermassen gefunden werden kann: 
Es sei D der grésste gemeinsame Theiler der uw Divisoren &;, &,---& 

so dass allgemein: 

§; = DG; 
ist, und die « ganzen Divisoren (G,, G2, --- G,.) theilerfremd sind. Dann 
ist die Function § ebenfalls ein Multiplum von G, d. h. es ist 

—&=— DG. 
Ist nimlich § ein beliebiger Punkt der Riemann’schen Fliiche, und ist 4 
die Ordnungszahl, welche alle Functionen £ in $$ mindestens besitzen, 80 
ergeben sich fiir jene « Elemente die folgenden Entwickelungen in der 


Umgebung von §: 
é 


§; = e;(x—a)* +--., (i = 1, 2,---p) 





die 


80 
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wo nicht alle u Anfangscoefficienten e; verschwinden. Also ergiebt sich 
fir § die Entwickelung 


) . 
b—ee—a)e $+. 
wo 
(2) e= (ey a Cg €2 +- eee a Cu Cu 


ist. Also ist € in jedem Punkte der Riemann’schen Fliche mindestens 
von der gleichen Ordnung wie der gemeinsame Theiler D von (&; - - - &,,) 
also in der Form DG darstellbar. 
Aus der Form (2) des Anfangscoefficienten e in der Entwickelung 
von & folgen aber noch weiter unmittelbar die Sitze: 
1) Man kann die Constanten ¢, c:,---¢, auf unendlich 
viele Arten so bestimmen, dass in der Function § = DG die 
Function & beliebig viele beliebig gegebene Primfactoren nicht 
enthiilt. 
2) Man kann die Constanten ¢;, c:,--.c, stets so bestim- 
men, dass der Divisor © einen gegebenen Primfactor ¥ enthiilt. 
Da sich die Divisoren einer Classe Q von den zugeordneten Divisoren 
der Hauptclasse EK nur um einen und denselben Multiplicator 0, unter- 
scheiden, so gelten die soeben gefundenen Siitze auch ohne Weiteres fiir 
die Divisoren einer beliebigen Classe, wenn wir festsetzen: 
dass jede Gleichung zwischen beliebigen Gréssen des Kérpers 
oder der Hauptclasse FE giiltig bleibt, wenn man ihre linke 
Seite mit einem beliebigen von Null verschiedenen Divisor 
multiplicirt. 
Sind dann nimlich: 
a: or 3 
die den uw Functionen §, &,---&, zugeordneten Divisoren der Classe Q, 
so ist allgemein: 
QD; = &;- Dy. 
Multiplicirt man also die Gleichung (1) mit Q, und setzt den dann links 
sich ergebenden Divisor 0, = OQ, so ist O ein und zwar ebenfalls ein- 
deutig bestimmter Divisor derselben Classe Q, weil ja & eindeutig bestimmt 
ist und der Hauptclasse angehért. Durch die so sich ergebende Gleichung: 


(3) QD = 40; + eDe +--+ + Da 


ist also fiir jedes Werthsystem ¢;,---¢, ein Divisor 0 von @ eindeutig 
bestimmt, niimlich O = 0, wenn ©, der Multiplicator fiir Q und 


Det 


ist. Diese Bestimmung von © ist ganz unabhiingig von der Wahl des 
31* 
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Multiplicators 0; denn setzt man 0 an die Stelle von 0, und sind 
§’,€:,---&. die zu O, O,,--- , zugeordneten Functionen der Hauptclasse, so ist 


D, = Ook’ 
Eo bi +--+ + ube 


und dies ergiebt genau denselben Divisor, weil ja allgemein §; =sb 
0 


und 


also {’ = §- 5° ist. 
uy 

Durch die Gleichung (3) ist also fiir jedes Werthsystem ¢, ¢2,---¢, 
ein Divisor OQ von Q eindeutig bestimmt. Wir kénnen das Verhalten des 
so bestimmten Divisors 0 in Bezug auf jeden einzelnen Primfactor $ 
leicht feststellen. Zu diesem Zwecke wihlen wir den Multiplicator Q, 
einfach so, dass er 8 weder im Zahler noch im Nenner enthilt, was nach 
der oben gemachten Bemerkung stets méglich ist. Dann enthalten aber die 
Divisoren 0, 01, De, --- 0, den Primtheiler $ genau so oft, wie die z- 
geordneten Functionen &, §;,---&, welche durch die Gleichung (1) zusam- 
menhiangen, und da dasselbe fiir jeden Divisor $$ bewiesen werden kam, 
so kénnen die soeben fiir die Hauptclasse gefundenen Resultate unmittelba 
auf die beliebige Classe Q iibertragen werden. Ist also wieder D der 
grésste gemeinsame Theiler von 01, O2,---0,, ist also allgemein: 


QD; = DG,, 


wo die ganzen Divisoren ©,, G:, ---@, theilerfremd sind, so ist Q 
ebenfalls durch D theilbar, also gleich DG, und man kann die Constanten 
(1, €2,+**¢, stets so bestimmen, dass 0 entweder beliebig gegebene 
Divisoren nicht enthalt, oder dass 0 einen gegebenen Primfactor {$ als 
Theiler besitzt. 

Wir sagen, w Divisoren 0;,--- Q, sind linear wnabhdngig, wenn 
zwischen ihnen keine lineare Relation: 


6:01 + De +--+ + 42, = 0 


mit constanten Coefficienten besteht, oder, was dasselbe ist, wenn die m 
zugeordneten Functionen &;, &,---&, der Hauptclasse linear unabhingig sind. 


$ 13. 


Unter den Divisoren einer Classe Q sind nun diejenigen von besonderer 
Bedeutung, welche ganz sind, also keinen Nenner haben. Sie bilden einen 
Theilbereich jener Classe, welchen ich ihren Integrititsbereich nennen und 
durch [Q] bezeichnen will. 

Ist 


G = OE 
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ein ganzer Divisor von Q, so ist fiir die zugeordnete Function £ 


& 
t=5> ’ 


d. h. G ist dann und nur dann ein ganzer Divisor von Q, wenn die zu- 


geordnete Function € ein Multiplum von a ist, und 0 wieder den 
zur Classe Q gehérigen Multiplicator bedeutet. 

Sind G,, G2, --- G, irgend welche ganze Divisoren von Q, so ist 
nach den Ergebnissen des vorigen Abschnittes jeder Divisor: 


& = ¢,&, 4- C2 Ge -+- iad + eG, 


ebenfalls ein ganzer Divisor. Wir wollen nun zeigen, dass fiir jede 
Classe ( nur eine endliche Anzahl linear unabhiingige ganze Divisoren 
existiren, durch welche alle anderen homogen und linear dargestellt werden 
kénnen. Hierzu fiihren folgende Ueberlegungen: 

Die Divisoren ©,, G:,---@, bilden dann und nur dann ein linear 
unabhiingiges System ganzer Divisoren der Classe (Q), wenn die zugeord- 
neten Functionen £1, &,---&, der Hauptclasse ebenfalls linear unabhingig 


und simmtlich Multipla des Divisors i sind. Ist umgekehrt &, &,---&y 
ein vollstindiges System linear unabhingiger Multipla von = , So dass 
also allgemein a 
6, 
ba 


ist, so bilden die zugeordneten Divisoren 


£:Do, §&2Oo,--- Evo 
offenbar ein vollstiindiges System linear unabhingiger ganzer Divisoren 
von Q. 
Mit Benutzung der im § 9 auseinandergesetzten Methode kénnen wir 


aber stets ein vollstiindiges System linear unabhingiger Multipla von x 
O) 


aufstellen. Zu diesem Zwecke bilden wir ein Fundamentalsystem 
Ei, Es, se En 


fir den Kérper K und den Divisor welches in Bezug auf die Stelle 


i 

Dy? 

(w= a,) regulir ist. Sind dann wieder 
Yi, "1; woe By 

die Ordnungszahlen jener Functionen in Bezug auf jene Stelle (7 = aj), 

und sind ferner 7;,--- 7, diejenigen unter ihnen, welche positiv sind, so 


bilden die 
N= (ntl) te +40 


Functionen: 
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§; §; 


§ 


iy @—a)’ PRED | (¢=1,2,---s) 
0 


ein vollstiindiges System linear unabhingiger Multipla von ae und ihre 
zugeordneten Divisoren ein vollstaindiges System ganzer Divisoren von Q. 

Kin jedes vollstindige System (G,, G,,--- Gy) linear unabhingiger 
ganzer Divisoren von @Q soll ein Fundamentalsystem fiir den Bereich (Q| 
heissen, und die Anzahl N seiner Elemente wollen wir die Dimension 
von @ nennen, und durch {@} bezeichnen. 

Fiir eine beliebige Divisorenclasse @ von negativer Ordnung ist 
offenbar {Q} = 0, da ein ganzer Divisor negativer Ordnung nicht existirt. 
Dasselbe ist fiir jede Classe von der Ordnung Null der Fall, welche nicht 
die Einheitsclasse ist, denn ein ganzer Divisor kann nur dann die Ordnung 
Null haben, wenn er gleich Eins ist; in diesem Falle ist aber Y = E, 
weil diese Classe allein die Constanten enthilt. Also ist endlich 

\E }=1, 
denn hier sind die Constanten die einzigen linear unabhiingigen ganzen 
Elemente von FE. 


§ 14. 


Wir verallgemeinern jetzt das im vorigen Paragraphen gefundene 
Resultat, indem wir uns folgende Aufgabe stellen: 
Es sollen alle Multipla eines Divisors © innerhalb einer 
beliebigen Classe R gefunden werden. 
Ist speciell R= die Hauptclasse, so ist diese Aufgabe bereits in I a. 8. 449 
aufgestellt und dann vollstiindig gelést worden; sie wurde damals als das 
Hauptproblem in der Theorie der algebraischen Functionen bezeichnet. 
Wir zeigen jetzt dass und wie die hier vorgelegte allgemeinste Aufgabe 
unmittelbar auf jene zuriickgefiihrt werden kann. 
Ist R — OG ein Multiplum von O innerhalb R, so ist © ein ganzer 


Divisor der Classe 5 und umgekehrt, da ja R= Q-5 ist; bilden also 
G1, Ge, --- G, 


ein Fundamentalsystem fiir die Classe “ so ist R = OG dann und nur 
dann ein Multiplum von @, wenn: 
6 =—=«¢6,+ 46.+---+¢, 6, 
ist, d. h. die w Divisoren: 
OG, OG, --- OG, 
bilden ein vollstindiges System linear unabhingiger Multipla von ©, und 
man erhilt so den wichtigen Satz: 
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Die Anzahl aller linear unabhiingigen Multipla eines be- 
liebigen Divisors 0, welche innerhalb einer beliebigen Divisoren- 
classe R existiren, ist stets gleich 

{= 

Q)? 

also gleich der Dimension der Classe 3 , wenn ¥& die Classe des 
betrachteten Divisors ist; diese Anzahl ist also von der speciellen 
Wahl von © innerhalb der Classe @ ganz unabhingig. Man 
erhalt ein vollstiindiges System linear unabhingiger Multipla 
von © innerhalb R dadurch, dass man die Elemente eines 
5 mit O multiplicirt. 
Ist speciell R = FE die Hauptclasse, so ist die Anzahl aller linear unab- 
hangigen Multipla von 0 innerhalb des Kérpers K(x, y) gleich der Dimen- 
sion {a} = (3) der durch den Divisor = bestimmten Classe, man erhilt 
also fiir unsere frithere Aufgabe noch das beinahe selbstverstindliche 
Resultat: 


Fundamentalsystemes fiir die Classe 


Die Anzahl aller linear unabhingigen Multipla eines 
Divisors 0 innerhalb des Koérpers K(x, y) bleibt ungeindert, 
wenn man © durch einen beliebigen aquivalenten Divisor ersetzt. 


Es sei jetzt Q eine beliebige Classe, und 
G1, G, --- G, 


mdge ein Fundamentalsystem fiir Q sein. Ist dann D der grésste gemein- 
same Theiler jener uw Divisoren, so ist D ebenfalls ganz, und jeder andere 
ganze Divisor von G: 


G = 4G, + c2Gz +--+ + Gu Gy. 


ist ebenfalls ein Multiplum von ® also gleich DG. 
Es sei nun allgemein: 


G; = D 6; 


ist dann D die zu D gehérige Classe, so bilden die w theilerfremden 
ganzen Divisoren 


G:, ®2, —— &,, 


ein Fundamentalsystem fiir die Classe: 
Q —_ g ? 


denn diese Divisoren gehéren erstens offenbar alle zu dieser Classe, zweitens 
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sind sie linear unabhiingig, und drittens ist jeder ganze Divisor © von G 

in der Form wh Pa “a 
G—¢,G6,+---+ eG, 

darstellbar, weil das Product D@ = G zu Q gehdrt, also in der Form 

c,@, +---+ c¢,G, enthalten ist. Da die w Divisoren G,,---G,, theiler- 

fremd sind, so kann man innerhalb G einen Divisor 


G => C; G,; 
so auswihlen, dass er beliebige Primfactoren nicht enthalt; wir denken 
uns einen Divisor Gp speciell so gewihlt, dass er zu D relativ prim ist. 


Ist also Q eine beliebige Classe, D der Theiler aller Divisoren des 
Integritiitsbereiches [Q], ist ferner D die Classe von D, und 


Q =D Q, 
so besitzen die beiden Classen dieselbe Dimension wu, d. h. es ist: 
(Q} ={@}; 
ferner aber besteht der Satz, dass fiir die Classe D 
{(D} =1 


ist, dass niimlich jene Classe nur den einen ganzen Divisor D enthilt. 
In der That, existirte ausser D auch nur noch ein anderer ganzer Divisor 


D’ innerhalb D, und ist @, der oben bestimmte zu D theilerfremde 


Divisor von G, so wiirde ja das Product D’ Gp ein ganzer Divisor von G, 
also als solcher nothwendig durch D theilbar sein, und dies ist unméglich, da 
G zu D relativ prim, und D’ von D verschieden ist, also nothwendig 
mindestens einen Primfactor $$ weniger oft enthilt als D. 

Eine Classe ( soll nach dem Vorgange der Herren Dedekind und 
Weber eine eigentliche Classe genannt werden, wenn ihre ganzen Divisoren 
@&,, - - - G, relativ prim sind; haben dieselben dagegen den gréssten gemein- 
samen Theiler D, so soll G eine uneigentliche Classe vom Theiler D ge- 
nannt werden. Im letzteren Falle kann also vermittelst der Gleichung: 


Q=D-0 
jede uneigentliche Classe als Product einer eigentlichen Classe Q und einer 
anderen D dargestellt werden, deren Dimension | D} stets gleich Eins ist. 


Ist Q selbst eine eigentliche Classe, so ist speciell D—1, D=— EF, und 
es ist also auch hier {D} = {EH} =—1. Sind endlich g, q und @ die Ord- 


nungszahlen von Q, @ und von 9, so folgt aus dieser Gleichung: 


q=4+8, {(@}={@). 
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§ 15. 


Wir wollen die in dem ersten Theile dieser Arbeit gefundenen rein 
arithmetischen Resultate jetzt auf die Theorie der algebraischen Differen- 
tiale und die zu ihnen gehérigen Integralfunctionen anwenden. 

Es seien § und y zwei beliebige Gréssen des Kérpers K(x, y) und 


es moge: 
Fé, ”) = 0 


die zwischen ‘ihnen bestehende irreductible algebraische Gleichung sein. 
Dann ergiebt sich aus ihr durch Differentiation die Gleichung: 





oF 
m4 
&-— a ~— F, 
on 


d. h. das Verhiltniss der beiden Differentiale d& und dy ist als rationale 
Function von § und y eine Grésse des Kérpers K(x, y), welche also 
durch den zu ihr gehérigen Divisor bis auf eine multiplicative Constante 
bestimmt ist. Wir stellen uns daher die fiir das Folgende fundamentale 
Aufgabe, diesen Divisor zu bestimmen. 

Wegen der Gleichung: 


geniigt es offenbar, zu bestimmen, wie oft ein beliebiger Primdivisor % 


in jedem der beiden Differentialquotienten é und 


x irgend eine Grésse des Kérpers ist, die als unabhingige Variable an- 
genommen wird. Der EHinfachheit wegen wihlen wir x so, dass der be- 
trachtete Punkt $8 einem endlichen Punkte (=a) der zugehérigen 
Riemann’schen Fliiche entspricht, und es bestehe fiir die Function § in 
der Umgebung der Stelle % die folgende Entwickelung: 
4 a 
b— f= bee —a)" + bagi (e@—a) © $--, 

wo also & das constante Glied in der Entwickelung von & bedeutet, und 
die Ordnungszahl d von § — & positiv oder auch negativ sein kann; 
dann enthilt also der Linearfactor § — & genau die d Potenz von §. 
Durch Differentiation dieser Gleichung nach x ergiebt sich aber: 


enthalten ist, wenn 


d—a 
l d — 
a -£@—a)* +... 
Enthilt also £—£, die Potenz 8%, so ist md genau durch 8*~“ theilbar, 
wenn die Stelle 8 fiir die Kugelfliiche K, ein «-blattriger Verzweigungs- 
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punkt ist, Da aber das Analoge auch fiir die Function » gilt, so ergiebt 
sich zunichst das folgende einfache Resultat: 
Sind & und y, die zu & und y gehérigen constanten Glieder 
in der Entwickelung jener Functionen in der Umgebung der 
beliebigen Stelle 8%, und sind die Linearfactoren § — & und 
% — % also durch %?¢ und ¥* theilbar, so ist der Differential- 


quotient a genau durch §*~—¢ theilbar, es ist also 


1 
a-[]%~ 
(¥) 
wenn das Product iiber alle Stellen $ erstreckt wird. 


Denselben Divisor kénnen wir aber, und das ist das Wesentliche, auf 
andere Art und zwar in geschlossener Form darstellen. Wahlt man & 
als unabhingige Variable, so gehért zu ihr eine Riemann’sche Kugel- 
fliche R: und ein bestimmter Verzweigungstheiler 8:, welcher alle und 
nur die Verzweigungsfactoren $8 fiir diese Flaiche &: enthialt, jeden zu 
der Potenz erhoben, welche seine Ordnungszahl angiebt; das Entsprechende 
gilt fiir die Function y. Es sei nun 

E — = ? 7 or 


> 


a 


und es seien 3: und 3, bzw. die Verzweigungstheiler fiir die Functionen 
— und y. Dann gilt der folgende wichtige Satz: 
Sind — und » zwei beliebige Gréssen des Kérpers K, so be- 
steht immer die Gleichung 


(1) a 


_3: 
§ nO 


= vo! 


Zum Beweise dieses Satzes brauchen wir nur zu zeigen, dass der rechts 
stehende Quotient jeden Primfactor % in der (e—d)*" Potenz enthillt, 
und dies ist offenbar geschehen, sobald wir nachgewiesen haben, dass 


fiir ein beliebiges € der Divisor 3; genau durch $$¢—! theilbar ist und 
Ns 


das Analoge fiir y gilt. 

Ist nun $8 zuniichst eine im Endlichen liegende Stelle der Fliche &; 
und enthilt der zugehérige Linearfactor § — &, die Potenz $% von §, 
so ist, wie oben § 10 gezeigt wurde, % eine endliche Verzweigungsstelle 
der (d— 1)" Ordnung, also ist 8: durch $¢—' theilbar, wihrend in 2; 
der Divisor % gar nicht auftritt, weil % im Endlichen liegt. Also ist 


3s in diesem Falle wirklich genau durch $?¢—* theilbar. 
Te 


$ 
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Ist dagegen $$ eine unendlich ferne Stelle fiir R;, ist also d= — dé 
negativ, so ist nz durch 8° theilbar, und $8 entspricht einem Ver- 
zweigungspunkte der (d—1)*" Ordnung, der Verzweigungstheiler 8: 


enthilt somit genau die Potenz °—1!. Also ist der Quotient 33 durch 
nN: 
pe—1—2d — Y-P—-1 — Pe-! theilbar, die aufgestellte Behauptung ist 


also volistaindig bewiesen. Ebenso zeigt man, dass der Quotient 3 genau 


¥°—* enthalt, und damit ist die Richtigkeit der Gleichung (1) bewiesen. 
Aus dieser Gleichung ziehen wir zunichst eine merkwiirdige und 
fiir das Weitere sehr wichtige Folgerung. Da niamlich der Differential- 


quotient a eine Function des Kérpers K ist, so sind die beiden Divisoren: 


und 3, 

; " 
auf der rechten Seite von (1) einander nothwendig fquivalent, und daher 
sind ihre Ordnungszahlen einander gleich, wie auch & und 7 innerhalb 
des Kérpers angenommen sein mégen. Sind also & und y zwei beliebige 
Functionen des Kérpers, sind m. und n, ihre Grade, und w, und w, die 
und 38,, so ist stets: 


w. — 2n, = w, — 2n, 


Ordnungen ihrer Verzweigungstheiler 3: 


> 


d. h. die Zahl w — 2n ist eine Invariante des Kérpers, denn sie ist un- 
abhiingig von der Wahl der zu Grunde gelegten Variablen. Nach § 9 
ist w eine gerade, also die Zahl 


p=>w—n+1 


eme ganze Zahl, welche fiir jede Grésse von K den gleichen Werth 
besitzt. Wir nennen dieselbe das (reschlecht von K. Diese Zahl ist eine 
der wichtigsten Invarianten des Kérpers. 


§ 16. 


Jedes Differential, das zu dem Kérper K gehért, kann je nach der 
Wahl der Integrationsvariablen in sehr verschiedener Form geschrieben 
werden. Ist § die Integrationsvariable, £: der Integrand, so ist das zu- 
gehérige Differential 

do = §:dé&, 
und beim Uebergange zu einer anderen Integrationsvariablen 4 erhilt man: 


d 
do = dB = GF dy = Edn. 
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Sind also €: und €, die Integranden fiir ein und dasselbe Differential 
de, wenn man das eine Mal £, das andere Mal y als Integrationsvariable 
zu Grunde legt, so sind diese beiden Gréssen des Kérpers K durch die 
Gleichung: 

& dyn _ 3, 3: 


'S 


%» mm 
mit einander verbunden, d. h. es besteht fiir jede Grésse von K die 
Gleichung: 
3: 8, 
fe > = n = W,, 
 < n bn n ’ 
wo also %,, ein algebraischer Divisor ist, welcher nur von dem Differential 
d@, aber in keiner Weise von der Wahl der Integrationsvariablen € oder 
y abhingt und der dem Differentiale dw zugehirige Divisor genannt 
werden soll. Umgekehrt ist aber auch das Differential dw durch den 
zugehérigen Divisor %,, bis auf eine multiplicative Constante vollstiindig 
bestimmt; denn fiir eine beliebige Integrationsvariable & ist ja dann: 


do=€:d& und & = p= Sie 


Alle Divisoren %,, sind untereinander iiquivalent, sie gehéren also einer 
und derselben Divisorenclasse (W) an; denn ist: 


da = ee dé ? 
da’ = &:dé, 
so ist ja fiir die zugehérigen Divisoren W,, und B,,: 
B,, &: 
8, 


d. h. jener Quotient ist eme Grésse von K, und da 
R ¢ 3: 3 

= i. ~~ — 

ow s ne nz 


ist, so ist die Classe (W) mit der Classe aller Divisoren identisch, welche 


aiquivalent dem Divisor -; sind, wenn & irgend eine Grésse des Kérpers 
Ns 


bedeutet. Es kann demnach die Classe (W) aller Differentialtheiler auch 


als die Classe (i 
. We 


) bezeichnet werden. Umgekehrt entspricht auch jeder 


Divisor Y% dieser Classe einem Differentiale da; denn ist YW iiquivalent 
1 » so ist ja 


‘ W— ft. 


l= 


= 
or) 
. 











le 
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Algebraische Functionen einer Veranderlichen. 485 


wo £ eine Grésse des Kérpers X ist, d. h. W entspricht dem Differentiale: 
da = dé. 


Wie also alle und nur die Divisoren der Hauptclasse mit allen Gréssen 
des Kérpers K(«y) zusammenfallen, so entsprechen alle und nur die Divi- 


soren der Classe (W) = (“) allen Differentialen daw, welche zu 


n 
diesem Kérper A gehdren; daher soll (W) die zum Kérper K gehérige 
Differentialclasse. genannt werden. Die Ordnung der Differentialclasse 
(‘:) ist w— 2n—2p—2, ist somit im Allgemeinen von Null ver- 
qn, 


schieden. Die Untersuchung dieser Divisorenclasse fillt also vollstindig 
mit der Betrachtung aller Abel’schen Differentiale zusammen. Als 


Multiplicator fiir die Differentialclasse kann man irgend einen Divisor 3. 
z 


wihlen, wenn x eine Grésse des Kérpers K bedeutet. Diesem Multipli- 
cator entspricht dann die Darstellung der Differentiale do in der Form 
§,dx d. h. die Wahl von 2 als Integrationsvariable. 

Wir fragen uns zuniichst, wie sich das einem Abel’schen Differentiale 
da zugehérige Integral m in der Umgebung einer beliebigen Stelle } 
verhilt, und wir zeigen, dass dasselbe an allen und nur denjenigen Stellen 
nicht regular ist, fiir welche die zugehdrigen Primfactoren in %&,, ent- 
halten sind. Es werde die Integrationsvariable 2 so gewihlt, dass der 
gerade betrachtete Primfactor J§ weder in n, noch in 8, auftritt, dass 
also die Stelle $8 eine reguliire im Endlichen liegende Stelle der Kugel- 
fliche &, ist. Beides ist offenbar méglich; denn man braucht nur fiir 
eine Griésse zu wihlen, welche in $$ von der ersten Ordnung verschwindet; 
dann entspricht ja $$ eine regulire Nullstelle fiir 20. Dann ist in 
dem Differentiale: 

B,,n2 
do = t-dx = —— 
f in Bezug auf $ von genau derselben Ordnung wie ¥B,. Ist also B,, 
genau durch $3? theilbar, wo d positiv, negativ oder Null sein kann, so 
besteht fiir €-da in der Umgebung von §$ die folgende Entwickelung 
nach Potenzen von 2: 


do = dx = (aga* + aa4i47t! +--+) dz, 


und durch gliedweise Integration dieser Reihe ergiebt sich also 


aa 
Qo-— 0, =>: >> gt t 1 + eer 
0 d+ 1 ? 
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wo @, die Integrationsconstante ist, oder fiir den speciellen Fall, dass 
d = — 1 ist: 


o—@ =a ,lr+--., 
d. h. es besteht der Satz: 


Ist $8 ein d-facher Theiler des zu dw gehérigen Divisors %.,, 
so ist das Integral @ — a, entweder durch 4+! oder durch 


1($%) theilbar, je nachdem d 2 —1 oder d=— 1 ist. Wir 
sagen hier, dass eine Integralfunction den Divisor 1% enthiit, 
wenn ihre Entwickelung in der Umgebung von $$ mit dem 
Logarithmus des zugehérigen Linearfactors anfangt. 
Wir sagen nun, ein Integral verhilt sich an einer Stelle 8 regulir, wenn 
@ —- @, in $ von der ersten Ordnung ist, oder wenn in der Umgebung 
derselben die Entwickelung besteht: 


1 2 
@o = @ + a, (w@—a)* “+ (0, (a —a)* +... 

und der Coefficient @, von Null verchieden ist, d. h. wenn die Differenz 
@—q@, in $ genau von der ersten Ordnung verschwindet. Dann folgt 
aus dem soeben bewiesenen Satze, dass o fiir alle und nur die Prim- 
divisoren nicht regulir ist, welche in %,, enthalten sind, und zwar wird 
© —@, fir alle und nur die Theiler des Nenners in $ unendlich gross. 
Wir brauchen daher im Folgenden nur die Divisoren %,, zu betrachten, 
um die Natur der Abel’schen Integrale @ vollstiindig kennen zu lernen. 
Man erkennt somit, dass in der That das Integral m an jeder Stelle 
$8 durch den zugehérigen Divisor YW, in durchaus einheitlicher Weise 
charakterisirt wird. 

Jeden Differentialtheiler %,, kénnen wir als Quotienten zweier ganzen 
Divisoren d. h. in der Form schreiben: 


bo 
B, = o. 


n 


Der Nenner enthalt alle und nur die Punkte, welche den simmtlichen 
Unendlichkeitsstellen des Integrales  entsprechen, und zwar entspricht 
jedem einfachen Primfactor eine logarithmische Unstetigkeitsstelle, jedem 
Primfactor $" ein Pol der (m—1) Ordnung in dem Integrale. Ebenso 
enthalt der Zihler alle und nur die Stellen fiir welche @ — , von héherer 
als der ersten Ordnung verschwindet. 


§ 17. 


Die Fundamentalaufgabe in der Theorie der Abel’schen Integrale 
kann in ihrer allgemeinsten Form so ausgesprochen werden: 
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Es soll ein vollstindiges System linear unabhingiger Differen- 
tiale dw gefunden werden, deren Divisor %,, ein Multiplum 
eines beliebig gegebenen Divisors 0 ist, fiir welche also 
B. = GO 
ist, wenn &,, irgend einen ganzen Divisor bedeutet. 
Diese Aufgabe kann, und zwar fiir eine beliebig gegebene Integrations- 
variable folgendermassen gelist werden: 
Wir bilden nach der im § 4 angegebenen Methode ein Fundamental- 
system: , 


(1) £1, &,--+ &. 
fiir den Kérper K und die unabhingige Variable x in Bezug auf alle Multipla 


— und zwar mége es gleich so gewihlt sein, dass es fiir eine be- 
liebige reguliire Stelle (« —a,) regulir ist. Zu diesem Systeme bilden 
wir das complementiire: 

(2) és, bs, ie En; 

nach § 7 III ist dasselbe dann in Bezug auf (= ay) ebenfalls regulir, 
und es kann von vornherein so geordnet vorausgesetzt werden, dass die 
Ordnungszahlen seiner Elemente 


Q1, Q2, ee |, 
in Bezug auf diese Stelle eine zunehmende Reihe bilden, dass also all- 


von 


gemein 9; < 9:41 ist. Ist dann & das erste Element, dessen Ordnungs- 
zahl 9, > 2 ist, so bilden die folgenden Differentiale: 


. §; §; g; a . 
(3) @—a,)* dx, @—a,)3 dz, a @_—ajti dz (i=s,s+1,--,, n) 
ein vollstiindiges System linear unabhiingiger Abel’scher Differentiale, 
do = €,dz, fiir welche B,, ein Multiplum von © ist. 

Das System (&1, &,--+, &) ist niémlich n. d. V. ein Fundamental- 


system fiir die Multipla von = also das complementiire (&,, &, ---, &) 


ein Fundamentalsystem fiir die Multipla des complementiren Divisors 


- Da dasselbe aber in Bezug auf die Stelle (ce a,) der unabhingigen 


Variablen 2 ausserdem regular ist, so bilden die Elemente: 
: g; g, z 
E;, eae? aoa (t=s,s+1,---,m) 


ein vollstindiges System linear unabhiingiger Multipla von © welche ausser- 


8,’ 


dem in allen » Punkten $1, $2,---,8,, welche bei «=a, iiber einander liegen, 
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mindestens die Ordnungszahl 2 besitzen, oder, was dasselbe ist, jene 
Elemente bilden ein vollstindiges System aller Multipla des Divisors: 





Dia, 
3, 
Dividirt man daher jedes dieser Elemente mit 
2 ta 
(e—a,) = BS*, 
n 


=z 


so erkennt man, dass in der That die Elemente (3) ein vollstindiges 


= 


System linear unabhingiger Multipla von - > bilden, also den Be- ' 


8, 
dingungen der Aufgabe geniigen. 

Als Beispiel betrachten wir die s. g. Integrale erster Gattung «, 
welche an keiner einzigen Stelle eine Unendlichkeitsstelle besitzen. Aus 
den Ergebnissen des § 16 folgt, dass dies dann und nur dann der Fall 
ist, wenn der dem Differentiale de zugehérige Divisor YW, ganz ist, also 
keinen Nenner besitzt. Also entspricht den linear unabhingigen ganzen 
Divisoren der Classe (W) oder, was dasselbe ist, den Vielfachen des 
Divisors Q = 1 ein vollstindiges System linear unabhingiger Differentiale 
erster Gattung. 

Der Einfachheit wegen nehmen wir an, was ja eventuell stets durch 


eine Substitution « = — erreicht werden kann, dass der Stelle zoo 
0 


m reguliire Punkte der Kugelflache ®, entsprechen. Alsdann kénnen wir 
die Stelle (zvoc) an Stelle der vorher eingefiihrten (a—a,) wihlen, 


und daher den Linearfactor « — a, durch = ersetzen. Nach der so- 
eben angegebenen Methode bilden wir nun zuerst ein Fundamentalsystem 


M1> N2,°**, Un 
fiir die ganzen algebraischen Functionen von K(x, y), welches fiir die 
Stelle (2 = oo) regulir ist, und es bedeuten: 


Q1, 92,°**, Qn 
die Ordnungszahlen der » Elemente »; fiir jene Stelle und zwar seien 
dieselben so bezeichnet, dass 9; > 92 >--->o, ist. Dann ist 


atet--+o——F, 


und man zeigt leicht, dass 9, = 0 ist und alle folgenden Ordnungszahlen 
negativ sind. In der That, eine ganze algebraische Function 7 besitzt 
im Endlichen gar keinen Pol; soll sie also keine Constante sein, so muss 
sie mindestens in einem der » unendlich fernen Punkte von negativer 
Ordnung sein, ihre Ordnungszahl @ fiir (x = 00) ist also stets negativ 





4a @ wow & 


TaFwy }* @&w-*s 


= VT a oe & 
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und nur dann Null, wenn 7 eine Constante ist. Da aber im Kérper K 
sicher auch die Constanten auftreten, so muss 4, = c, folglich 9, = 0 
sein, aber 9, kann dann nicht mehr Null sein, da sonst auch y, constant 
wire, also 4, und », rational abhingig waren. 
Es sei nun 
(m, 72, og Nn) 
das complementiire System zu (1, 42,---,%n)- Sind dann 


: 01, Q2) °°") Qn 
die Ordnungszahlen seiner Elemente, so ist allgemein: 
0: a ie 


d.h. es ist 9, =O, und alle folgenden Ordnungszahlen 92,---, 0, sind 
positiv. Ist also 4, das erste Element, dessen Ordnungszahl > 2 ist, so 
bilden die Functionen: 


Ni, LU, «Hi, yk. ati a: (t=s,s+1,---,”) 
ein vollstindiges System linear unabhingiger Integranden erster Gattung, 


denn sie bilden ein vollstindiges System linear unabhiingiger Multipla 
2 


von - da sie fiir 2 = oo alle mindestens die Ordnungszahl 2 be- 


sitzen. Da @,,---, @:—1 alle gleich Eins, also 9,—1,---, 0,-1—1 
gleich Null sind, so kann ihre Anzahl auch so geschrieben werden: 


at(@—I)+--+@—)=Sa—n+1 
und da nach § 7 II 


D> e=—DeHDe-N=F5 


ist, so folgt fiir die obige Summe der Werth: 


ud —n+1—p. 
Also die Anzahl aller linear unabhiingigen Integrale erster 
Gattung ist stets dem Geschlecht des Kérpers K(x, y) gleich. 


Es existiren also nut dann gar keine allenthalben endlichen Integrale «, 
wenn p= ist, und das ist wieder dann und nur dann der Fall, wenn 
in dem Fundamentalsysteme (7, ---, jn) alle Elemente, ausser dem ersten, 
die Ordnungszahl — 1 besitzen. Da endlich die Anzahl 


w 
p= >" +1 
ihrer Natur nach nie negativ sein kann, so ist stets 
w 


2 >n—1. 


Mathematische Annalen. LIV, 32 
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§ 18. 


Es sei © ein beliebiger Divisor, (Q) seine Classe, und q die Ordnung 
derselben; dann ist ein Differential dw dann und nur dann ein Multiplum 
von ©, wenn fiir den zugehérigen Theiler W,, eine Gleichung 


W., ~ Qy ” G,, 
besteht, in der &,, einen ganzen Divisor bedeutet; da dann umgekehrt 


B 


Go~ = 


ist, so ist &,, ein ganzer Divisor der Classe =~ . Zu jeder Classe 
g J ) 


Q 


ehért eine andere (Q’) = A. , die s. g. Ergénzungsclasse, welche alle 
. Q 


und nur die Divisoren 5° enthiilt, deren Zihler zu (W:) und deren Nenner 


zu (Q) gehért. Ist g’ die Ordnung der Classe (Q’), so folgt aus der 


Gleichung 
(2): (@) = (W), 
q+¢ =2p—2. 

Ein Differential do ist also dann und nur dann ein Multiplum eines 
Divisors O, wenn BW, = O-G,, und G,, ein ganzer Divisor der Er- 
ginzungsclasse (Q’) ist, und die Anzahl aller linear unabhiingigen Diffe- 
rentiale, welche Multipla von © sind, ist demnach fiir alle zu OQ iqui- 
valenten Divisoren dieselbe, niimlich gleich der Anzahl der linear un- 
abhingigen ganzen Divisoren der Ergiinzungsclasse (Q’); es ergiebt sich 
also der Satz: 

Ist (Q) eine beliebige Divisorenclasse, und © irgend ein Divisor 

von (Q), so ist die Anzahl aller linear unabhiingigen Multipla 

da von & stets gleich der Dimension {Q’} der Ergiinzungs- 

classe von (Q). 
Wir wollen jetzt eine Beziehung zwischen den Dimensionen von zwei 
beliebigen Ergiinzungsclassen herleiten, welche der Riemann - Roch’sche Satz 
genannt wird. Zu diesem Zwecke wahlen wir die unabhingige Variable 
« so, dass der Stelle z= co wm regulire Punkte %, entsprechen. Es seien 
dann ©, und Q,’ zwei beliebige ganze oder gebrochene Divisoren, welche 
aber keinen Divisor 8, enthalten, und deren Product: 


QD, E 0,’ = Be 


dem Verzweigungstheiler der Kugelfliche K, gleich ist. Dann sind die 
zu den beiden Divisoren: 





an 


Wao 





8 


— ss. ew. wee 
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gehérigen Classen (Q) und (Q’) Erginzungsclassen, da 





, 2,0; 8, 
5. 0’ = 7s 


also (QQ’) =(W) ist, und umgekehrt kann man in zwei beliebigen Er- 
ginzungsclassen stets zwei solche Theiler © und ©’ finden. Die Dimension 
{Q} der Classe (Q) ist dann gleich der Anzahl aller linear unabhingigen 


ganzen Multipla des Divisors « = MS innerhalb K(xy) und ebenso ist 
. 1 


{Q’} gleich der Anzahl der unabhingigen Multipla von 


nN, 


1 
| ie Sa 

Um nun diese Dimensionen {Q} und {Q’} zu finden, bestimmen 
wir zunichst ein Fundamentalsystem 


fi, E2, ra En 


des Kérpers K(x, y) fiir den Divisor < , welches fiir die Stelle (= oo) 
1 


regular ist, und es seien wieder 

V1, V2,° °°) Tn (> 1:41) 
die Ordnungszahlen seiner Elemente fiir jene Stelle. Dann ist das comple- 
mentiire System 


é, és, a ‘, 
ein Fundamentalsystem fiir den complementiiren Theiler: 
8, 9,’ 


welches ebenfalls fiir (a = oo) regulir ist, und dessen Ordnungszahlen 
fiir jene Stelle bzw. 

— fi, —%) ***) = %e 
sind, 

Dann sind alle und nur die linear unabhiingigen Multipla von 

4 = = in dem Systeme 

€:, 28, --°, a" & (r= 1) 
enthalten, fiir welche die Ordnungszahlen 7; > 1 sind; denn alle diese 


sind Multipla von a 


x ist, aber sie sind auch Multipla von n,, weil sie alle mindestens die 


Ordnungszahl + 1 fiir (¢ =o) besitzen. Ihre Anzahl, die Dimension 
{Q}, ist also durch die Gleichung 

{QJ=ntmete +47 
gegeben, wenn r, die letzte Ordnungszahl r ist, welche >0O ist. Hier 
kénnen und sollen die Ordnungszahlen r; = 0 mitgeziihlt werden, da sie 
ja an der Summe nichts iindern. 


weil das System (&;) ein Fundamentalsystem fiir 


32* 
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Dagegen sind alle und nur die unabhingigen Multipla von wr 
in dem Systeme: 
E, xe, aE, oe eo E (— r= 1) 


enthalten, fiir welche ihre Ordnungszahl — yr, >1 ist, denn alle diese 
sind Multipla von ae aber auch von n,, weil auch sie mindestens die 
Ordnungszahl + 1 fiir (2 =o) haben. Ihre Anzahl, die Dimension 
{Q’} der Ergiinzungsclasse (Q’), ist also gleich: 
(G) = —(ng:trigate tn); 
weil ja n. d. V. r,41 die erste negative Ordnungszahl in dem Systeme 
(&:), also (—r,+1) die erste positive in dem complementiiren Systeme 
(é;) ist. Durch Subtraction ergiebt sich also die wichtige Gleichung: 
(@) —(@) =(itnte +r): 
Nun war aber das System (&,---,§&,) ein Fundamentalsystem fiir die 
Multipla des Divisors = = Ba dessen Ordnung gleich — (q+ 1%) ist; 
also ist 


ntnte-+n=q+n—F=a—ptl, 

wo w die Verzweigungszahl der zu x gehérigen Kugelfliche &, ist; die 
soeben gefundene Gleichung geht also iiber in: 

(Q}={(Q} +a—p+1. 
Wenn man aber jetzt Q mit Q’ vertauscht, so ergiebt sich die corre- 
spondirende Gleichung 

(V}={(Q +a —pt+l. 
Subtrahirt man die zweite von der ersten Gleichung, so kann das Resultat 
folgendermassen geschrieben werden: 


@) (q3-—4=(¢)—f£. 


Ersetzt man endlich in der zweiten der soeben gefundenen Gleichungen 
die Ordnung @ der Ergiinzungsclasse (Q’) durch 2p — 2 — q, so erhiilt 
man die zweite Gleichung: 


(tl) (Z}=(@) =(@}+p—1-«. 


Beide Gleichungen geben uns die gesuchte Beziehung zwischen den Dimen- 
sionen von zwei heliebigen Erginzungsclassen und kénnen folgender- 
massen in Worten ausgesprochen werden: 


. 
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I) Ist QQ’ = W, so besitzt die Differenz zwischen der Dimension 
und der halben Ordnung fiir Q und Q’ stets den gleichen 
Werth. 

II) Ist O ein beliebiger Divisor der Ordnung qg und (Q) seine 
Classe, so ist die Anzahl aller unabhingigen Differentiale da, 
deren Divisoren %&,., Multipla von © sind, stets gleich der 
Dimension der Classe (Q) vermehrt um die Zahl p — 1 —4q, 

Aus der zweiten Gleichung ziehen wir noch zwei einfache, aber fiir das 
Weitere sehr wichtige Folgerungen. Ist 0 ein beliebiger Divisor, dessen 
Ordnung gq = —) negativ ist, so ist die Dimension {Q} —0, da es 
keinen ganzen Divisor von negativer Ordnung giebt. In diesem Falle 
ist also 


I) (QW) ={G}—ot+e—1. 


Die Anzahl aller linear unabhingigen Differentiale, welche 
Multipla eines beliebigen Divisors von negativer Ordnung 6 sind, 
ist also stets gleich b + p— 1. 
Ist zweitens 2 = & ein beliebiger Divisor der Hauptclasse, so ist (@) = (£) 
also q=0, {FE} =—1, da die einzigen ganzen Divisoren dieser Classe die 
Constanten sind; in diesem Falle ist also die Ergiinzungsclasse 


(Q) =(4) =(W) 
und es ergiebt sich also aus (II) die Gleichung: 
(IV) \W} =p, 
also wieder der Satz, dass die Anzahl der linear unabhingigen Differentiale 
erster Gattung gleich p ist. Aber hier folgt allgemeiner, dass auch die 


Anzahl aller unabhingigen Differentiale deren Divisoren Multipla eines 
beliebigen Divisors § der Hauptclasse ist, stets gleich p ist. 


§ 19. 

Wir benutzen zunichst den Riemann-Roch’schen Satz zum Beweise 
der Thatsache, dass die Differentialclasse (W) eines jeden Kérpers K eine 
eigentliche ist, d. h. dass ihre ganzen Divisoren (,, W.,---, W,) nicht 
alle einen gemeinsamen Theiler Yt besitzen. Ist niimlich uw der Grad jenes 
Divisors Mt und (M) seine Classe, so ist 


BW, = M - BW; 
und die p ganzen Divisoren (1, We, ---, W,) gehdren zu der eigentlichen 
Classe W, welche durch die Gleichung 
MW=W 
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vollstindig bestimmt ist. Fiir diese beiden Ergainzungsclassen M und 
W besteht aber nach Formel (I), § 18 die Beziehung: 


(1) (mj)—*=—(wj—%, 


wenn #@ die Ordnung der Classe W bedeutet; nun bestehen aber nach 
den Siitzen des § 14 die Gleichungen: 


{w}={W})=—p, {M} =1, w = 2p —2—u. 
Setzt man diese Werthe in die Gleichung (1) ein, so ergiebt sich zur 
Bestimmung der noch unbekannten Ordnungszahl u von Mt bzw. von (M): 


1—£=p—(p—1)+ 4, 


d. h. es muss nothwendig u = 0, also der Theiler aller ganzen Divisoren 
von (W) gleich Eins sein, w. z. B. w. 

Wir benutzen den Riemann-Roch’schen Satz ferner zur Beantwortung 
der folgenden allgemeineren Frage. Wie viele unabhingige Integrale 
giebt es, welche sich nur in einer Anzahl gegebener Punkte nicht regular 
verhalten, und in jedem von diesen héchstens in vorgegebener Ordnung 
unendlich werden? Offenbar kann diese Aufgabe jetzt auch so ausgesprochen 
werden: 

Es soll die Anzahl aller linear unabhingigen Multipla von 


s innerhalb der Differentialclasse (W) bestimmt werden, wenn 


B —Ri'--- BP," einen beliebigen aber ganzen Divisor bedeutet. 
Alle diese Divisoren der Classe (W) besitzen dann niamlich die Form: 


Bam 

B,, — 8 
und ihre Integrale haben in §,,---, 8, entweder héchstens bzw. die 
Ordnungszahlen g;—1,---,g,— 1 oder werden héchstens unendlich, wie 
IB;, je nachdem g;>1 oder g;=1 ist, wihrend sich o in allen iibrigen 
Punkten regular verhilt. 


In diesem Falle ist also 


O=% @=(g), 1=-—%, 


wenn B die Classe von 8 ist, und bg, -+----+ y, die Ordnung von 
B bedeutet. Ferner ist 
1 
{Q} = {+} =0, 
weil es keinen ganzen Divisor von der negativen Ordnung —b geben 
kann. Setzt man diese Werthe in die Gleichung (II) des vorigen Ab- 





id 


ch 


ur 


en 


ng 
ile 
ar 
ng 
en 


on 


nn 


et. 


on 








Algebraische Functionen einer Veriinderlichen. 495 


schnittes ein, so ergiebt sich fiir die gesuchte Anzahl, oder fiir die 
Dimension { Q°}—={BW)} der Erginzungsclasse von (=) die Gleichung: 
(BW) =b+p—1. 
Die Anzahl aller linear unabhiingigen Differentiale mit dem 
Nenner 8 der Ordnung 6b ist stets gleich b + p—1. 
Ks sei nun zunichst 8 = $, also ) = 1, dann lehrt unser Satz, dass 


die Anzahl aller unabhingigen Differentiale dw, deren Nenner héchstens 
¥ ist, gleich p-ist, oder dass die Dimension der Ergiinzungsclasse {8 W} 


zu (x) gleich p ist. Sind aber %,, We, - - ., W,, wie vorher, ein voll- 


standiges System unabhangiger ganzer Divisoren der Classe (W), so bilden 


die p Divisoren 
$B, PBs, me PRB, 


ein ebenselches System fiir die Classe (3 W); denn einmal sind sie un- 
abhingig, zweitens gehdren sie zu jener Classe und drittens giebt es 
nicht mehr unabhingige ganze Divisoren in dieser Classe. Jede Classe 
(8 W) ist also eine uneigentliche Classe, und ihr Theiler ist gleich §. 
Jedes Differential, dessen Nenner héchstens gleich $8 ist, besitzt also 
die Form: 


da~ a ~ B, 
ist also ein Differential erster Gattung, es besteht daher der Satz: 
Es giebt kein einziges Integral, welches nur an einer Stelle 
und zwar logarithmisch unendlich wird. 

Alle folgenden Classen (BW), fiir welche der ganze Divisor 8 min- 
destens zwei Primfactoren enthiilt, sind aber stets eigentliche Classen. 
Zum Beweise dieses wichtigen Satzes nehmen wir an, dass fiir einen 
beliebigen ganzen Divisor 8, dessen Ordnung b > 2 ist, die b+ p—1 
Divisoren 


(2) G,, Gs, ake Gs4p—1 

ein vollstindiges System unabhiingiger ganzer Divisoren der Classe (BW) 
bilden, und dass diese keinen gemeinsamen Theiler besitzen. Ist dann J 
ein ganz beliebiger Primtheiler, so gehéren die b+ p—1 linear un- 
abhingigen ganzen Divisoren 

(2°) ¥G,, ¥ Ge, 7. BG, 4-1 

sicher zu der Classe (2 BW); da aber die Ordnung von $B gleich 
b+ 1 ist, so ist die Dimension {$8 BW} dieser Classe gleich b + p; 
es muss also in dieser Classe noch einen ganzen Divisor &, geben, welcher 
von den Divisoren (2*) linear unabhingig ist. Derselbe ist durch $ nicht 
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theilbar; denn wire ©, = %G,, so gehdrte G, zur Classe (BW), wire 
also durch die (6 + p— 1) Divisoren (2) linear darstellbar, es miisste 
also %@, durch die Divisoren (2*) mit den gleichen Coefficienten dar- 
stellbar sein. 

Ist also (G,, Gs, ---, G+p-1) ein vollstindiges System linear un- 
abhingiger ganzer Divisoren fiir den Nenner 8, so giebt es ein System: 


(2) Go, $G,, ee BG 4p—1 


fiir den Nenner $%, fiir welches ©, den Primtheiler ¥ sicher nicht ent- 
halt. Daraus folgt, dass die Classe (8 BW) eine eigentliche ist, denn 
die b-++ p ganzen Divisoren (2”) enthalten weder den gemeinsamen Theiler 
$8, noch auch irgend einen von $ verschiedenen Theiler $f’, denn $f’ 
miisste ja dann schon in @,, ®,,---, G@+4,-1 enthalten sein, was mit 
der Voraussetzung, dass (BW) eine eigentliche Classe ist, im Wider- 
spruch stehen wiirde. ' 

Nun ist aber unser Satz fiir den ersten Fall, naimlich fir 8 — PY’ 
richtig, mégen nun $$ und §’ gleich oder verschieden sein. In der That 
ist dann die Dimension der Classe (BW) gleich p + 1; ausser den p un- 
abhingigen ganzen Divisoren dieser Classe: 

(3) PPB, PPB, ---, PP BW, 

muss also noch ein weiterer &, vorhanden sein, welcher weder durch ¥ 
noch durch $8 theilbar ist. Enthielte nimlich © = ¥’G,’ etwa den 
Theiler ¥’, so gehérte G,’ der uneigentlichen Classe (BW) an, wire 
also auch durch §§ theilbar, und dann wire & — $'G, durch die 
p ganzen Divisoren (3) linear darstellbar, also nicht von ihnen unab- 
hangig. Hiermit ist also unsere Behauptung vollstiindig erwiesen. 

Wenden wir diesen allgemeinen Satz auf diejenigen Differentiale an, 
deren Nenner $ = $$" oder gleich %, 8, also entweder eine Potenz eines 
einzigen Primfactors oder das Product zweier verschiedener Primtheiler 
ist, so ergeben sich die beiden Folgerungen: 

I) Ist m eine beliebige ganze Zahl >1 und § ein beliebiger 
Primtheiler, so giebt es stets ein Differential 
G 

dessen Nenner in der reducirten Form gleich $” ist. Das 

zugehérige Integral ¢,,; heisst ein Elementarintegral zweiter 

Gattung, es besitzt nur in $$ einen Pol und zwar von der 

(m — 1)" Ordnung. 

II) Sind §, und §, zwei beliebige von einander verschiedene 

Primtheiler, so giebt es stets ein Differential 


dtm—1~ 
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apy ~ rT ’ 

dessen Nenner in der reducirten Form gleich %,, ist. Das 

zugehérige Integral p,, heisst ein Elementarintegral dritter 

Gattung, es wird nur in $, und ¥, und zwar logarithmisch 

unendlich. 

Hieraus folgt endlich, dass man jedes Differential 
da~ : . 
dessen Nenner 
B — Pi' Ry? .. . By 

ein beliebiger ganzer Divisor ist, stets als eine Summe von Elementar- 
differentialen der ersten, zweiten und dritten Gattung darstellen kann; 
denn man erkennt leicht, dass man von dq@ stets ein solches Elementar- 
differential dw multiplicirt mit einer geeigneten Constanten abziehen kann, 
dass in der Differenz ‘ 
8B’ 
der Nenner 8’ mindestens einen Primtheiler in einer mindestens um Eins 
niedrigeren Potenz enthalt, und durch Fortsetzung dieses Verfahrens ge- 
langt man schliesslich zu einem Differentiale erster Gattung. 


da — ¢, da, = d(@— ¢,@) ~ 


Zum Schluss méchte ich noch bemerken, dass die in dieser Ab- 
handlung gegebenen Beweise, sowie alle von mir benutzten Methoden 
meines Wissens neu sind; mit ihrer Hilfe kann man alle in dieser Theorie 
sich darbictenden Aufgaben auf ein Grundproblem zuriickfiihren, und dieses 
bei beliebig gegebener Grundcurve ohne jede vorgiingige Vereinfachung 
derselben mit rein arithmetischen Hiilfsmitteln lisen. 

Von den Hauptresultaten dieser Arbeit sind die Sitze iiber die 
algebraischen Systeme oder Moduln, iiber ihre Transformation in regulire 
Systeme, und der Satz iiber die charakteristischen Eigenschaften des 
Fundamentalsystemes fiir ein Ideal noch nicht gegeben worden; dasselbe 
gilt von der allgemeinen Theorie der (ganzen und gebrochenen) Divisoren, 
ihrer Eintheilung in Classen, und von der Aufstellung des Grundproblemes 
dieser Theorie und seiner Anwendung auf die der Abel’schen Integrale. 
Dagegen méchte ich ausdriicklich erwihnen, dass sich eine Theorie der 
ganzen Divisoren nebst ihren Anwendungen auf ganz anderer Grundlage 
und in ganz anderer Behandlung in der classischen Abhandlung der 
Herren Dedekind und Weber im 92. Bande des Crelle’schen Journales 
findet, deren sonstige Vorziige hier nicht noch einmal hervorgehoben zu 
werden brauchen. ’ 











Ueber die sechzehn Doppelpunkte und sechzehn Doppelebenen 
einer Kummer’schen Flache. 


Von 


H. E. Trwerpine in Strassburg. 


Die zahlreichen Untersuchungen iiber die Gruppirungen der 16 Doppel- 
punkte und 16 Doppelebenen einer Kummer’schen Fliche, die durch ihren 
Zusammenhang mit der Charakteristikentheorie der Thetafunctionen von 
zwei Verinderlichen noch eine besondere Bedeutung erhalten, basiren im 
Wesentlichen alle auf der Arbeit des Herrn Klein iiber die Linien- 
complexe des ersten und zweiten Grades im 2. Bande der Math. Annalen. 
In dieser Abhandlung wurde zum ersten Male auf die Bedeutung der 240 
Ebenen aufmerksam gemacht, die nur drei Knotenpunkte enthalten und 
die Flache in rationalen Curven vierter Ordnung schneiden. Spiiter hat sie 
Caporali als Ebenen TT zur Grundlage seiner Untersuchungen iiber die 
Kummer’sche Configuration (Rendiconti dell’ Accademia dei Lincei, Anno 
CCLXXV, 1878; Memorie di Geometria, pag. 80) gemacht, weswegen wir 
sie schlechthin als Caporali’sche Ebenen bezeichnen wollen und ebenso als 
Caporali’sche Punkte die Punkte, in denen sich drei und nur drei Doppel- 
ebenen der Fliche schneiden. 

In der genannten Arbeit entdeckte Herr Klein auch die 15 Collinea- 
tionen, nimlich gescharte Involutionen, welche die Kummer’sche Flache 
in sich iiberfiihren. Die Paare von Leitlinien dieser Involutionen, die wir 
der Kiirze halber Klein’sche Linien nennen wollen, bilden die Gegen- 
kantenpaare von 15 Tetraedern, sodass jedes Paar von Klein’schen Linien 
dreien dieser ,,Fhaupttetraeder“ gemeinsam ist. 

Ferner hat Herr Weber zuerst betont,*) dass unter den Tetraedern, 
die sich aus den Doppelpunkten oder Doppelebenen einer Kummer’schen 
Fliche bilden lassen, zwei Gattungen besonders hervorzuheben sind. Von 
den 80 Tetraedern der ersten Gattung bilden Doppelpunkte die Ecken und 


*) Crelle’s Journal, Band 84,6. 345 
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Doppelebenen die Seitenflichen. Sie lassen sich als azygetische Tetraeder 
charakterisiren, und ebenso als azygetische Quadrupel die Doppelpunkte 
und Doppelebenen, die ihre Ecken und Ebenen bilden. Von den Tetraedern 
der zweiten Gattung hingegen sind entweder Doppelpunkte die Ecken und 
lauter Caporali’sche Ebenen die Seitenflichen oder Doppelebenen die 
Seitenfliichen und Caporali’sche Punkte die Ecken, und wir wollen von 
den vier Doppelpunkten oder Doppelebenen, die ihre Ecken oder Ebenen 
sind, jedesmal sagen, sie bilden ein syzygetisches Quadrupel. Es giebt 
dann unter den Doppelpunkten wie unter den Doppelebenen 60 solcher 
syzygetischer Quadrupel. Die Bezeichnung rechtfertigt sich dadurch, dass 
die Beriihrungscurven der Doppelebenen eines dieser Quadrupel immer 
auf einer Fliche zweiter Ordnung liegen und die Tangentialkegel in den 
Doppelpunkten einer ebensolchen Gruppe immer aus Tangenten derselben 
Fliche zweiter Classe bestehen. 

Man kann nun wiinschen, die beiden Gattungen von Quadrupeln und 
iiberhaupt die Gruppirungen der Doppelpunkte und Doppelebenen, mehr 
als es bisher geschehen, aus einem einheitlichen Gesichtspunkte entwickelt 
m sehen. Dazu sind vielleicht die folgenden Bemerkungen nicht un- 
geeignet. 

Sie griinden sich darauf, dass man, ganz analog wie Steiner es fiir 
die 28 Doppeltangenten einer ebenen Curve vierter Ordnung gethan hat, 
aus den 16 Doppelpunkten oder 16 Doppelebenen alle méglichen Paare 
bildet und diese Paare dann gruppenweise zusammenfasst, namlich zu 
vieren. Eine solche Gruppe von vier Paaren soll eine Paarvier heissen. 
Da es 120 Paare giebt, existiren 30 derartige Paarvier.*) 

Wir wollen nun die sechs Doppelebenen, die durch einen Doppel- 
punkt gehen, kurz als eine Schaar bezeichnen, ebenso die sechs Doppel- 
punkte in einer Doppelebene. Dann entstehen die Ebenenpaarvier, indem 
man von zwei Schaaren die beiden gemeinsamen Doppelebenen fortliisst. 
Aber die Ebenenpaarvier wird nicht nur durch diese beiden Doppelebenen, 
sondern durch ein beliebiges Ebenenpaar aus einer bestimmten neuen Paar- 
vier zu zwei Schaaren ergiinzt. Zu dieser neuen steht die alte Paarvier 
in derselben Beziehung, wie jene umgekehrt zu dieser. Die beiden Paarvier 
sind associirt und enthalten zusammen alle 16 Doppelebenen. 

Man findet nun vier Paare von Doppelpunkten, durch die je vier 
Ebenen einer Ebenenpaarvier gehen, sodass durch die Punkte eines Paares 





*) Cayley hat die Charakteristiken derselben iibersichtlich zusammengestellt in 
in A Memoir on the single and double theta-functions. Philos. Transactions, vol. 171, III. 
Gesammelte Abhandlungen, Band X, Seite 463. Mit Hiilfe der Rosenhain’schen oder 
der von Herrn Weber a. a. 0. adoptirten Bezeichnung ergeben sich die hier 
folgenden Resultate auf einfache Weise - 
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zusammen alle acht Doppelebenen derselben gehen. Diese Punkte bilden 
eine Punktepaarvier, die so der Ebenenpaarvier zugeordnet ist. Associirten 
Ebenenpaarvier sind associirte Punktepaarvier zugeordnet. Durch jede 
der 15 Klein’schen Involutionen, welche die Kummer’sche Fliiche in sich 
selbst iiberfiihren, gehen zwei bestimmte associirte Ebenenpaarvier, mit- 
sammt ihren zugeordneten Punktepaarvier, in einander iiber. 

Die 120 Verbindungslinien der 16 Doppelpunkte, die mit den 120 
Schnittlinien der 16 Doppelebenen identisch sind, wollen wir als Kummer’- 
sche Linien bezeichnen. Dann durchschneiden von einer Ebenenpaarvier 
die Ebenen der einzelnen Paare sich in vier Kummer’schen Linien, und 
dieselben vier Kummer’schen Linien erhalten wir, indem wir die Doppel- 
punkte der Punktepaarvier verbinden, die der associirten Ebenenpaarvier 
in der oben angegebenen Weise zugeordnet ist. 

Die beiden Quadrupel von Kummer’schen Linien, die wir zu associirten 
Ebenen- oder Punktepaarvier erhalten, haben nun die Eigenschaft, dass 
sie von demselben Paar Klein’scher Linien getroffen werden. Weiter 
schneiden sie auf einer dieser Klein’schen Linien je ein Punktequadrupel 
aus. Zerfallt man jedes dieser beiden Quadrupel auf die drei méglichen 
Arten in zwei Punktepaare und sucht jedesmal zu den zwei Paaren die 
gemeinsamen harmonischen Punkte, so sind die drei Punktepaare, zu denen 
so jedes der beiden Punktequadrupel fiihrt, identisch. Auf der zweiten 
Klein’schen Linie erhilt man jedem dieser Paare entsprechend ein zweites 
Punktepaar, und zieht man jedesmal die vier Verbindungslinien der Punkte 
zusammengehériger Paare auf beiden Linien, so bilden die dreimal vier 
Verbindungslinien, die man so bekommt, sechs neue Paare Klein’scher 
Linien und mit dem ersten Paare zusammen drei Haupttetraeder der 
Kummer’schen Fiche. 

Beliebige zwei Paare aus derselben Paarvier bilden ein syzygetisches 
Quadrupel, beliebige zwei Paare aus associirten Paarvier ein azygetisches 
Quadrupel. Wie man aber auch ein syzygetisches oder azygetisches 
Quadrupel in Paare zerlegt, immer gehéren dieselben der gleichen Paarvier 
an, wenn das Quadrupel syzygetisch, und der associirten Paarvier, wenn 
es azygetisch ist. So sieht man wieder, dass es 60 syzygetische und 80 
azygetische Quadrupel giebt. 

Die Doppelebenen, welche die Seitenflachen eines von einem azygetischen 
Punktequadrupel gebildeten Tetraeders sind, stellen immer auch ein azy- 
getisches Ebenenquadrupel dar. Der Ebenenpaarvier, welche der durch 
zwei Ecken des Tetraeders — als ein Paar — bestimmten Punktepaar- 
vier in der obigen Weise zugeordnet ist, gehért allemal auch ein Paar 
von Ebenen des Tetraeders an, und zwar schneiden diese sich in der 
Kante, welche jene zwei Ecken des Tetraeders nicht enthilt. Die Paare 
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von Ebenen des Tetraeders, die sich in zwei Gegenkanten schneiden, oder 
die Paare von Ecken, die auf zwei Gegenkanten liegen, gehéren zu 
associirten Paarvier. : 

Zwei Paarvier haben entweder gar keine oder vier Elemente — Punkte 
oder Ebenen — gemein. 

Mit einer Paarvier hat nur eine einzige andere kein Element gemein, 
nimlich die associirte Paarvier. Die Paarvier, die vier Elemente gemein 
haben, sind zu einander syzygetisch oder azygetisch, jenachdem ihre gemein- 
samen Elemente ein syzygetisches oder azygetisches Quadrupel bilden. 
Zu jeder Paarvier sind 12 andere syzygetisch und 16 azygetisch. In der 
Paarvier sind niimlich 6 syzygetische und 8 azygetische Quadrupel ent- 
halten. Die ersteren bestehen aus irgend zwei Paaren in ihr, und die 
letzteren greifen aus jedem der vier Paare, aber nicht auf jede mégliche 
Art, ein Element heraus. Die vier Paare lassen sich vielmehr auch so 
trennen, dass die Paarvier in die Elemente zweier Schaaren, mit Aus- 
schluss von deren gemeinsamen Elementen, zerfiallt. Jedes syzygetische 
und jedes azygetische Quadrupel der Paarvier gehért aber noch zu zwei 
anderen Paarvier, die mit der ersten zusammen jedesmal alle 16 Elemente 
erschépfen. 

Jedes syzygetische Quadrupel enthilt von den drei Paarvier, denen 
es angehért, immer zwei Paare. Die jedesmal iibrig bleibenden zwei 
Paare bilden zusammen drei neue syzygetische Quadrupel, von denen wieder 
je zwei einer neuen Paarvier angehéren. Die Gesammtheit der vier 
Quadrupel soll eine syzygetische Quadrupelvier heissen. Es giebt deren 15. 
Je zwei Quadrupel einer Quadrupelvier bilden eine Paarvier und acht 
associirte Punkte oder Ebenen, je drei Quadrupel zwélf Punkte oder 
Tangentialebenen einer *quadratischen Fiche. Sind es Punkte, so ver- 
theilen sie sich auf vier singuliire Kegelschnitte, oder vier Doppelebenen, 
die ihrerseits ein syzygetisches Quadrupel bilden, und die vier Ebenen- 
quadrupel, die man so im Ganzen erhilt, stellen auch eine syzygetische 
Quadrupelvier dar. 

Aus den Quadrupeln einer Quadrupelvier lassen sich auf drei Arten 
zwei associirte Paarvier bilden, und es giebt drei geschaarte Involutionen, 
durch welche dieselben in einander iibergehen. Die drei Paare Klein’scher 
Linien, welche die Leitlinien dieser Involutionen sind, bilden aber die 
Paare von Gegenkanten eines Haupttetraeders der Kummer’schen Fiche, 
so dass zu jeder Zerlegung der 16 Doppelpunkte und 16 Doppelebenen 
in Quadrupelvier ein Haupttetraeder gehért. 

Jedes syzygetische Punktquadrupel bildet ein Tetraeder, durch dessen 
Kanten je zwei Doppelebenen gehen. Die vier noch iibrigen Doppelebenen 
bilden dann ihrerseits ein syzygetisches Ebenenquadrupel, das dem syzy- 
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getischen Punktquadrupel zugeordnet ist. Ausserdem bilden die Ebenen- 
paare, die durch je zwei Gegenkanten des Tetraeders gehen, syzygetische 
Quadrupel, und die vier Ebenenquadrupel, die man so im Ganzen erhiilt, 
stellen eine Quadrupelvier dar. Umgekehrt, greift man aus einer Quadrupel- 
vier von Doppelebenen beliebige drei Quadrupel heraus, so sondern dieselben 
sich derart in Paare, dass die Schnittlinien dieser Ebenenpaare die Kanten 
eines Tetraeders sind, dessen Ecken von den Doppelpunkten eines syzy- 
getischen Quadrupels gebildet werden. 

Jedes azygetische Quadrupel gehért zu drei Paarvier und wird zu 
jeder derselben durch ein neues azygetisches Quadrupel erginzt. Aber 
diese drei neuen azygetischen Quadrupel bilden zu zweien auch immer 
eine Paarvier, so dass von den vier Quadrupeln, die man im Ganzen hat, 
beliebige zwei sich zu einer Paarvier zusammenfiigen. Die Gesammtheit 
solcher vier azygetischer Quadrupel wollen wir eine Viervier nennen. 

Jedes Element eines ihrer Quadrupel tritt mit einem bestimmten 
Elemente jedes anderen Quadrupels in der Paarvier, die beide Quadrupel 
bilden, als ein Paar zusammen. Von den drei Elementen, die so mit dem 
ersten Elemente zusammentreten, sind aber wieder beliebige zwei in einer 
Paarvier der Viervier als ein Paar einander zugeordnet. Wenn die vier 
Elemente also auf eine beliebige Art in Paare gesondert werden, so 
gehéren diese Paare immer in zwei associirten Paarvier zusammen, die 
aus den Quadrupeln der Viervier gebildet sind. Die vier Elemente bilden 
wieder ein azygetisches Quadrupel, und wir erhalten mit jeder Zerfallung 
der 16 Elemente, Doppelpunkte oder Doppelebenen, in azygetische Quadrupel 
eine zugehérige zweite solche Zerfallung, derart dass aus jedem Quadrupel 
der einen Zerfillung immer ein Element in jedes Quadrupel der anderen 
Zerfillung eingeht, wie es schon lange bekannt i8t. 
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Ueber eine Aufgabe der elementaren Arithmetik. 
Von 


Paut Wo.Lrskent in Darmstadt. 


Im Novemberhefte 1899 des Intermédiaire des Mathématiciens wird 
unter No. 1656 die Frage gestellt, welche Zahlen N die Eigenschaft be- 
sitzen, dass die m(N) Zahlen, die relativ prim zu N und < N sind, 
simmtlich Primzahlen sind. Auf die Beantwortung dieser Frage bezieht 
sich das folgende. 


5. 
Wir denken uns alle Primzahlen der Grésse nach geordnet und durch 
P;, Py, Py,*++ bezeichnet, also p, = 2, p, = 3, pp=5 u.s. w. Nun sei pz 


die kleinste Primzahl, die nicht in N aufgeht, dann ist p,* die kleinste 
msammengesetzte Zahl, die relativ prim zu N ist. Denn jede zusammen- 


~ gesetzte Zahl besteht mindestens aus zwei gleichen oder ungleichen Prim- 


factoren, welche, da die Zahl zu N relativ prim sein soll, in N nicht auf- 
gehen ditrfen, also > p, sein miissen. Die Zahl wird also > p,? sein. 

Je nachdem nun p,;? > N oder < N ist, wird N die verlangte Eigen- 
schaft besitzen oder nicht. Ist nimlich p,? > N, so ist jede Zahl, die << N 
und relativ prim zu N ist, eine Primzahl. Denn wiire sie zusammengesetzt, 
so wiirde dies dem obigen widersprechen, weil sie < ,” ist, wihrend dies 
doch die kleinste zu N relativ prime zusammengesetzte Zahl ist. Ist aber 
p< N, dann hat schon deshalb N nicht die verlangte Eigenschaft, weil 
eben die zu N relativ prime und zusammengesetzte Zahl p,?< N ist. 


2 


a. 


9 


Tchebichef hat gezeigt*), dass wenn a> = ist, immer zwischen a 


und 24 —2 mindestens eine Primzahl liegt. Also liegt erst recht zwischen 


*) Journal de Mathématiques, T. XVII, Année 1852, p. 382. 
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pa und 2m, eine Primzahl, d. h. pa4i ist <2p,. Hieraus folgt aber 

Pir: <4p,2. Wenn also 4 < p, ist, so ist 

(1) Paes < pi’. 

Angenommen nun, es sei 

(2) Di? <P, Pa Py *** Par, 

so folgt hieraus p,°< p,-p,-Ps-+:Pa—1*pa oder mit Riicksicht auf (1) 
Pi+1<Di*D2*Ds*** Da- 

Wenn also die Ungleichheit (2) fiir irgend einen Werth p, gilt, so gilt 

sie auch fiir jeden gréssern. Da nun aber 11? < 2-3-5-7, so gilt die 

Ungleichheit (2) fiir jede Primzahl p, > 7. 


3. 


Da p, die kleinste in N nicht enthaltene Primzahl ist, so enthailt N 
jede der Primzahlen p,, p., p3,°~*-Pa—1 mindestens einmal. Es ist also 
N> DP, Po-Ps***Pa—1 und wenn p,>7 ist, nach dem unter No. 2 ge- 
sagten N> p,*. Wir haben somit das Resultat: 

Ist die kleinste nicht in N aufgehende Primzahl >7, dann hat die 
Zahl N niemals die verlangte Eigenschaft. 


4, 

Um also die Zahlen N mit der verlangten Eigenschaft zu erhalten, 
haben wir nur die Werthe von p, = 2,3,5,7 zu beriicksichtigen. Bei 
jedem dieser Werthe von p, nehmen wir die Zahlen, welche < p,’ und 
durch alle Primzahlen, die <p, sind, theilbar sind. Diesen und nur 


diesen kommt die verlangte Eigenschaft zu. Es sind dies die Zahlen 
3, 4, 6, 8, 12, 18, 24, 30. 
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Neuer Beweis des Satzes, dass eine geschlossene convexe Flache 
sich nicht verbiegen lasst. 


Von 


Herricu Liesmann in Leipzig. 
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1. Die negative Kriimmung der Polfliiche. 
2. Folgerung fiir die Verbiegung convexer Fliichen. 


$ 1. 
Einleitung. 


1. Gedankengang des friiheren Beweises. 


In meiner Habilitationsschrift*) habe ich einen Beweis gegeben fiir 
den zuerst von Minding ausgesprochenen Satz, dass es unméglich ist, eine 
geschlosse convexe Fliiche zu verbiegen. Dér Beweis, welcher sich auf 
infinitesimale Verbiegungen**) beschrinkte, und bei dem auch tiber die 
Natur der Fliche noch verschiedene Voraussetzungen gemacht wurden***), 


*) Ueber die Verbiegung der geschlossenen Fliichen positiver Kriimmung. Leipzig 
1899 und Math. Annalen LI. (Im Folgenden citirt mit V.) 
**) Kine klare Auseinandersetzung iiber den Begriff ,,infinitesimale Verbiegung“ 
findet man bei Darboux, Theorie des surfaces [V, Paris 1896 p. 3: 
“*) V. § 1, Nr. 2—3. 


Mathematische Annalen. LIV. 33 
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die wir auch im Folgenden beibehalten werden, beruhte auf einer indirecten 
Schlussweise. Es wurde nimlich eine gewisse Hiilfsfliiche, die Verbiegungs- 
fliche*) eingefiihrt und gezeigt, dass wenn die Verbiegung keine Bewegung 
war, die Verbiegungsfliche die beiden Eigenschaften in sich vereinigen 
musste, im allgemeinen negative Kriimmung zu besitzen und dabei ganz 
im Endlichen zu bleiben.**) Hierin lag ein Widerspruch***), aus dem 
sich dann ergab, dass die Verbiegung nur eine Bewegung sein konnte. 

Die als Hiilfsmittel beniitzte Verbiegungsfliche bot indessen durch 
die auf ihr gelegenen Punkte ,seminegativer Kriimmung“+) besondere 
Schwierigkeiten und der Beweis, dass nur die Bewegung als infinitesimale 
Verbiegung iibrig bleiben konnte, erforderte daher sehr complicirte Hiilfs- 
mittel. ++) 


2. Neue Beweismethode. 


Im Folgenden wird nun ein Beweis erbracht, welcher die friiheren 
Schwierigkeiten vermeidet, indem es jetzt gelingt, statt der friiheren Ver- 
biegungsfliiche eine andere Hiilfsfliiche zu beniitzen, welche wir sogleich 
kennen lernen werden. Diese Fliche, die wir mit dem Namen ,,Polfliche 
der inf. Verbiegung“ oder kurzweg ,,Polfliche“ bezeichnen wollen, hat, wie 
wir sehen werden, die Eigenschaft, sich im Fall der Bewegung auf einen 
einzigen Punkt zu reduciren. Wenn dagegen die Verbiegung eine wirk- 
liche Verbiegung, nicht nur eine Bewegung ist, so wird sich zeigen, dass 
die Polfliche in allen Punkten ausnahmslos den Charakter der negativen 
Kriimmung besitzt, was sich mit ihrer anderen Eigenschaft, ganz im End- 
lichen zu bleiben, nicht vereinigen liisst. Wir werden also hier auf den- 
selben Widerspruch gefiihrt, wie bei dem friiheren Beweis — nur mit der 
Vereinfachung, dass die listigen Punkte seminegativer Kriimmung ganz 


wegfallen. 


§ 2. 
Die Polfliche. 


1. Verbiegung einer Flaiche und eines damit starr verbundenen 
Strahlensystems. 


Um die Entstehung der Polfliiche zu beschreiben, miissen wir erst 
uns den dabei vorkommenden Begriff der Verbieyung eines Strahlensystems 
klar machen, welches an eine Fiche geheftet ist. 





% V. $4 Nr. 1. 
**) V. § 4, Nr. 2-3. 
**) V_§ 2, Nr. 3. 

+) V. § 4, Nr. 5 
tt) V. § 2, Nr. 4 
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Erinnern wir uns zuniichst an die charakteristischen Eigenthiimlich- 
keiten einer Flichenverbiegung. Dabei findern sich die geodiitischen Ent- 
fernungen auf der Flache nicht, wie iiberhaupt die Linge eines auf der 
Fliche gelegenen Curvenstiickes ungeiindert bleibt. Ein einzelner Flachen- 
punkt wird bewegt und die von ihm ausgehenden, in der Fliche gelegenen 
Richtungen ebenfalls, jedoch so dass ihre relative Lage ungeindert bleibt: 
Zieht man in einem Punkt der Flaiche das Biischel der Tangenten, fiihrt 
man sodann die Verbiegung aus und zieht nachher in den entsprechenden 
Richtungen die Tangenten, so geht das Tangentenbiischel aus dem ersten 
hervor durch einfache Bewegung*). — Wenn nun ein System von Strahlen 
vorliegt, welche von der Fliiche ausgehen, so kann man die Fiche ver- 
biegen und dabei dem einzelnen Strahl eine solche Bewegung vorschreiben, 
dass die Neigungen, welche er gegen die in der Tangentialebene seines 
Anfangspunktes auf der Fliiche gelegenen Richtungen hat, alle ungeindert 
bleiben. Das ist méglich, weil eben die relativen Lagen d. h. die Winkel, 
welche diese verschiedenen Richtungen mit einander bilden, ungeindert 
bleiben. Es geniigt zu fordern, dass seine Richtung gegen zwei Tangenten- 
richtungen ungeandert bleibt, dann aindern sich die iibrigen von selbst nicht. 

Unter der Verbiegung eines von einer Fliche ausgehenden Strahlen- 
systems wollen wir also eine Transformation verstehen, bei der der einzelne 
Strahl so bewegt wird, dass er seine Richtung gegen die der Fliche in seinem 
Ausgangspunkt zugehirigen durch die Verbiegung gednderten Tangenten- 
richtungen beibehiilt.**) 

Wir wollen diese Bewegung auch bezeichnen als eine solche, wo der 
einzelne Strahl mit der Fliche starr verbunden bleibt in seinem Ausgangspunkt. 

Als Beispiel einer solchen Verbiegung sei folgendes genannt: Die 
Normalen einer Fliiche welche verbogen wird, bilden ein Strahlensystem, 
welches aus dem System der Normalen, welche die Fliche vorher besass, 
durch Verbiegung hervorgegangen ist. 


2. Die Polfliche einer infinitesimalen Verbiegung. 


Die Polfliiche nun wird durch Verbiegung eines gewissen mit der 
zu verbiegenden Fiche zusammenhingenden Strahlensystems gewonnen. 
Wir betrachten die Fliche in der Anfangslage und verbinden die Punkte 
derselben durch gerade Linien mit einem im Jnnern der Fliche, aber sonst 


*) Man kann sich dies anschaulich klar machen: Versehen wir das Tangenten- 
biischel vor und nach der Verbiegung mit den Farben des Spectrums, so lassen sich 
die beiden Spectra durch Bewegung zur Deckung bringen. 

*™) Von dieser Verbiegung eines Strahlensystems macht z. B. Bianchi Gebrauch 
in seiner Arbeit: Sulla teoria delle trasformazioni delle superficie a curvatura con- 
stanta. (Annali di Mat. Ser. III, T. 3, p. 199.) 
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beliebig angenommenen Pol P,' dessen Coordinaten mit a, b, ¢ bezeichnet 
werden mégen. Sodann denken wir uns die Verbindung der verschiedenen 
Strahlen in P aufgehoben und verbiegen die Fliche. Die einzelnen 
Strahlen mégen dabei mit der Flaiche starr verbunden bleiben; es werden 
daher die Endpunkte der Strahlen, die vorher alle in P zusammentfielen, 
jetzt im allgemeinen nicht mehr zusammenfallen. Bei einer infinitesimalen 
Verbiegung speciell, welche durch die Formeln 

“= x-+ 86, 

%=y + en, 

4=2+2€ 
gegeben ist, wird der Endpunkt abe des vom Punkt w2yz ausgehenden 
Strahles tibergehen in 

a, =a-+ ea, 

b, =b+ «8, 

¢ =ce+ey 
wo «By ebenso wie §y€ analytische Functionen von x und y sind, welche 
sich mit Hiilfe von &4€ berechnen lassen (vgl. die niichste Nummer). 
Diese «fy nun tragen wir als rechtwinklige Coordinaten in irgend einem 
rechtwinkligen Coordinatensystem auf und erhalten auf diese Weise die 
Polfliiche. (Kigentlich diirfte man hier das Wort ,,Fliche* noch nicht 
gebrauchen, da ja erst die Rechnung zeigen wird, dass das Gebilde eine 
Fliche und nicht etwa eine Curve ist). 

Die Polfliche giebt also die Werthe der infinitesimalen Verschiebungen 
aBy an, welche die verschiedenen, vor der Verbieguna im Pol vereinigten 
Endpunkte der Strahlen des mit den Flichenpunkten starr verbundenen Systems 
erleiden. 


3. Formeln fiir die Coordinaten der Polfliche. 


Wenn wir jetzt die Formeln fiir die Polflache aufstellen, so haben 
wir in diesen Formeln zweierlei Forderungen auszudriicken: erstens, dass 
die Linge eines jeden Strahles ungeindert bleibt und zweitens, dass er 
mit der Fliche starr verbunden bleibt, und dazu geniigt es nach § 2, Nr. 1, 
dass seine Neigung gegen zwei in der Flache gelegene Curvenrichtungen 
ungeaindert bleibt. Wir nehmen hierfiir am besten diejenigen Curven, 
welche durch die Ebenen x = constans und y = constans aus der Fiche 
vor der Verbiegung herausgeschnitten werden. 

Die Forderung nun, dass die Entfernung 


y? = (x—a)* + (y—b)? + (e—c)? 


ungeandert bleibt, dass also 
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(a—a)? + (y—b)? + (ez—e)? = (x—a+6(E—a))? + (y—b+eq—p))* 
+ (@—e+eb—y)? 


sein soll, fithrt auf die Gleichung 


(A) (t—a) (E—a) + (y—b) (n—B) + @—0) (6—7) = 0. 
Um die beiden anderen Forderungen auszudriicken, berechnen wir uns die 
Cosinus der beiden Winkel, welche der Strah! vor und nach der Ver- 
biegung mit dem oben genannten beiden Richtungen einschliesst. 

Der Strahl selbst hat vor der Verbiegung folgende drei Neigungs- 
cosinus: je nh Bin 

y 3 , * r 
und nach der Verbiegung: 
w—a+eE—a) y—b+e(n—B) 4#—c+eC—y) 
r > . . 


? ’ ’ 





In diesen letzteren Formeln ist schon davon Gebrauch gemacht, dass r 
ungeandert bleibt; sie wiirden ohne Beniitzung dieses Umstandes sich com- 
plicirter gestalten. 





Die Neigungen der Curve y = const. = y,, welche auf der Fliche 
liegt, sind gegeben durch die Cosinus: 
1 Pp 
wae age 0, “= 
Vi+ p* Vi+p* 


G2. 
wo p==>, ist. 
Nach der Verbiegung verwandelt sich diese Curve in die Curve mit 


den Gleichungen ae + she, i), 
Y=Y + EN(%, Mo); 


2 = 2(%,Y) + €6(X, Yo) 
deren Neigungscosinus die Werthe haben 


1+e§ en, 
Ww Ww 
und oiab 
ae 
wo é i - 
W? = (1-68)? + (ems)? + (pets)? 
ist. 


Entwickelt man nun die Werthe weiter, indem man nur die Glieder 
erster Ordnung in « beibehiilt, so kommt 
1 ep(pé,— &,)° EN, 
yaent—ae)) ee 
&($,— pé,) 
ep 0+ Tr) 
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Ebenso sind die Neigungen der auf der Filiiche gelegenen Curve 
« = X, (= constans) vor der Verbiegung gegeben durch: 


cade as 
Vita? Vitq’ 
und sie andern sich durch die Verbiegung um in 


7% -_ 3 _ (5, ey -® 
yee weet ate): 


a £ (by ~ by) 
Vite (9+ ) 
Mit Hiilfe dieser Formeln berechnet man leicht die Cosinus der beiden 


Winkel, welche der Strahl mit den beiden Curven auf der Flache bildet. 
Sie ergeben sich zu 


a, 


1 
Vit Oo + 9-0), 
ai 
ryit+@ 
Berechnet man nun mit Hiilfe der entwickelten Formeln die Aenderungen, 
welche diese Gréssen durch die Verbiegung erleiden, indem man die 
Glieder von héheren als der ersten Ordnung in « fortliisst, und verlangt, 
dass die Aenderungen verschwinden, so gelangt man zu den Relationen: 


' p(%& — @) (ps, — b, 
(B) a + Ea t (yD) 


und 


(y—b) + ge—o). 








($,— Pé,) 
, + p(&—v) + (e—e) a 0 
un 
(©) (e—a) ty + (n—A) + 





1+ q° 
(@—e)(&, — Ny) nok 


+ a(¢-—y) + Foe Y= 0. 


Hierzu treten noch diejenigen Formeln, welche besagen, dass die &7{ 
eine infinitesimale Verbiegung definiren. Sie lauten*) 
Ny + ab = 9, 
by + ne + phy + ah = 0. 


Die Formeln (A) bis (D) definiren zusammen eine Polfliche; es sind dabei 
durchaus auch die Formeln (D) nothwendig, weil sie erst besagen, dass 





*) V. § 1, Nr. 2. 
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die 7 wirklich eine Verbiegung und nicht etwa irgend eine andere 
Transformation ergeben. Nur dann aber, wenn dies der Fall ist, definiren 
(A), (B), (C) eine Polfliche, die zu einer Verbiegung gehirt. 

Die Gleichungen (A), (B), (C) bestimmen iibrigens «fy wirklich; 
denn sie sind linear und ihre Determinante hat gerade den Werth 

(e—c) — p(x—a) — q(y—b), 

verschwindet also nur dann, wenn abc auf der Tangentialebene der Fliche 
liegt, welche zum Punkte «yz gehért. Da nun aber der Pol abe der 


Voraussetzung nach im Inneren der convexen Fliiche liegt und demnach 
auf keiner Tangentialebene, so kann dieser Ausdruck niemals verschwinden. 


§ 3. 
Infinitesimale Bewegungen. 


1. Verhalten der Polfliche bei einer inf. Bewegung. 

Wir wollen zeigen, dass, wenn man zu einer gegebenen infinitesimalen 
Verbiegung eine inf. Bewegung hinzufiigt, die zu der zusammengesetzten 
inf. Verbiegung gehérige Polfliche aus der zur ersten gehérigen durch 
Verschiebung entsteht. Der Satz, welcher sich iibrigens schon durch eine 
geometrische Ueberlegung ergiebt, ist auch analytisch leicht zu beweisen. 

Es seien etwa 

E, = ny — mz, 
4%, = lz — nz, 
f, = ma — ly 


diejenigen Gleichungen, welche die hinzukommende infinitesimale Be- 
wegung definiren, so lauten die Formeln der Polfliche fiir die zusammen- 
gesetzte inf. Transformation so 
a = a(r,y) + n-b—m-c = a(a,y) + &%, 
B = B(x, y) + l-¢ —n-a= B(a,y) + By, 
y= (a, y) +m-a—l-b =y(a,y) + %- 
Man erkennt die Richtigkeit dieser Formeln durch Substitution der be- 
rechneten Werthe in die Gleichungen (A), (B), (C), deren Lésungen ja 
eindeutig bestimmt sind. (Unter a(z, y), B(x, y), v(x, y) sind natiirlich die 
zu der urspriinglichen inf. Verbiegung gehérigen Werthe der Coordinaten 
der Polfliche verstanden). 
Hiermit ist also der Satz bewiesen: 
Fiigt man zu einer inf. Verbiegung eine inf. Bewegung hinzu, so erhdilt 
man die zugehirige Polfliiche durch Verschiebung der ersten Polfliche. 
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Hieraus folgt beispielsweise, dass wenn. man das Verhalten der Pol- 
fliche in einem Punkt untersuchen will, es gestattet ist, zu der gegebenen 
inf. Verbiegung ‘irgend eine inf. Bewegung hinzuzufiigen; dadurch wird 
die Polfliche nur verschoben, und es fndert sich weder die Kriimmung 
noch sonst eine bei Bewegungen invariante Eigenschaft. 

Eine weitere Folgerung ist der folgende Satz: 

Die zu einer inf. Bewegung gehirige Polfliche ist ein Punkt. 

Ist nimlich die Bewegung etwa dargestellt durch 


L, = «4 + (my — maz(a, y)), 
¥, = y + a(la(a, y) — nz), 
4, = 2+ «(ma — ly), 
so hat der betreffende Punkt die Coordinaten 
a = nb — me, 
B = le — na, 


y = ma— lb. 


2. Ist die Polfliche ein Punkt, so ist die Verbiegung eine 
Bewegung. 


Es liegt nun sehr nahe zu vermuthen, dass auch die Umkehrung des 
soeben ausgesprochenen Satzes gilt: Man kann direct einen Fall angeben, 
wo ihre Giiltigkeit evident ist. Wenn nimlich die zu verbiegende Fiche 
eine Kugel ist und als Pol der Mittelpunkt der Kugel gewahlt wird; wenn 
ferner bei einer inf. Verbiegung dieser Pol wieder in einen Punkt iiber- 
geht, so ist klar, dass diese Verbiegung eine Bewegung sein muss. 

Die Vermuthung bestiatigt sich auch allgemein und es gilt der Satz: 

Wenn die Polfliche eine inf. Verbiegung eines Ovaloides ein Punkt ist, 
so ist die Verbiegung eine Bewegung. 

Der Beweis dieses Satzes selbst zerfallt wiederum in zwei Theile: 
wir weisen namlich erstens nach, dass bei der gemachten Voraussetzung bei 
der inf. Verbiegung die Flichencalotte in jedem Punkte congruent bleibt, 
d. h. dass nicht nur (ausser dem Kriimmungsmass) die mittlere Kriimmung 
invariant bleibt, sondern auch der zu einem beliebigen Normalschnitt der 
Fliche gehérige Kriimmungsradius. Beniitzt man den Begriff ,,Indicatrix“ 
so kann man diese Beziehung so ausdriicken: Die Indicatrix bleibt nicht nur 


*) Solche Verbiegungen, bei denen die mittlere Kriimmung invariant ist, der 
za einer bestimmten Richtung (zu einem Normalschnitt) gehérige Kriimmungsradius 
sich aber doch iindert, sind sehr wohl bekannt (Bianchi, Fliichentheorie. Deutsch von 
Lukat. Leipzig 1898, § 164, p. 309). 

**) Bianchi, § 154, p, 103. 
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gleich (mit sich congruent), sondern sie dreht sich auch nicht auf der 
Fliche. Es ist dann zweitens nicht schwer hieraus zu schliessen, dass die 
Verbiegung nur eine Bewegung ist. 

Beim Beweis des ersten Theiles unseres Satzes machen wir von einer 
Vereinfachung Gebrauch, welche ohne weiteres gestattet ist. Wir nehmen 
an, dass das Coordinatensystem zusammenfillt mit dem natiirlichen Coordi- 
natensystem*) in dem gerade betrachteten Punkt der Fliche, und wir 
denken uns ausserdem zu der betrachteten inf. Transformation eine solche 
Bewegung hinzugefiigt, dass gerade der Coordinatenanfang, also der be- 
trachtete Punkt fest bleibt. (Dies ist nach § 2, Nr. 3 erlaubt.) 

Es sei nun etwa 


die Reihenentwickelung der Fliiche in dem betrachteten Punkt, dann kann 
man zunichst bewirken, dass die Reihenentwickelung von € mit Gliedern 
zweiter Ordnung beginnt. (Wiirde € mit den Gliedern erster Ordnung 
beginnen £ = «x + By +---, so wiirde man einfach die inf. Bewegung 


ii: 2 by? 
x, = L— EH (“* + oY ) +. 


y, =y— eB (@2+ by") . oe 
2, = 2 — e(ax-+ By) 
hinzufiigen, wodurch die linearen Glieder fortfallen). Ebenso kann man 
bewirken, dass & und y mit Gliedern von nicht héherer als der zweiten 
Ordnung beginnen.**) 
Die Gleichungen 
E, + (Gx + “9 ) &e eee 0, 
(D’) ty + (by +-+) by = 0, 
by + te + (Ga+-:-)&, + (by +-+)& = 9 
lehren, dass dann & und y mit Gliedern dritter Ordnung beginnen. 
Wenn also die Polfliiche ein Punkt ist, so kénnen wir — durch 
Hinzufiigung einer ‘geeigneten Bewegung, was nach § 3, Nr. 1 erlaubt 
ist — es erreichen, dass £ = ¢@) +..., 
E=— ~0)4..., y= +.--- 
wird, wo der obere Index die Glieder niedrigster Ordnung der betreffenden 
Reihenentwickelung bedeutet. 


* V. § 2, Nr. 1. 
“*) Vgl. die Anfinge der Reihenentwickelungen von &,n und ¢ (V. § 4, Nr. 3.) 
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Bei all diesen inf. Bewegungen, welche wir der gegebenen inf. Ver- 
biegung hinzugefiigt haben, hat sich der Punkt, welcher die Polfliche der 
Voraussetzung nach darstellt, nur verschoben (§ 3, Nr. 1) so dass apy 
neue Constanten werden, und wir wollen nun seine Lage berechnen, indem 
wir in (A), (B) und (C) fiir « und y die speciellen Werthe Null einsetzen. 
Dadurch bekommen wir 

aa + bp + cy =0, 
a=Q, 
B=—0. 
Also ist auch y = 0; weil nimlich ¢ von Null verschieden ist, es wiirde 
sonst gegen die Voraussetzung der Pol abc in der Tangentialebene des 
betrachteten Fliichenpunktes liegen. 
Daraus aber, dass «Py alle drei verschwinden, folgt mit Hiilfe von 


(B) und (C) wieder, dass 
ag =0 und e = 0 


ist. € beginnt also mit Gliedern von keiner niedrigeren als der dritten 
Ordnung, und demnach wegen (D’) & und y mit Gliedern von nicht 
niedrigerer als der vierten Ordnung. 

Dieses Ergebniss nun, zu dem wir gelangt sind auf Grund der An- 
nahme, dass die Polfliche ein Punkt ist, fiihrt direct zum Ziel. 

Wir kénnen jetzt sofort zeigen, dass die einzelnen Kriimmungsradien 
sich nicht geindert haben. 

Es geniigt, dies zu zeigen fiir zwei Normalschnitte, da wegen der 
Euler’schen Formel dann auch alle anderen Normalschnitte bei der Ver- 
biegung ihre Kriimmungsradien nicht iindern. 

Dass nun in der That die Kriimmungsradien sich nicht indern, folgt 
eigentlich schon unmittelbar daraus, dass von den drei Functionen &, 1 
und ¢ keine mit Gliedern von niedrigerer als der dritten Oidnung beginnt. 
Immerhin wollen wir der Vollstiindigkeit halber den Werth des Kriim- 
mungsradius hinschreiben, welcher aus dem Kriimmungsradius des Haupt- 
schnittes y= 0 im Punkte « = 0 y = 0 bei der Verbiegung hervorgeht. 
Der Werth desselben ist 


vu? 
yt’ 
wo 
U= (p+ e&)?+ (1+ 2&2)? + ent 
und 


V = (1+ 8) ener — nz tbr)” 
+ (é Nx (r+ & 2) — ENzx (p+e€,))? 
+ ((p+&-) tbre a (1 4- €&,) (r+ &€22))*. 
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Hier bedeuten pqrst in bekannter Weise die ersten und zweiten Dif- 
ferentialquotienten von 2. 


Fiir 
t= y= 
bleibt 
U=—1, 
V=@ 
also 
vi 1 
= =—: 


Dies ist aber auch der Werth des Kriimmungsradius vor der Verbiegung. 
Genau so kann man zeigen, dass auch der Werth des Kriimmungsradius 
des anderen Hauptschnittes ungeiindert bleibt, und damit alle andern. 

Diese Betrachtung kénnen wir mit demselben Ergebniss in jedem 
anderen Punkt der convexen Fliche anstellen, indem wir immer eine 
geeignete Bewegung zu der gegebenen Verbiegung hinzufiigen, wodurch 
die Entscheidung, ob die gegebene Verbiegung eine Bewegung ist, ja nicht 
beeinflusst wird, sondern nur die Rechnung vereinfacht. 

In der That also ist hiermit der Satz bewiesen: 

Wenn die Polfliche sich auf einen Punkt reducirt, so bleiben die 
Kriimmungsradien aller Normalschnitte ungedndert. 

Hieraus folgt dann auch der zweite Theil des Satzes mit Leichtigkeit. 
Fiihren wir namlich auf der Fliche ein bestimmtes krummliniges Coordi- 
natensystem ein, wo das Quadrat des Bogenelementes bestimmt ist durch 


ds* = Edu? + 2F dudv + Gdv*,*) 


verstehen wir ferner unter DD’ D” in bekannter Weise**) die Gauss’schen 
Fundamentalgréssen zweiter Ordnung, so ist der Kriimmungsradius des- 
jenigen Normalschnittes, welcher die Fliche im Punkte wv in einer durch 
die Festsetzung oh =v bestimmten Richtung trifft, gegeben durch: 
ees ea E+ 2Fv + Ge? i) 
D+2D04+D'0? 





Da nun EFG bei' der Verbiegung bekanntlich sich nicht andern, da 
ferner FR fiir dieselben Werthe von wv’ bei der verbogenen Fiche den- 
selben Werth hat, so bleiben auch D, D’, D” ungeaindert. Dann ist aber 
die Verbiegung nothwendig eine Bewegung). 
*) Bianchi § 33, p. 61. 
**) Bianchi § 46, p. 87. 
**) Bianchi § 53. p. 102. 
+) Bianchi § 48, p. 92. 








H. Liepmann. 


Also: Aus dem Umstand, dass die Polfliche ein Punkt ist, ergiebt 
sich mit Beniitzung des Satzes, dass man eine beliebige infinitesimale 
Bewegung hinzufiigen darf, zunichst die Eigenschaft der Verbiegung, 
dass alle Normalschnitte ihre Kriimmungsradien beibehalten und hieraus 
dann, dass die Verbiegung thatsichlich eine Bewegung ist. 

Hiermit ist der zu Anfang ausgesprochene Satz bewiesen. 


§ 4. 
Die negative Kriimmung der Polfliiche. Folgerung. 
1. Die negative Kriimmung der Polfliche. 


Wir wollen nun zeigen, dass die Polfliche, wenn sie sich nicht auf 
einen Punkt reducirt, iiberall negative Kriimmung oder doch den Charakter 
der negativen Kriimmung hat. Wir fiigen nun wieder eine solche infini- 
tesimale Bewegung hinzu (§ 3, 1), dass € mit Gliedern zweiter Ordnung, 
— und y mit Gliedern dritter Ordnung beginnen. 

Dadurch erhalten wir fiir die Glieder niedrigster Ordnung von a, 8 
und y die Formeln 

« = cf” (aus B), 


p= oc (aus C), 
1 
y= —+ (au + df). 


Wenn also € mit Gliedern m‘* Ordnung beginnt, so wird die Polfliche 
dargestellt durch die obigen Reihenentwickelungen, von denen wir nur die 
Glieder niedrigster Ordnung hingeschrieben haben. Wenn m = 2 ist, so 
sehen wir, dass die Fliche eine bestimmte Tangentialebene hat 


ax+by+ez=0. 
Diese Tangentialebene schneidet aber die Fliiche, da die Form 


ac® + bp + cy® = ck) 

indefinit ist.*) Man erhilt diese Relation fiir die Glieder zweiter Ord- 
nung aus (A), wenn man beriicksichtigt, dass aa) + bp + cy) =0 
angenommen ist. Aus dem Umstande, dass €@) bez. aa) +- bp@) + ey® 
indefinit ist, folgt aber eben, dass die Tangentialebene von der Polflache 
geschnitten wird; d. h. dass dieselbe negative Kriimmung hat. 

Betrachten wir nun weiter die singuliren Punkte, bei denen § mit 
Gliedern von dritter oder héherer Ordnung beginnt, so kénnen wir in 


*) V. § 4, Nr. 2. 
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diesen Punkten den Satz beniitzen, dass sowohl e wie e wie ¢”) immer 
eine indefinite Form ist.*) 


Jede Form : 
aa+tbhptay=—e (a, gm) 4 b, ¢”) — (aa, gm bb, ”)) 
ist daher ebenfalls indefinit,**) wenn nicht etwa < = Md =< ist. Ist 
1 1 1 
dies aber der Fall, so beginnt die Reihenentwickelung von 
aa + bB + cy 
mit dem Gliede 
cl), 


was indefinit ist. 

Hieraus folgt, dass jede Ebene, welche durch den betrachteten Punkt 
der Polfliche hindurchgeht, die Polfliiche schneidet. 

Wir haben also, indem wir uns einer friiher eingefiihrten***) Aus- 
drucksweise bedienen, den folgenden Satz erhalten: 

Die Polfliche hat iiberall negative Kriimmung oder doch den Charakter 
der negativen Kriimmung. 


2. Folgerung. 


Der Voraussetzung nach sind §y%§ und daher auch «fy analytische 
Functionen von 2 und y, die in dem betrachteten Bereich endlich bleiben. 
Die Polfliche ist also, wenn sie sich nicht auf einen Punkt reducirt, eine 
ganz im Endlichen gelegene Fliche negativer Kriimmung. Eine solche 
Fliche giebt es aber nicht, die Polflache muss sich also auf einen Punkt 
reduciren und demuach muss wegen § 3, Nr. 2 die Verbiegung eine Be- 
wegung sein. 

Damit ist der Beweis des aufgestellten Satzes vollendet: 

Eine geschlossene convexe Fliiche kann nicht verbogen werden. — 

Der Beweis wurde hier unter denselben Voraussetzungen wie friiher 
gefiihrt, er ist indessen dadurch weit befriedigender, dass die Polfliche 
nur Punkte negativer Kriimmung hat, und die Punkte seminegativer 
Kriimmung iiberhaupt nicht auftreten. 


Leipzig, im Januar 1900. 


*) V. § 4, Nr. 3. 





2 +(m) _ a2ee(m) 
a +b oe = 0, so erfiillt auch a,«-+b, 6+ ¢,y diese 


Relation, ist also nach V. § 3, Nr. 4 indefinit. 
my Y. 9's, Be: t 


*) Da niimlich @ 











Einiges tber Functionen mit nicht-abzihlbaren Unstetigkeits- 
stellen. 


Von 


T. Bropén in Lund. 


Im Bande 51 der Math. Annalen, p. 209-320, habe ich durch eine 
gewisse Art unendlicher Producte reelle, punktirt unstetige Functionen 
dargestellt, welche an den Stetigkeitsstellen verschwinden, und deren Un- 
stetigkeitsstellen iiberall dicht liegen, wihrend die Miichtigkeit derselben 
entweder die erste oder diejenige des Continuums sein kann. 

In den Géttinger Nachrichten 1899, p. 178, hat Herr Schoenflies 
(wie mir erst neulich bekannt wurde) behauptet, dass im letztgenannten 
Falle die Unstetigkeitsstellen zwar nicht abzihlbar sind, aber nirgends dicht 
liegen. Wie ich nachher durch Herrn Schoenflies brieflich erfahren 
habe, beruht dieser Einwand auf einem Missverstindnisse. Wenn es in 
meinem Aufsatze p. 302 heisst, 2 soll so gewahlt werden, dass die dazu 
gehérenden ¢, unter einer endlichen Grenze bleiben, und nachher, dass 
man alle derartigen 2-Werthe betrachten soll, so ist dies so zu verstehen, 
dass fiir jedes 2 der betrachteten Menge iiberhaupt eine (endliche) obere 
é,-Grenze angebbar sein soll (nicht aber dass man von vornherein eine 
feste, fiir alle Stellen der Menge geltende ¢,-Grenze bestimmen soll). Im 
Satze 2 (p. 304) und im Beweise desselben wird ebenso durch die Worte 
»von einem gewissen » an“ kein fester n-Werth vorgeschrieben. Da die 
Sache so zu fassen ist, tiberzeugt man sich leicht, dass meine Beweis- 
fiihrung véllig richtig und bindend ist. 

Hinsichtlich dieser Dinge kann iibrigens folgendes bemerkt werden. 
Punktirt unstetige, endlich bleibende, eindeutige Functionen mit einer 
abzihlbaren, iiberall dichten Menge von Unstetigkeiten (oder nach einer 
von mir benutzten Ausdrucksweise: eindeutige, endliche ,,limitiire‘ Func- 
tionen) iiberhaupt zu bilden, ist ein Leichtes: man setze z. B. fest, dass 
fiir alle rationalen x, welche in unverkiirzbarer Form den Nenner » haben, 
die Function f(x) = s sein soll | oder etwa f(x) = afi, fiir alle 
irrationalen « dagegen f(x) 0. Dass es méglich sein sollte, derartige 
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directe (nicht durch analytische Ausdriicke vermittelte) Constructionen 
auch fiir Functionen mit ,,iiberall nicht abzihlbaren“ Unstetigkeiten zu 
finden, war nicht zu bezweifeln. Indessen kommt, so viel ich weiss, ein 
Beispiel dieser Art in der Litteratur zum ersten Male eben in der oben- 
genannten Note von Herrn Schoenflies vor. Sein Verfahren (I. c. p. 178) 
ist mit einiger Modification (s. gleich unten) das folgende: es bedeute 
G, (n>0) die Menge aller Zahlen zwischen 0 und 1, bei deren Dar- 
stellung durch eine wirklich unendliche Reihe der Form 


a, a 


+34 S444. (a; = 0, 1, 2) 


3 3 


(1) 


von (==n-+1 an a; eae = 2 ist, wihrend fiir i<» (mit Ausnahme fiir 
n=) a, den Werth 2 hat; es sei ferner g, > 9, > g. >--- eine gegen 
Null convergirende Reihe pocltives Gréssen; fiir alle zu einer Menge G, 
gehérenden a setze man f(x) = gy,; fiir diejenigen x, welche in keiner 
Menge G, eingehen, sei dagegen f(x) = 0. Die so definirte Function 
f(x) ist unstetig an allen G,-Stellen, aber stetig an den Nullstellen, jedoch 
mit Ausnahme fiir diejenigen, deren entsprechende a,-Reihen von einem 
gewissen (unbestimmten) ¢ an nw Zweien enthalten, und welche daher 
auch durch endliche Reihen mit der Basis 3 darstellbar sind: jede solche 
Stelle ist niimlich Hiaufungsstelle fiir eine gewisse —— G,. In der 
That fiigt Herr Schcenflies diese Stellen den Mengen G, hinzu, und 
bewirkt dadurch, dass an allen Nullstellen Stetigkeit stattfindet, 

In anderer Weise lassen sich Functionen der verlangten Art her- 
stellen, wenn man, statt eine endliche Basis zu benutzen, von einer Dar- 
stellung ausgeht, bei welcher der Quotient successiver Nenner in infinitum 
wichst. Es sei ™ wie in meinem obenerwiihnten Aufsatze, p. 301, 302, 


eine unendliche ie wo die ganzen Zahlen + alle > 2 sind, lim k,, = oe, 


und die ganzen Zahlen «, der Bedingung 0O<e, <hk, —1 geniigen. 
Wenn die Reihe k,,k,,---k,--- gegeben ist, so liasst sich jede Zahl im 
Intervalle 0---1 (1 incl.) durch eine bestimmte Reihe dieser Art dar- 
stellen. Fiir alle x, bei denen die grésste vorkommende Zahl &, gleich p 


_ist, sei f(”) = : [oder allgemeiner —g,, wo lim y, = 0]; dagegen sei 
pHa 


f(x) == 0, wenn in der zu x gehdrenden ¢-Reihe fiir die «, keine (endliche) 
obere Grenze existirt. Die Stellen der erstgenannten Art werden dann 
Unstetigkeitsstellen; an den Nullstellen findet dagegen Stetigkeit statt, 
mit Ausnahme fiir diejenigen, in deren ¢-Reihe von irgend einem » an 
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jedes «, =k, — 1 ist, und welche daher auch durch endliche Reihen der 
Form (2) darstellbar sind. Wenn auch an diesen Stellen Stetigkeit 
erwiinscht wird, setze man f(x)—=1:p|bez. f(x)—g,], wo p den griéssten 
in der endlichen Reihe vorkommenden Werth von «¢, bedeutet. Unter 
dieser letzten Voraussetzung bilden die Stellen mit dem Functionenwerthe 
1:p [bez. g,| perfecte Mengen (wie auch bei der entsprechenden Form 
des Schoenflies’schen Beispieles). 

In meinem erwahnten Aufsatze war das Hauptinteresse an eine gewisse 
Art analytischer Darstellung gekniipft. Hinsichtlich der Functionen mit 
abzihlbaren Unstetigkeitsstellen war es hierbei durchaus nichts neues, 
dass sie iiberhaupt als Grenzfille fiir analytische Functionen darstellbar 
sein sollten. Von Beispielen iihnlicher Art abgesehen, hatte ich (vgl. |. ¢. 
p. 299) sogar selbst vorher bewiesen, dass jede eindeutige, endliche 
ylimitare“ Function in jener Weise darstellbar sein muss. Bei den I‘unctionen 
mit nicht-abzihlbaren Unstetigkeiten war es dagegen von grésserem 
Interesse zu sehen, dass iiberhaupt eine Anniiherung der fraglichen 
Art méglich war (vgl. |. c. p. 300). Indessen hat vor Kurzem Herr 
R. Baire einen allgemeinen Satz aufgestellt, welcher diese Méglichkeit 
unmittelbar in sich schliesst. In einer Abhandlung*), welche wesent- 
lich auf einer bemerkenswerthen functionentheoretischen Ausnutzung der 
Theorie der perfecten Mengen beruht, gelangt er naémlich nach einer aus- 
fiihrlichen Entwickelung zur folgenden einfachen Formulirung der noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer 
Function durch eine wenigstens im -Existenzbereiche der Function immer 
convergirende Reihe, deren Glieder stetige (bez. rationale) Functionen sind: 
die Function soll in Bezug auf jede perfecte Menge héchstens punktirt 
unstetig sein (I. c. p.62; iiber die Bedeutung des Ausdruckes stetig bez. 
unstetig in Bezug auf eine perfecte Menge, s. p. 28). 

Bei den oben ohne analytische Hilfsmittel definirten Functionen lisst 
es sich zeigen, dass diese Bedingung erfiillt ist, oder nicht, je nachdem 
die durch endliche Reihen der Form (1) bez. (2) darstellbaren x-Werthe 
za den Mengen mit von Null verschiedenen Functionswerthen gefiihrt 
werden, oder nicht. — Diese Beispiele sind iibrigens nur Specialfalle eines 
weit allgemeineren Verfahrens, bei welchem successiv eingefiihrte perfecte 
Mengen benutzt werden**). 


Lund, Januar 1900. 


*) Sur les fonctions de variables réelles, Annali di Matematica, Ser. III, T. Ill 
(1899), p. 1—122. 

**) Vel. iibrigens Schoenflies’ inzwischen erschien. interessanten Bericht tiber 
Mengenlehre etc. (Anm. d. Verf. beim Corr.-Les., Okt. 1900). 
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Zur Theorie der algebraischen K6rper. 
Von 


J. WeLLSTEIN aus Strassburg i. E. 


Ist € irgend eine rationale Function zweier Verinderlicher x, y, die 
durch eine irreducible algebraische Gleichung mit einander verkniipft sind, 
so lisst sich stets eine rationale Function y von x,y so bestimmen, dass 
umgekehrt 2 und y sich als rationale Functionen von &, y darstellen 
lassen, wahrend zwischen € und y eine algebraische irreducible Gleichung 
besteht. 

Durch diesen bekannten Satz wird in dem von z, y erzeugten Kérper 
Q der Unterschied zwischen abhiingigen und unabhiingigen Veriinderlichen 
véllig aufgehoben; denn wihlt man irgend eine Function des Kérpers als 
unabhingige Veriinderliche, so sind alle anderen Gréssen des Kérpers davon 
algebraisch abhingig. 

Kin ganz ihnlicher Satz gilt fiir die Kérper Q, der algebraischen 
Functionen von d unabhiingigen Veriinderlichen; es ist daher der Versuch 
gerechtfertigt, den Kérperbegriff so auszubilden, dass der Unterschied 
zwischen abhiingigen und unabhingigen Verinderlichen insofern fortfillt, 
als alle verinderlichen Gréssen des Kérpers von vornherein als gleich- 
berechtigt behandelt werden. Fiir Kérper algebraischer Functionen einer 
unabhiingigen Verinderlichen ist eine solche ,,mvariante“ Darstellung 
mittels der g-Functionen seit langer Zeit bekannt,*) nur muss man den 
hyperelliptischen Fall ausschliessen. Die im Folgenden beabsichtigte Dar- 
stellung soll dagegen allgemein giiltig sein und sich auch bewahren, wenn 
der Kérper durch die g-Relationen definirt ist. 

Fiigt man zu einer solchen ,,invarianten“ Definition des Kérperbegriffs 
die invariante Definition der Riemann’schen Fliche, wie sie im Falle 


*) H. Weber, Theorie der Abel’schen Functionen vom Geschlecht 3. Berlin, 
Reimer, 1876. — J. f. Math. 88. — Ueber gewisse in der ‘th. der Abel’schen 
Functionen auftretende Ausnahmefiille. Math. Ann. 13 — Vergl. M. Noether’s 
Arbeiten in den Math. Ann. 7, 23, 26, 37, ferner fiir Qa d>1, Math. Ann, 2 und 8. 
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einer unabhingigen Verinderlichen — aber fiir beliebig viele giiltig — 
von Dedekind und Weber*) angegeben worden ist, so wird der Wunsch 
nahe gelegt, den Punkten der invarianten Riemann’schen Flache auch 
Primideale zuordnen zu kénnen, die sich gegeniiber allen birationalen 
Transformationen des Kérpers als _,,invariant“ verhalten, wihrend die 
Dedekind-Weber’schen Ideale nur eine lineare Transformation der un- 
abhingigen Variabeln vertragen. 

Eine derartige ,,invariante“ Definition des Idealbegriffs ist in der That 
méglich und vom Verfasser bereits im Sommer 1899 in einer Vorlesung 
verwerthet worden. Die ,,invarianten“ Ideale lassen sich als algebraische 
Ausdriicke darstellen; sie entsprechen vollig den ,,Polygonen“ der Herren 
Dedekind und Weber. Mit diesen Idealen beherrscht man vollkommen 
die Algebra des Riemann-Roch’schen Satzes und der Punktgruppen auf 
ebenen algebraischen Curven; auch die Wurzelformen werden zuginglich. 

Es mége daher gestattet sein, die invariante Auffassung des K6rper- 
begriffs hier in aller Kiirze darzulegen. Die Zahlkérper werden mit um- 
fasst, doch wird ihre Kenntniss, um Beispiele zu haben, vorausgesetzt. Die 
Hiilfsmittel sind, wie in der erwihnten Idealtheorie, rein arithmetisch.**) 


§ 1. 
Der allgemeine Korperbegriff. 


1. Ein System von Grissen, die nicht stimmtlich Null sind, 
bildet einen Korper, wenn es so in sich abgeschlossen ist, dass 
durch die vier rationalen Reihenoperationen — mit Ausschluss 
der Divisionen durch Null — aus den Grissen des Systems nur 
Grossen des Systems hervorgehen***) 

2. Ist @ eine nicht identisch verschwindende Grisse eines Kérpers Q, 
so gehért nach dieser Begriffsbestimmung auch 1 =a: a zu Q; aus der 





*) J. f. Math. 92, § 14ff. 

*) Daher kénnten alle im Folgenden vorkommenden Gleichungen f= 0 durch 
Congruenzen Mod. f ersetzt werden, was nur wegen der Schwerfilligkeit des Aus- 
drucks vermieden worden ist. Indem wir uns auf rein rationale Begriffsbildungen 
beschriinken, miissen wir insbesondere auch auf die Trennbarkeit der Wurzeln einer 
Gleichung f(y) = 0 verzichten, welche eine Veriinderliche x enthilt; wir miissen ferner 
den Differentialbegriff vermeiden, wodurch zwar manche Beweise etwas erschwert 
werden (vergl. unten XII und besonders XVI und XVIII), dafiir aber eine grissere 
Einsicht in die Natur der auftretenden Probleme gewonnen wird. 

***) Vergl. ausser den massgebenden Darstellungen des Képerbegriffs von Dede- 
kind in Dirichlet’s Vorlesungen iiber Zahlentheorie noch H. Weber, Algebra, 2. Aufl., 
2. Band, IV. Buch, ferner den Bericht von Hilbert, ferner O. Pund, Algebra, Samm- 
lung Schubert VI, § 98ff.; Kronecker, Festschrift, J. f. Math. 92. 
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Kins lasst sich aber durch Addition und Subtraction, Multiplication und 
Division der Kérper #(1) aller rationalen Zahlen ableiten. Dieser ist also 
in jedem anderen K6rper als ,,Theiler“ enthalten. Allgemein wird ein 
K6rper © ein ,,Theiler“ eines Kérpers 2 gehannt, wenn alle Griéssen des 
Korpers © gleichzeitig dem Kérper 2 angehéren; Q ist dann ein Kérper 
yliber* ©. Wenn @ ein Theiler von 0, und 0 ein Theiler von Q ist, so 
sagen wir, © sei ein ,,Uheiler von Q tiber &“. Umfassendere Theiler als 
R(1) eines Kérpers Q entstehen, wenn man aus Q irgend welche Grissen 


a, B,y,--- herausgreift und darauf die vier niederen Rechenoperationen 
anwendet. Der so erzeugte Kérper (a, B, y,---) der rationalen Ver- 
bindungen der «, 8, y,--- ist dann offenbar ein Theiler von Q. 


3. ,Adjunction® ist die Aufnahme irgend welcher Gréssen in einen 
Kérper Q2, dem sie noch nicht angehérten. 

4. Kin K6rper, der nebst Zahlengréssen auch verinderliche, unbestimmt 
bleibende Gréssen enthilt, wird ein ,,Functionenkirper“ genannt; die ver- 
iinderlichen Grésseu selber, gleichgiiltig, ob sie unabhingige Verinderliche 
oder Functionen von solchen sind, heissen die ,,Verdnderlichen“ des Kérpers; 
die unverianderlichen*) Gréssen des Kérpers bilden fiir sich einen Kérper, 
den wir mit 3 bezeichnen wollen. In Zahlenkérpern stehe das Zeichen 3 
fiir (1). Von den Theilern der Functionenkorper sollen nur solche in 
Betracht gezogen werden, die den Korper 3 enthalten, wie ja auch jeder 
Theiler eines Zahlenkérpers nach 2. den Kérper 8 == R(1) enthiilt. 

5. Wie in den Zahlenkérpern bietet sich auch in den Functionen- 
kérpern Veranlassung, ,,Unbestimmten“, d. h. dem Ko6rper fremde, unbe- 
stimmt bleibende Parameter einzufiihren und ganze rationale Functionen 
derselben zu bilden, deren Coefficienten dem K6rper angehéren. In einem 
Functionenkérper Q diirfen diese ganzen Functionen nicht mit den zum 
Kérper gehérigen Functionen verwechselt werden, erstere nennen wir 
Functionen ,,in“ Q, letztere sind durch den Namen ,,Veriinderliche“ des 
Kérpers Q davon unterschieden. 

Die ganzen Functionen in Q heissen  ,yreducibel“ oder 
,irreducibel“, jenachdem sie als Producte von mehreren ganzen 
Functionen in Q darstellbar sind oder nicht. Die reducibeln lassen 
sich in eine endliche Zahl von irreducibeln Factoren zerlegen, 
die wiederum ganze Functionen und bis auf constante Factoren 
eindeutig bestimmt sind.**) 

Die Zerlegbarkeit ganzer Functionen in einem K6rper hingt von 
diesem véllig ab, kann also durch Adjunction neuer Gréssen beeinflusst 





*) Sie kénnen aber selber unbestimmte Parameter sein, die nur bei den folgen- 
den Betrachtungen wie bestimmte Zahlen behandelt werden sollen. 
**) Vergl. etwa H. Weber, Algebra, 2. Aufl., 2. Bd., § 152. 
34* 
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werden. Da sich in den Functionenkérpern Q zur Zeit das Interesse nur 
auf die verdnderlichen Gréssen richtet, durch deren Adjunction eine irre- 
ducible Function des Kérpers reducibel werden kénnte, so denken wir uns 
den in Q enthaltenen Zahlenkirper 3, von vornherein so umfangreich gewdhilt, 
dass durch Adjunction von Zahlen die Zerlegbarkeit nicht mehr beeinflusst 
werden kann. 

6. In Folge der unbeschrinkten Ausfiihrbarkeit der vier Species in 
Q bestehen zwischen den Gréssen von Q unbegrenzt viele algebraische 
Gleichungen. Gréssen «, 8, y,--- eines Kérpers Q, zwischen denen in 3 
eine algebraische Gleichung mit nicht identisch verschwindenden Coef- 
ficienten besteht, nennen wir ,,algebraisch abhingig von einander“, im ent- 
gegengesetzten Falle algebraisch unabhingig, wobei unter Coefficienten die 
numerischen Factoren des nach Potenzenproducten der «, B, y,--- geord- 
neten Gleichungspolynoms verstanden sind. 

Wir definiren*) jetzt: 

Kin Korper heisst ein ,,algebraischer“ Korper, wenn zwischen 
Gréssen desselben, die algebraisch von einander unabhidngig sind, 
iiberhaupt keine Abhiingigkeit besteht. In Functionenkdrpern 
diirfen die Grissen des Korpers 3 als algebraisch von einander 
abhiingig betrachtet werden**). 

7. Eine Gleichung 
F(a, B,---,y) =9 
zwischen Grissen des Kérpers wird in diesem reducibel genannt, wenn 
die mit unbestimmten Parametern wu, v,---, w gebildete ganze Function 
F'(u, v, +--+, w) es ist. 

Wenn in einem algebraischen Korper Q zwischen allen Grossen, 
die eine reducible Gleichung erfiillen, auch eine irreducible Gleichung 
besteht, so gilt der Korper als irreducibel, sonst als reducibel. 

Algebraische Zahlenkérper sind immer irreducibel, wenn die benutzten 
algebraischen Zahlen bestimmte Wurzeln algebraischer Gleichungen sind. 
Definirt man dagegen y als Function von « durch eine reducible alge- 
braische Gleichung 

A(a,y)- Biz, y) = 9, 


so sind die aus A =O hervorgehenden Zweige von y verschieden von den 


*) Der hier gegebene Begriff des ,,algebraischen‘* Kérpers ist also viel weiter 
als der sonst tibliche, und geht erst in diesen iiber, wenn die weiter unten definirte 
Forderung der ,,Endlichkeit* erfiillt ist. Die Begriffe algebraisch und endlich sind 
also nicht, wie bei Dedekind, gleichbedeutend. Indem wir nicht-algebraische Ab- 
hiangigkeiten ausschliessen, verhindern wir, dass in einem Kérper neben einer Variabeln 
a etwa lg x oder e” vorkommt. 

**) Denn es hat keinen Zweck, transcendente Zahlen in 8 aufzunehmen. 
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aus B hervorgehenden. Da die Veriinderlichen eines Kérpers unbestimmt 
bleiben sollen (§ 1, 4.), und wir in einem Functionenkérper folglich nur 
dann sagen diirfen, zwischen «x und y bestehe eine Gleichung A = 0, 
wenn diese vom unbestimmt bleibenden y, d. h. von jedem Zweige von y 
erfiillt wird, so wiirde im obigen Beispiel weder die Gleichung A = 0, 
noch die Gleichung B= 0 gelten. Der von x, y erzeugte Kérper wire 
also reducibel. Aus diesem Beispiel diirfte zugleich wohl hervorgehen, 
dass man in reducibeln Kérpern schwerlich einfache Gesetze zu er- 
warten hat.*). 

Es lassen sich auch fiir Functionenkérper ahnliche Verhiltnisse wie 
in den Zahienkérpern herbeifiihren; man miisste dann aber die Trennbar- 
keit der Functionszweige voraussetzen, wobei eine Beeintriichtigung der 
Gleichwerthigkeit aller Veranderlichen wohl kaum zu vermeiden wiire. 
Es gilt jetzt der Satz: 

Besteht zwischen Grodssen eines irreducibeln Korpers eine 
reducible Gleichung, so muss einer der irreducibeln Factoren 
verschwinden. 

8. Eine andere wichtige Eintheilung der Kérper lisst sich auf die 
Theiler stiitzen. Ein Functionenkérper hat deren immer unendlich viele. 
Von besonderem Interesse sind nun solche Reihen 


0, 0,, Q,, Qs, - vee Q 


von Theilern eines Kérpers, von denen jeder im folgenden enthalten ist; 
wir nennen sie ,,7heilerketten“ iiber ©. Eine Theilerkette**) ist ,,liickenlos“, 
wenn sich zwischen ihre Glieder keine anderen mehr einschieben lassen. 
Wir definiren nun: 
ein Korper ist endlich“, wenn er tiber jedem Theiler nur Theiler- 
ketten von endlicher Gliederzahl enthiilt. 
Zur Untersuchung ,,unendlicher“ Koérper hat bis jetzt noch keine Veran- 
lassung vorgelegen; ein Beispiel ist der Kérper aller algebraischen Zahlen, 
der iibrigens durchaus nicht ohne merkwiirdige Eigenschaften ist, besonders, 
wenn man ihn mit transcendenten Zahlkérpern vergleicht. Aber jene 


*) Das Verhiiltniss zwischen reducibeln und irreducibeln Zahlenkérpern ist be- 
sonders durch die Controverse zwischen Weierstrass und Dedekind itiber die aus 
n Haupteinheiten gebildeten héheren complexen Zahlen aufgekliirt worden (Gétt. 
Nachr. 1884, 1885 und besonders 1887, S. 5). Das Wesen der reducibeln Kérper 
kann demnach darin erblickt werden, dass in ihnen ein Product verschwinden kann, 
ohne dass ein Factor es thut; daher kann der Fall eintreten, dass eine algebraische 
Gleichung unendlich viele Wurzeln hat. 

**) Thnen entsprechen in der Gruppentheorie, deren Begriffsbildungen hier als 
Muster dienten, die ,,Compositionsreihen‘. Dem Jordan’schen Satze von der In- 
varianz der Indexreihe stellen wir den Satz VIII gegeniiber. 
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vollendete Gesetzmissigkeit und Analogie mit dem natiirlichen Zahlen- 
bereich R(1), die wir in den durch Adjunction einer oder mehrerer alge- 
braischen Zahlen zu %i(1) erhaltenen Zahlenkérpern bewundern, findet 
sich ausschliesslich in den endlichen, algebraischen irreducibeln K6rpern, 
zu denen auch jene Zahlenkérper gehéren. 


§ 2. 
Algebraische Abhingigkeit. 


1. Ist « eine Grésse eines endlichen, algebraischen Kérpers Q, so ist 
R(«) em Theiler von Q; kommt die Grosse 6 des Kérpers Q nicht in 
Ra) vor, so bildet R(a, B) einen Theiler von Q iiber R(«). Erschépft 
Ra, B) noch nicht den Kérper Q, so giebt es eine Grésse y in Q, die 
auch in R(«, 8) nicht enthalten ist, und R(«, B, y) ist ein Theiler von Q 
iiber R(a, 8), So fortfahrend erhilt man eine Theilerkette 


Ria), Ra, B), Ri, B, y),---, R(@, B, y,---, @) 
iiber R(«), die wegen der Endlichkeit von 2 einmal mit einem Gliede 
Ra, B,---,@) abbrechen muss, das mit Q identisch ist. Der Kérper Q 
kann demnach aus einer endlichen Anzahl von Grdéssen a, B,---,@ ab- 
geleitet werden, die aber nicht simmtlich von einander algebraisch un- 
abhingig sein werden. Wir definiren: 
I. Ein System von algebraisch unabhiingigen Grissen eines 
algebraischen Korpers & heisst ,,vollstindig“, wenn thm keine 
Grosse des Korpers mehr hinzugefiigt werden kann. 
Dann gilt also der Satz: 
Il. Ein algebraischer, endlicher Korper Q hat nur voll- 
stéindige Systeme unabhiingiger Grossen mit endlicher Gliederzahl. 
2. Wir werden daher zuniichst solche algebraische Kérper & zu unter- 
suchen haben, die mindestens ein vollstiindiges System 


Ty,°° *y H, 

algebraisch unabhingiger Gréssen von endlicher Gliederzahl enthalten. 
Wie man mittels Elimination der z,,---, x, leicht beweist, hat dann jedes 
vollstindige System nur eine endliche Zahl von Gliedern. Sind namlich 


£,,$,°°+,&-41 durch die Gleichungen 

,(&,, W,°++%,) = 0 (k=1,2,---,r-+1) 
als algebraische Functionen von z,,--:,z, definirt, so eliminire man aus 
diesen ry + 1 Gleichungen die r Verinderlichen x. Ist die Eliminante 
nicht identisch Null, so liefert sie eine Gleichung zwischen den &, ist sie 
identisch Null, so miissen die & aus anderen Griinden von einander ab- 
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hangig sein*). Zwischen r-+-1 algebraischen Functionen von r unabhingigen 
Veriinderlichen besteht also immer mindestens eine Gleichung, und daraus 


folgt: 
. Ill. enthdlt ein algebraischer Korper ein vollstindiges System 


algebraisch unabhiingiger Groissen von begrenzter Gliederzahl, so 
haben alle vollstiindigen Systeme endliche Gliederzahl, und zwar 
ist ste fiir alle Systeme die gleiche; sie bestimmt die ,,Dimension“ 
des Korpers. 
IV. Die endlichen algebraischen Korper haben demnach end- 
liche Dimension. 
Dagegen sind algebraische K6rper endlicher Dimension nicht nothwendig 
endliche Kérper im Sinne des §1, 8. So kommt z. B. dem Kérper aller 
algebraischen Zahlen die Dimension Null zu, wiihrend er sicher unendliche 
Theilerketten enthalt. 

Wir werden uns daher die Aufgabe stellen miissen, zu ermitteln, 
unter welchen Bedingungen ein algebraischer Kérper ® von endlicher 
Dimension endlich ist. Nach der in 1. gemachten Ueberlegung ist ® nur 
dann endlich, wenn es unméglich ist, ® durch Adjunction von unendlich 
vielen Gréssen iiber 8 aufzubauen. Es reicht jedoch, wie wir sehen 
werden, aus, wenn & sich wenigstens auf eine Weise durch eine endliche 
Anzahl] von Adjunctionen algebraischer Gréssen aus § ableiten asst. 
Zum Beweise sind noch einige Vorbereitungen néthig. 


§ 3. 
Lineare Abhiingigkeit. 
1. Eine besondre Art algebraischer Unabhingigkeit ist die lineare. 
V. Beliebige Grossen a, B, y,--+ eines algebraischen Korpers 


R heissen in einem Theiler © von K ,,linear unabhingig von 
einander“, wenn sie einer linearen und homogenen Gleichung 


aa+bB+cy+---=0, 
deren Coefficienten a,b, ¢,--- dem Korper © angehiren, nur so 
geniigen kinnen, dass a, b, ¢, +--+, identisch verschwinden. 


Ist ein System 
y a, B, a * 


in © linear unabhingiger Gréssen von & so vollstindig, dass ihm keine 
mehr zugefiigt werden kann, so wird es eine Basis von & iiber © genannt. 
Ist & eine Grésse des Kérpers 8, so besteht demnach in 0 eine Gleichung 


satel k=ace+bB+---+ ey, 
*) Das System ©, =0 ist nimlich von der Kronecker’schen ,,Stufe* 


(2r+1) —-r=r-+1. 
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d. h. eine Gleichung, deren Coefficienten a,b,---,e¢ dem Kérper © an- 
gehéren. Wir sagen, k sei durch die Basis in 0 darstellbar. 

Diese Darstellung ist nur auf’ eine Art méglich. 
Denn ware in 9 auch 


k=ada+bpB+---+ey, 


so hatte man: 


0 = (a—a’)a + (b—b’)B + --- + (e—e’)y, 
also nach obiger Definition 
a—a=b—b’=.--=>e—e =0. 


2. Kin algebraischer Kérper ® hat nicht iiber jedem Theiler eine 
,endliche“, d. h. aus einer endlichen Zahl von Gliedern bestehende Basis. 
Ist aber © ein Theiler von &, iiber dem & eine endliche Basis k,,k,,---,k 
hat, so gilt der Satz: 


VI. Die Anzahl der Glieder einer endlichen Basis eines 

algebraischen Korpers & iiber einem Theiler © ist nur von R 

und © abhiingig, also fiir alle Basen von R iiber © dieselbe, sie 

werde mit (R/O) bezeichnet und heisst die ,,Ordnung“ von & iiber O. 

Ist niimlich A,, a,,---, 4, eime zweite Basis, so wiirde man k,, ---, k, 

durch sie in © darstellen kénnen, und bekiime im Falle »v<» durch 

Elimination der 4 lineare und homogene Beziehungen zwischen den k 

in ©. Im Falle »<vy erhielte man in ihnlicher Weise lineare und 

homogene Gleichungen zwischen den 4 in 9. Also ist y=. Wiahlt 

man »? Gréssen ¢,,, in 0 so, dass ihre Determinante |c,,,| nicht identisch 
verschwindet, so bilden die » Gréssen 


Bu = Cutka + Cuake ++ eynhin (w= 1,+++m) 
eine Basis von § iiber 0, denn es lassen sich umgekehrt die k in © durch 
die 8 darstellen. Aus einer Basis entspringen demnach unendlich viele. 


n 


§ 4. 
Algebraische Korper von endlicher Dimension. 
1. Um jetzt die in § 2 abgebrochene Untersuchung fortzufiihren, 


nehmen wir an, der irreducible algebraische Kérper R gehe aus 3 hervor 
durch die endliche Theilerkette 


8, Rie; 8), Re, B; 8), Re, By; B),-- +, R(@, B,---,@; B) = 
Von den Gréssen «, 8, ---, @ seien r, die wir mit 7,, x,,---, xz, bezeichnen, 
von einander algebraisch unabhiingig, die iibrigen, die wir &,, &,---, > 
nennen wollen, davon algebraisch abhingig. Dann geniigt jedes — im 
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Kérper R(x) = R(a,,---, x.) einer irreducibeln algebraischen Gleichung. 
Sei etwa 
Fy (813%, +++, 2,) = 0 

die Gleichung, der &, geniigt, und «, ihr Grad. Hiner ahnlichen Gleichung 
geniigt £; eliminirt man aus ihr und aus F = 0 eines der x, so erhilt 
man, je nach der Wahl des eliminirten 2, verschiedene Gleichungen fiir &, , 
die noch von &, abhiingen, und es kann unter Umstinden der Fall eintreten, 
dass der Grad dieser Gleichungen in & niedriger ist als der der urspriing- 
lichen. Sei also 


Fy (E,; Byy tty hyp é,) = () 
die irreducible Gleichung, der & in %(x, &,) geniigt; und ebenso allgemein 


Fy (S05 ty, +++) @,5 85> ++, by—1) = 0 (v=1,-+-,@) 
die irreducible Gleichung von & in R(x, &,---,&—1). Jede Grasse » 


A , 
Bp Zweier 
rationaler ganzer Functionen von &, und 2,,---,2,, die wir von gemein- 
schaftlichen Factoren befreit denken. Da die vention B mit F, keen 
von § abhingigen Theiler gemeinsam haben kann, weil sie sonst ver- 
schwinden miisste, so lassen sich nach dem Euklid’schen Algorithmus des 
gréssten gemeinschaftlichen Theilers zu B und F, zwei rationale ganze 
Functionen b und f, von &,, deren Coefficienten von den w rational ab- 
hingen, so bestimmen, dass 


Bb+ Ff, = 1, 


des Kérpers R(x, &,) ist dann darstellbar als Quotient go = 


also, da F’, = 0, dass 
gy = Ab 


wird. Dann geht also g in eine ganze rationale Funktion von &, tiber, 
deren Grad in & mittels der Gleichung F, =O mindestens auf ¢, — 1 
reducirt werden kann. Da aber 1, &,---, ibe wegen der Irreducibilitat 
von F, = 0 im Kérper R(x) linear unabhingig sind, so folgt: 
Die ¢, Gréssen 1, &,,&,---,&'~* bilden eine Basis von 
R(x; &) tiber R(x). 
Ebenso ist dann 
1£, ‘*, res, gil eine Basis von R(x; &, +--+, &—1, &) 
iiber R(x; &,,---, & —1). 
Ist also ® eine Grosse des Kérpers R = R(x; &,---, &), so lasst sie 
sich in R(w; &,---, &—1) darstellen durch die Basis 1, &,, b resy gre 
Die Coefficienten lassen sich, als Gréssen des Kérpers ¥t(#; &,,---&—1), 
in R(w; §,,---,&—2) darstellen durch die Basis 1, ad m ty resy ee; 
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die hierbei auftretenden Coefficienten kann man ebenso als Gréssen des 
Kérpers R(x; &,,---, &—2), in R(x; &,,---,&—s) darstellen durch die Basis 
ie E02 ve =; u.s. w. So erhalt man ® schliesslich als lineare 
homogene Function der 
NM = & & & +++ Ep 
Gréssen 
(@,, @o,*** @,) 7 gf 4 “ss Ee (ky =0, 1,--,8 41; v= 1,---,@) 

mit Coefficienten, die dem Kérper %i(v) angehéren. Bestiinde zwischen 
den @,,---, @, in R(x) eine lineare, homogene Gleichung, so miisste sie 
durch F, theilbar sein, was unméglich ist, da der Grad jener Gleichung 
in & kleiner wire als der von F,. 

Folglich ist @,, @,,---,@, eine Basis von & iiber R(x). 
Bedeutet 2x}, 7, ---, #, ein anderes vollstindiges System algebraisch un- 
abhiingiger Gréssen des Kérpers R, so giebt es sicher wenigstens eine 
endliche Theilerkette iiber R(x’) = R(ai,---, 2); denn wenn man zu 
R(x’) nach einander «,, %,---,%,, &, &,---,& fiigt, erhilt man sicher 
den Kérper &, und wenn man in der Reihe 


y 9 . n + . x We . . 
R(x’), R(x’; 2,), +++, R(x’; x,,°+-,2,), R(w’s yy-+ +) Hy Br), 2° 
ihe —® 
R(x’; 11,°++, Ly &+++, 8) =k 


alle iiberfliissigen Glieder ausliisst, bildet sie eine endliche Theilerkette 
iiber R(x’); folglich hat R auch iiber R(x’) eine endliche Basis. 

Bezeichnet man diejenigen Theiler eines algebraischen’ Kérpers, die 
von je einem vollstindigen System unabhingiger Variabeln erzeugt werden, 
als ,,Hinheitstheiler“, so ergiebt sich aus unserer bisherigen Untersuchung 
das vorlaufige Resultat: . 


VIL. Hat ein irreducibler algebraischer Korper 2 von end- 
licher Dimension iiber einem Einheitstheiler eine endliche Theiler- 
kette oder eine endliche Basis, so hat er iiber jedem Einheitstheiler 
eine endliche Basis. 

2. Jenachdem der irreducible algebraische Kérper & iiber einem 
Theiler © eine Basis hat oder nicht, nennen wir den Theiler einen 
,vollkommenen“ oder ,,unvollkommenen“.*) 

Dann folgt: 

a) Alle Einheitstheiler von & sind vollkommene Theiler. 

Ist nun © ein Theiler von &, in dem kein Einheitstheiler enthalten ist, 
und @, B,---,§ ein vollstiindiges System in 90 algebraisch unabhingiger 


*) Nicht zu verwechseln sind damit die ,,echten“* und ,,unechten Theiler von &; 
ein echter Theiler von & ist ein solcher, der nicht mit & identisch ist. 
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Gréssen, so ist dieses in R nicht vollstindig, kann aber durch eine endliche 
Zahl von Gréssen y, 6,---,@ zu einem vollstindigen erginzt werden. 
Dann sind aber die Gréssen y, 4%,--- (ad inf.), 0, 6°,--- (ad inf.),---+ in 
© linear unabhiingig, da sie von den Gréssen des Kérpers © algebraisch 
iiberhaupt nicht abhingen, d. h.: 
b) Alle Theiler von &, die keinen Einheitstheiler enthalten, 
sind unvollkommene Theiler. 

Da der Kérper & unter den Voraussetzungen des Satzes VII. iiber 
jedem Einheitstheiler E eine endliche Basis hat, so sind je (R/£) + 1 
Gréssen des Kérpers & in E von einander linear abhiingig, und der 
Kérper & hat iiber KF iiberhaupt nur endliche Theilerketten Nehmen 
wir nun an, das System &,, &,---,& in 1. erzeuge eine liickenlose 
Theilerkette 


R, — RE, g,), Ry, — RR, és), R; — RR, és), hes Ry = RR, Eo) =8 
iiber FE, so ist nicht nur 


gh gf tee gee (ky = 0, 1, +++ & — 1; wien 1,-++,@) 


a 


eine Basis von Rt, iiber FL, sondern auch 


kot tte k 
ghatt phate... Blt (1<a<) 


ein Basis von Ry iiber R,, und 
Bye Re Elgtt + BP 
eine Basis von ty iiber E, also: 
(R/£) =hyyys ky thys + the = (Rs/Re) ‘ (R./E). 
Es folgt: 
c) Alle Theiler von & iiber einem Einheitstheiler sind 
vollkommene Theiler, 
sowie der Satz: 
VIII. Unter den Voraussetzungen des Satzes VII. hat der 
Korper & iiber jedem vollkommenen Theiler nur endliche T heiler- 
ketten; ist 
Q, 0,, ®,, _- 0,, R 
eine solche Kette, so ist: 
(R/O) = (&/0,) (©,/0,—1) - - - (O2/®,) (®,/8). 


Aus a), b), c) entnehmen wir den Satz: 
IX. Unter den Voraussetzungen des Satzes VII sind alle 

Einheitstheiler und alle Theiler iiber ihnen vollkommene, alle 

Theiler unter ihnen aber unvollkommene Theiler. 
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3. Wenn sich jetzt der Satz VIII dahin vervollstindigen liesse, dass 
auch tiber jedem unvollkommenen Theiler nur endliche Theilerketten hat, so 
wire ® ein endlicher Kérper. Das ist in der That der Fall. Zum Beweise 
geniigt es, wegen VIII., darzuthun, dass von jedem unvollkommenen Theiler 
© zu einem Einheitstheiler nur endliche Theilerketten fiihren. Ist «, 8, ---,€ 
ein vollstindiges System in 9 algebraisch unabhingiger Variabeln, so ist 
es in & nicht vollstiindig, kann aber durch eine endliche Zahl von Gréssen 
n, 9,-++,@ zu einem vollstiindigen ergiinzt werden. Der grésste Kérper R, 
der iiber O in & sich bilden lisst, ohne neue von «, B,---, € unabhiingige 
Gréssen aufzunehmen, umfasst alle Gréssen des Kérpers &, die sich als 
algebraische Functionen von «, f,---, € darstellen lassen. Sind q, ¥, z,--- 
derartige Functionen, und sind sie in © linear unabhiingig, so sind sie es 
auch in F = R(a, B,---,§ y,---,@). Da aber in EF zwischen je (R/E)-+1 
Gréssen eine lineare und homogene Gleichung besteht, so kénnen von 
den Gréssen gy, wv, 7,--- héchstens (R/E) in © linear unabhingig sein. 
Also muss man von 9 aus héchstens nach (R/E) Adjunctionen zu R 
gelangen und sieht sich dann, um weitere Theiler bilden zu kénnen, 
gendthigt, eine Grésse y zu adjungiren, die von «,---, € algebraisch unab- 
haingig ist. Nach héchstens (R/E) Adjunctionen gelangt man von hier 
aus zum K@6rper aller algebraischen Functionen von «,---, £, 4 in &; 
u. s. w. Schliesslich muss man noch @ adjungiren, und dann tritt VIII. 
in Kraft. Damit ist der wichtige Satz bewiesen: 

X. Hat ein irreducibler algebraischer Koérper von endlicher 
Dimension iiber einem Einheitstheiler eine endliche Basis oder 
eine endliche Theilerkette, so ist er ein endlicher Korper. 

4. Aus Satz VIII. ergiebt sich, inwiefern wir berechtigt waren, die 
von den vollstindigen Systemen unabhiingiger Gréssen erzeugten Theiler 
als Einheitstheiler zu bezeichnen. Will man niimlich die in den Zahlen- 
kérpern iibliche Begriffsbildung der ,,Primtheiler“ auf die allgemeinen 
Kérper iibertragen, so muss man offenbar definiren: Ein Kérper heisst 
ein ,,Primkorper“, wenn er nur sich selbst und Kinheitskérper zu Theilern 
hat; bei Zahlenkérpern reduciren sich die Kinheitskérper auf 3 = Ri(1); 
ein Primtheiler eines algebraischen Kérpers & ist dann ein solcher Theiler, 
der einen Primkérper bildet. Ist EF ein Kinheitskérper in einem alge- 
braischen Kérper &, und (R/E) eine Primzahl, so ist R nach VIII. sicher 
ein Primkérper. 
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g 5. 
Primitive Grdssen. 


1. Aus Satz X. geht hervor, dass ein endlicher irreducibler algebraischer 
Kérper Q unter Anderem bestimmt werden kann als Inbegriff aller 
rationalen Functionen gewisser Grissen £, 7,, %,,---, x,, wenn & durch 
eine irreducible Gleichung 

F(§, x,,--++,%,) =90 
als algebraische Function von 2,,---, #, definirt wird. Wir kénnen jetzt 
zeigen, dass auf diese Weise jeder endliche Kérper bestimmt werden kann. 

Sei © ein vollkommener Theiler eines irreducibeln endlichen alge- 
braischen Kérpers Q, und @,, @,, +--+, @, eine Basis von Q iiber 0. Dann 
sind je » + 1 Gréssen des Kérpers Q in © linear abhiingig; eine Grisse 
des Kérpers 2, von der » auf einander folgenden Potenzen in © linear 
unabhiingig sind, heisst eine ,primitiveé Grésse des Kérpers & iiber O. 
Jene » Potenzen von 4 bilden dann eine Basis von Q iiber 0, woraus 
folgt, dass u. A. auch 1, 7,---,4%"~1 eine Basis ist. Wir behaupten nun: 

XI. Ein endlicher, irreducibler, algebraischer Korper hat 
tiber jedem vollkommenen Theiler unendlich viele primitive Grissen. 

2. Bildet man niimlich mit unbestimmten Coefficienten u,, - - - 
den Ausdruck 


u 


aon 


U = u,@, + Uy @, + +--+ u,@,, 
so kann man in © setzen: 
Ua, = Uy,10, + th 2@ +--+ m&n.@, (kK=—1,---,n) 

wo die «,, lineare homogene Functionen der wu sind, deren Coefficienten 
dem Kérper © angehéren. Durch Elimination der @ ergiebt sich aus 
diesen Gleichungen eine Gleichung vn" Grades fiir U. Ist sie reducibel, 
sO sei 

F(U) =aU" +a,U0"-1+.---+a,=0 
die irreducible Gleichung, der U in Q geniigt. Die Coefficienten diirfen 
wir als ganze (homogene) Functionen der wu voraussetzen: 


A, = A, (Uy, Ug, ** +, U,) = 4; (U). 
Setzt man, ebenfalls mit unbestimmten Coefficienten, 


V = YY @, + Vy @o 4 eee + v, @,,» 
F(V) = > 4,0, +++, 0,)V7—* a= 0, (i=0,1,--+,v) 
folglich: 
> a(t) U-i—yr-) +> [a,(u,, my u,,) —4;(%, my v,)] Ve-, — 0. 


so ist: 
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Nun ist einerseits 


D> au, ++) 4,) (UP) = (UV), 


i 


wo 
© = ay(u) [U4 U2 $+ PY 
$ a,(u) (T4024 «EPH po ta 
andererseits ist 
a,(u) — a,(v) = [4,(U,, Uy, +++, U,) — O;(,, Ug, +++, U,)] 
Ht [a, (04, Uy, + + +5 Uy) — G,(O1, Uy + ++, Uy) ] >> 
+ [4 (01, Ug, +++) Uy) — @(O, U2, +++, %,)I- 
Hier sind die eckigen Klammern bez. durch die Differenzen 
0, = u, — ¥,, 0, = U, — ¥,,-+++, 0, =U, — 0, 


theilbar, und man kann durch Ausfiihrung dieser Divisionen a;(«) — a;(v) 
auf die Form 


a;(u) — a,(v) = €;,1(u, v)d, + e,2(u, v)d, +--+ + ,n(u, v)d, 


bringen, wo auch die ¢ ganze Functionen der u,v sind. Also hat man: 
[0,8 ++ +0,8,]® + >" [ei1(u, 0) 8 +--+ + ein, 0)d,] VO! =O. 


Setzt man jetzt alle « gleich den entsprechenden » mit Ausnahme von 
«, und v,, also 6, == 0 und alle anderen @ gleich Null, so wird 


© @,8, + i> ¢,1(u, 0) V—-! = 0, 
also: ‘ 


Pa, +> C,n(u, v) V*-! = 0. 


Lassen wir jetzt auch noch u, mit v, zusammenfallen, so geht ® iiber in 


F’(U) = va,(u) U'—! + (v—1)a,(u) U"-? +--+» + a1 (uw), 


und es wird 


F'(U) a, +>) 6i,0(u, «) 0°—* == 0. 


Hier bedeutet, wie man sieht, F’(U) die partielle Derivirte von F(U) 
nach U, und die vorangegangene Untersuchung hiitte mit Hiilfe der Dif- 
ferentialrechnung sich weit kiirzer gestaltet.*) Es wire dann aber die 
Thatsache nicht so deutlich hervorgetreten, dass es sich hier um rationale 


*) Vergl. den Beweis bei O. Pund, |. c. 8. 292, im Falle n= 2. 
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rein arithmetische Vorginge handelt. Da F(U) = 0 irreducibel ist, so 
kann F’(U) nicht identisch Null sein, weil sonst F’(U) durch F(U) 
theilbar sein miisste, was wegen des zu niedrigen Grades von F’(U) in 
U nicht méglich ist. Mithin kann man zu F(U), F’(U) ganze Func- 
tionen g(U), »(U) so bestimmen, dass 


F(U) 9(U) — F'(U)¥(U) =1 
also, da F(U) = 0 ist, dass: 


a, = — Fun > “ills u) U'-'=y(U) > 0 


wird, 

Das ist eine ganze Function von U, deren Coefficienten dem Kérper 
© angehéren. Da diese Function ihrem Reste Modulo F(U) gleich ist, so 
lisst @, sich darstellen als lineare homogene Function von 1, U,---,U’—! 
in dem durch Aufnahme von w,,---, u, erweiterten Kérper 0. Dies gilt 
fiir @,,@,,---,@,. Folglich ist 1, U,---, U'—' eine Basis von Q iiber 
0, und daher vy — n, d. h. 

XII. Ist ,, @, +--+, @, eine Basis eines irreducibeln end- 
lichen algebraischen Korpers Q iiber einen Theiler ©, und nimmt 
man in 3% die unbestimmten Coefficienten u,, +--+, u, auf, so ist 


U=u,0, + wo, +---+ 4,0, 
eine primitiwe Grdsse von Q iiber O. 
Nun kann man aber auf unendlich viele Weisen den u solche bestimmte, 
einem vorgeschriebenen Kérper angehérige Werthe beilegen, dass F’(U) 
nicht identisch verschwindet, und die Gleichung 


F'(U)o, +>) c,n(% u)U’-! = 0 


fiir @, mithin nicht illusorisch wird. Dann geht U iiber in eine primitive 
Grésse von Q iiber 0, und damit ist der Satz XI. bewiesen. 

3. Wir haben jetzt die Mittel zur Hand, den in der Kinleitung 
erwihnten Satz iiber die birationalen Transformationen in Q zu beweisen; 
er ist ein besonderer, Fall des Satzes XI. und lisst sich so aussprechen: 

XII. Ist y durch eine irreducible Gleichung als eine alge- 

braische Function der unabhiingigen Veriinderlichen x,, ---, x, 

definirt, und wahlt man irgend welche algebraisch von einander 
unabhiingige rationale Functionen 


eo . an » — ¢ 
bo = o(Y3 Hyy***, H,), (oe =1,2,--,r) 
VON Y,X,,°+*,X, aus, 80 liisst sich stets auf unendlich viele Weisen 
zu ihnen eine ebenfalls rationale Function 
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1 = DY; %, +++ 2) 

so bestimmen, dass sich umgekehrt y, %,,---, x, als rationale 
Functionen 

Lp = ¥o(N, Ei,°++, &), (oe = 1, 2,---,r) 

y = (n, &,---, &) 
von , §, &,--+, § darstellen lassen. Auch ist 4 mit §,,---, &, 
durch eine algebraische Gleichung verkniipft. 

Es bestimmt niamlich y, z,,---, 2, einen irreducibeln Kérper, von 


dem sowohl ®i(z,,---,2,) als auch R(é,,---,&.) ein vollkommener Theiler 
ist, und nun tritt Satz XI. in Kraft. 


§ 6. 
Norm, Spur, Discriminante.*) 
1. Bezeichne Q einen irreducibeln algebraischen endlichen Kérper, 
A einen vollkommenen Theiler von Q, und B einen Theiler iiber A, ferner sei 
,, %,°*+,@, eine Basis von B iiber A, 


‘ B,, B:, i. B, ” ” ” Q ” B. 
Dann ist 


("1 yer *%y Yn) = &» Ba (o= 1,2,-+7; 6=1,2,--+,8; rs=mn) 
eine Basis von  iiber A. Ist @ irgend eine Grésse des Kérpers Q, so 
kann man in A setzen: 
OYy = 171 + Cy,2 Y2 + aii + Cyn Yn (v= 1, 2, +++). 
Durch Elimination der y ergiebt sich hieraus die Gleichung: 


(4,1 — @, €1,2) sil Ci. | 
(—1)"9(@) = | C21 €2,2 — @,-**, C2,m == Q) 
| €n1y €n,2» _ /. Cayn ee 


oder entwickelt 


p(@) = o — a,@*—? +--+ (—1)*a, = 0, 
deren Coefficienten a,, ---, a, dem Kérper A angehéren und, wie man 
leicht auf Grund des Multiplicationssatzes der Determinanten beweist, von 
der gewihlten Basis iiber A nicht abhiingen. Sie sind also fiir @ charakte- 
ristische Gréssen in Q iiber A. Von ihnen sind a, und a, begonders 
wichtig. Man bezeichnet sie als ,Spur“ und ,,Norm“ von @ in Q iiber A, 
und schreibt: 


*) Diese Begriffe sollen hier anhangsweise nur soweit entwickelt werden, dass 
die Beziehungen zu den Theilern ersichtlich werden; fiir das Uebrige kann die Dar-: 
stellung bei Dedekind und Weber, Crelle 92, fast wértlich heriibergenommen werden 
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Sa/A(@) = 4, = G11 + Ca,2 +--+ + Cnn, 


No,4(@) = a, = |Cu,»| (u, v=, 2,---,m). 
2. Sind @, w’ irgend welche Gréssen des Kérpers Q, und a, a’ speciell 
Gréssen von A, so beweist man leicht rein arithmetisch folgende Beziehungen: 
XIV. Sg,4(0) = 90, Sa a(1) = (2/A) =n, 
S2,4(am)=aSQ/4(@), SQ)a(aw-+a'a’)—aSg/4(@)+-4'S24(@'). 
XV. Neys(a)=a2/4, No 1(@o@’)=Ng4(@) Naa’), 
o\  %g/4@) 
Novas (=) = Ro ge) . 
Die einzige Grosse, deren Norm identisch verschwindet, ist die 
Null. 
3. Ist jetzt w irgend eine Grésse des Kérpers 2, so kénnen wir die 
s Producte 8, in B mittels der Basis £,,---, B, darstellen: 
(1) @ Bo = bos Bx oa bo,2 Be + rs + bos bs, 
(o=1, 2,--+,8). 
Dann ist 
\bo,0°—9o,0°'@| = (—1)*f(w@) = (—1)*(@*— b, w*—! + --- + (—1)*b,) = 0, 
(6, = 1, 2, rey 85 G..6 = iB 0u,0° =() fiir o 2 6) 
und 
(2) N2/e(@) = be, o’| = a. 


Die 6, lassen sich als Gréssen des Kérpers B in A mittels der Basis 
a,,°--,, darstellen. Sei 


(3) (—1)"b,«, = aia, +--+ aya, (eo = 1,2,---,r). 
Da 
© (a*—! — b, @*—? 4+--- + (—1)*~1b,_1) + (—1)*b, = 0, 


so folgt, wenn man mit «, multiplicirt: 


(09, 7 a) «, + (09, 7 as) % Pet (09, +4), a9, 


wo 
s—1 
ee | (0) s—1—o, 
— G0 TL ee” ’ 


o=1 


daher: 





| O99 tae) alias (0, eo =1,2,---,r), 
oder entwickelt: 
(4) o" — A,a"—! aa eiels + (—1)"A,, — 0, (n =sr), 
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wo 


n a 
(—1)"A, =| a”, 





= Ria ((—1)",) = 1)" Raa (0), 

also 

(5) A, = Nea(b.) = Ney aNop(@), 

was aus (3) und (2) leicht zu ersehen ist. Wenn nun @ eine primitive 
Grosse tiber A ist, so ist die Gleichung (4) irreducibel, daher mit der in 
1. abgeleiteten identisch, also a, = A, oder 

(6) Noa (@) = Nea Nop(@). 

Gehért dagegen w dem Kérper B an, und ist in A: 


@ Xp = Ap, 1 & oe eee oo A,r bry 
so ist 


Nes (@) — |ape'|; (o,¢ =1,2,---,r), 
@ dB, eed Mp, 1 1 Bo + gaa + Ae, rh Bo , 


also 


oder wenn man 


to Bo = Yo4+r(o—1) 
setzt: 


@*Yo+r(o—1) = > Ao,o' Yo'+-r(o—1) - 
. 


Ausfiihrlicher ist: 


OY = > 4o,0' Yo’ 
. 


OYr+e aes P 4 Qo,0' Yr+e' 
@Yr(s—1)+e = > ee Yr(s—1)+¢' 
Py 
(o= 1, 2,- . 1). 
Daher: 
(7) Neva (@) == | dp, o°|* = (Nea (@))? = Nea (@*) : 


Nach XV. ist aber 
Nop(o) = a2,~2) = @', 


No4(@) = Nps Nap(a), 


tibereinstimmend mit (6). Ist die Theilerkette A, B, Q liickenlos, so gilt 
demnach ‘die Formel (6) fiir jede Grésse des Kérpers 2. Daraus folgt 
sofort allgemein: 

XVI. Ist @ eine Grisse des Kérpers Q, und 
A, B, C,---,8, T,Q2 


also: 
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eine Theilerkette iiber einem vollkommenen Theiler A, so ist: 
Noas(@) = Naya Now: - + Nays Nayr(o). 


4. Geht man von den Formeln 


@ Yy = Cy V1 +++ + Cyn Yn 
in 1. aus, welche zu der Gleichung 
(—1"9(0) = env 8,700] = (—1)" (oX—a,o"! $+ + (—Ma,) = 0 
fiihren und ist ¢-ein nnbestimmter Parameter, so findet man leicht 
p(t) = Naa(t—a@). 
Ist die Gleichung y(@) = 0 reducibel, so ist m eine primitive Grésse 


eines Kérpers B iiber A, der ein Theiler von Q, aber nicht mit Q 
identisch ist. Nach XV. und XVI. ist dann 


p(t) = Naa(t—o) = Nga Nae (t—o) = Nga (C— o)(2/8)), 
p(t) = (Naya (t—o@))\F = p(t, 
v(t) = Naa (t—a). 


XVII. Jst ¢ ein Parameter, @ eine Grosse von Q und 
setzt man 


wo 


Daraus folgt: 


Nas(t-—o) = p(t), 
so geniigt w der Gleichung 
g(a) = 0, 
y(t) ist entweder in A irreducibel oder eine ganze Potenz einer 
in A irreducibeln Function. 
Es folgt weiter: 
XVIII. ist @ eine Grisse des Korpers Q, und 
A, B, C,---, 8, T, 2 
eine Theilerkette iiber einem echten Theiler A, so ist: 
Saya (@) = Spa Se hie Srs Sar (a). 
Der Beweis kann leicht aus den Formeln des Art. 3 entnommen werden. 


5. Ist (B/A) =r und «,, a,---, «, ein System von r Gréssen von 
B, gleichgiiltig, ob sie eine Basis von B iiber A bilden oder nicht, so ist 


Apya (a, Qo," **y tt,,) — |Spya (Gp %e)|, (9, = 1,2,- s 1) 
ein Grésse in A, die wir als ,,Discriminante“ des Systems a@,,---,@, in 
B iiber A nennen. Ueber die Discriminante lassen sich die beiden funda- 
mentalen Sitze XIX. und XX. aussagen, deren Beweis genau wie bei 
Dedekind u. Weber, Crelle’s J. 92, 8, 189—190 zu fiihren ist: 
35* 
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XIX. Die Discriminante Ap (a,,---,«,) ist dann und nur 
dann nicht identisch Null, wenn o,, @,---, 0, eine Basis von 
B iiber A ist. 

XX. Ist a,’,---«,’ ein System von Grissen des Korpers B, 
das mit den ebenfalls zu B gehirigen Grissen «,,-+-, «, durch 
eine lineare Substitution 

Oy = U1 Oy +++ + Ayr Ge, 
verkniipft ist, deren Coefficienten Grissen des Kiorpers A sind, 
so ist: 


Apa (m4, ese a’) — 





Ay,o'|?-A(a,--+, a), 0,9 = 1,2,--+,7. 


Hier wollen wir abbrechen. Die Lehre von den invarianten Idealen 
soll in einer spiiteren Abhandlung dargestellt werden. ' 


Strassburg i. E., 19. Februar 1900. 
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Zur Theorie der Resultanten. 


Von 


L. Herrrer in Bonn. 


Die charakteristische Bedingung dafiir, dass zwei ganze rationale 
Functionen 


f(x) = aga" + aa"! +--+ +a, (4 +9), 

g(x) = bya + b,am—* + +--+ 5, (by += 9) 
einen gemeinsamen Theiler haben, besteht in dem Verschwinden der Re- 
sultante 


My ,°°° hn QO .«® 
QO a--: (n—1 Gn - +01} m Zeilen 
1) R=. . 
( | by b,-- +b, 0 ae | 
0 by = ++ Ona Om -++Q | n Zeilen. 


Die charakteristischen Bedingungen dafiir, dass f(~) und g(x) einen ge- 
meinsamen Theiler genau A‘ Grades besitzen, sind 


(2) R=0, Rk, =0, R, =0,--+, R—-1 = 0; Ri + 0, 


wo R, aus R entsteht, wenn die v letzten Zeilen a, die v letzten Zeilen b 
und die 2v letzten Colonnen gestrichen werden. Auch dieser Satz ist 
seit Langem bekannt und auf verschiedene Art abgeleitet worden*). Er 
soll hier nach einer Methode bewiesen werden, die besonders einfach und 
durchsichtig erscheint und zugleich die eigentliche Bedeutung jener 
Determinanten R, erkennen lisst. 


*) Vgl. Encyclopiidie der math. Wiss. Bd. I, S. 247, Anm. 95; und die daselbst 
nicht angefiihrte Note von Herrn Noether in den Sitzungsber. der phys. med, 
Societiit zu Erlangen, H. 27 (1895). 
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1. 
Wir gehen von der Annahme aus, dass f und g einen gemeinsamen 
Theiler 4°" Grades besitzen: 
@ be = (ay) 2"? fa,2"—*—1 4... Feas_2) (fea! +--+), 
1 g(a) = (by'2"—4§ 4b a4 $42) (wet! fs hay), 


Driickt man nach diesen Identititen die a und b durch die a’ und ¢ bezw. 
b’ und ¢ aus, so ergiebt sich: 





, 7 , 
Ay = %, bo = %; 
, , , , 
(4) a, =a¢,+4,, b, = bee, +, 
, , 
An == On—i* Cj, Dn = Dn—a *fa- 


Diese Ausdriicke werden in (1) substituirt und R wird alsdann folgender 
Umformung unterworfen: 

Die bezw. mit ¢,,¢,,---,¢, multiplicirte erste Colonne wird von der 
gien, Zien... (A-+1)™ Colonne subtrahirt. Dann wird die mit ¢, ¢,,--+, 
multiplicirte zweite Colonne von der 3*", 4%", .--, (A+ 2)" Colonne sub- 
trahirt. U. s. w. 

So gelangt man zu dem Resultat 





om Gy’ +++ An—2 a a ae ll 
O dy-*s + + Gna - \\ im Zeilen 
@ © «.. ~ ie +g +++ On—a ica 
6) R=| | 
bo Seo ae. ree | | 
| 0 by pee OT gs 6 wd eee eel | < iii 
| 0 O--: «+ + + Dyess dna 0---0| 
m + n— A Colonnen 4 Colonnen 


Die umgeformte Determinante R werde mit R’ bezeichnet. 

Da diese Determinantenumformung lediglich durch Subtraction der 
einzelnen Colonnen von solchen, die weiter rechts stehen, zu Stande 
kommt, so ist es evident, dass man in gleicher Weise auch jede Sub- 
determinante von R umformen kann, die aus R durch Streichung beliebiger 
Zeilen und der gleichen Anzahl letzter Colonnen entsteht. Mit andern 
Worten: der Werth jeder solchen Subdeterminante von R ist gleich dem der 
entsprechenden Subdeterminante von R’. Insbesondere ergiebt sich: 
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My ++: On—2 0O..-0 
m—A Zeilen 
6) pis . ++ Ig, , +» oat 
b, ileal Diack Q---0O 
soe ee ee ee + + [Im —A Zeilen, 
Chi wc wi 











d. h. Ry ist, wenn f und g einen gemeinsamen Theiler 2°" Grades haben, 
die Resultante der Functionen f’ und g’, die aus f und g durch Weglassung 


jenes Factors entstehen. 


Damit aber ist es evident, dass 
= R, +0; 
R=0, Rk, =0, R, +0; 
(7) + 
Say ss silicate R, +0 


bezw. die charakteristischen Bedingungen fiir die Existenz eines gemein- 
samen Theilers von f und g genau 1‘, 2',..., 4°" Grades darstellen. 

Jede der Determinanten R,, R,,--- kann im Sinne des Herrn Brill*) 
als eine reducirte Resultante von f(x) und g(a), beazw. der drei Functionen 
von x und y 

f(“)—y, 9@)—y Y 

bezeichnet werden. Denn das Verschwinden einer solchen Determinante 
sagt aus, dass, wenn f(x) = 0 und g(x) = 0 bereits eine gewisse Anzahl 
gemeinsamer Wurzeln haben, noch eine weitere solche existirt. 


Il. 

Wir wollen aus Gleichung (5) noch einige Folgerungen ziehen, die 
ebenfalls ihrem Inhalt nach bekannt sind, aber sich hier besonders an- 
schaulich ergeben. 

Addirt man in R die bezw. mit v+"—!, a+"—?,.--,@ multiplicirte 
1, 2t¢..., vorletzte Colonne zur letzten, so erhalt man die bekannte 
Identitit R—/f-g,-+ 9-f, oder ausfiihrlich geschrieben 


(8) R= f(#) ie : Ri, + ges. Rus + rye + R,,,I 
+ g(x) |a"—* > Ry + ar - Ry +--+ + #,,), 
R Ris “Rk Ry; yay + R,, 


ai? 
der Reihe nach die anes der letzten Colonne von R sind. 


wenn 


am? 





*) Vel. } Math. Ann. Bd. 4 (1871), p. 510; Abhandlungen der Miinch. Akad. Bd. 17 
(1892), p. 89. 
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Da 
(9) Rai =A Rk, Ri =ty- Rh, 
sind R,, und R,, Null, sobald f und g einen gemeinsamen Theiler héheren 
als ersten Grades haben. Aus Gleichung (5) ersieht man aber: Sobald 
f und g einen gemeinsamen Theiler hiheren als ersten Grades haben, sind 
alie R, und alle R, Null, d. h. die Gleichung (8) wird alsdann insofern 
illusorisch, als f, wnd g, identisch Null sind. 

Haben f(x) und g(x) einen gemeinsamen Theiler genau 4‘" Grades, so 
kann endlich die fiir Gleichung (5) vollzogene Determinantenumformung 
noch benutzt werden, um jenen Theiler in méglichst einfacher Weise zu 
gewinnen. Es ist nimlich dann R, +0, und durch dieselbe Ueberlegung, 
die bei Herleitung von (8) angewandt wurde, hat man 





& @ -°-@—, 0---g2-4-! ff | 

7 m—A Zeilen 
(10) ee QO + +++&% f | 
by by ++: ae QO... g"—4-1 -¢ | 

: ne $e VN as Se a ae n—A Zeilen. 


0 


Multiplicirt man beide Seiten mit dem (gesuchten) gemeinsamen Theiler 
t(x) von f(x) und g(x), so tritt in (10) an Stelle von f’ und yg’ iiberall 
f und g. Die iibrigen Colonnen der Determinante kénnen aber ersetzt werden 
durch die entsprechenden Colonnen der nicht transformirten Determinante F,, 
in der nur die gegebenen a und b vorkommen. Denn ginge man von 
der letzteren Determinante aus, so wiirde man sie, wie bei Gleichung (5) 
geschehen, in die der Gleichung (10) umwandeln. So haben wir das 
Resultat: ' 

—ja@---a, G,.---, -et 7 | 


0 ay: » ws-* .f I m—A Zeilen 


. ) a (x) by b,---b 0, tesy gr—i-l.g 


tf +, a—t—-2.g |p n—A Zeilen. 


Bonn, 20. Januar 1900. 
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Ueber Striktionen. 
Von 


H. Kiiune in Dortmund. 


Unter Striktionslinie einer Curvenschaar, die auf einer Fliche verlauft, 
versteht man den Ort der Punkte auf den Curven der Schaar, fiir die der 
Abstand von der niichsten Curve ein Minimum wird. [Stahl und Kommerell, 
Grundformeln S. 104.] 

Der Begriff der Striktion lisst sich in zweierlei Weise verallgemeinern, 
erstens indem man ihn auf Flichenschaaren und zweitens indem man ihn 
auf doppelt unendliche Curvenschaaren ausdehnt, die nun allerdings nicht 
mehr nur eine Fliiche, sondern den ganzen Raum durchziehen. Dadurch 
treten die beiden Fragen auf: 

Welches ist der Ort aller Punkte, in denen sich zwei benachbarte 
Flichen einer gegebenen Schaar méglichst nahe kommen? — Striktions- 
linie der I"liichenschaar, und 

Welches ist der Ort aller Punkte, in denen sich ein Biindel aus einer 
doppelt unendlichen Curvenschaar im Raume méglichst zusammenzieht? — 
Striktionsflaiche der Linienschaar. 

Der letzte Gedanke bedarf noch einer genauen Fassung. Aus der 
Curvenschaar seien eine Curve und zwei ihr benachbarte herausgegriffen, 
und auf jeder dann ein Punkt gewihlt; dann ist dadurch ein Dreieck 
bestimmt. Die Bedingung, dass der Inhalt dieses Dreiecks ein Minimum 
werde, giebt eine Bestimmung fiir die Punkte; der Ort der auf diese 
Weise ermittelten Punkte ist die Striktionsfliche. 

Da hier wie vielfach die Behandlung um so einfacher wird, je all- 
gemeiner das Problem gefasst wird, behandle ich die bisher genannten 
drei Fille der Striktion zusammen als besondere Fiille des allgemeinen 
Problems: 

Eine ebene »-fache Mannigfaltigkeit Mt, werde durch eine feste v-fache 
Mannigfaltigkeit I, durchzogen; in dieser verliuft eine v — 9 = 6-fach 
unendliche Schaar g-facher Mannigfaltigkeiten M,. Auf einer beliebig 
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herausgegriffenen M, und auf noch 6 ihr benachbarten Mannigfaltigkeiten 
der Schaar werde je ein Punkt angenommen; diese Punkte bestimmen 
ein der Strecke und dem Dreieck analoges Grundgebilde. Es wird ver- 
langt, dass der Inhalt dieses Grundgebildes ein Minimum sei. Dadurch 
ist der Punkt auf M, villig bestimmt. Sammitliche fiir die verschiedenen 
M, ermittelten Punkte ergeben die Striktionsmannigfaltigkeit M, der 
M,Schaar. M, ist zu bestimmen. 

Fiir den ersten der drei besonderen Fiille wird M, zum gewdhnlichen 
Raum, M, zur Fliche, M, zur Curve, M, zur Striktionslinie; fiir den 
wie werden MM, und M. zum Raume, M, wird die Fliche im Raume, 
M, Striktionslinie; fiir den dritten werden Mt, und M, ebenfalls zum 
Raume, M, wird Curve im Raume, M, wird Striktionstliiche. 

Ich schreite zur Behandlung des allgemeinen Problems und bemerke 
vorher, dass gewisse Zeiger an den Buchstaben stets,dieselben Werthe 
durchlaufen sollen, und zwar soll sein: 


h=1,---n; f,9,%,k=1,--- 9; m=1,---0;),9,7,5=o+4+1,---v 


Es sei ein Punkt von Mt, durch die Coordinaten «, gegeben. Wird 
jedes x, als Function der v unabhiingigen Verinderlichen y, bestimmt, also 


ty = (0° oy), 
so ist dadurch M, gegeben. Die y, seien Functionen von y anderen 
Gréssen z,, die in zwei durch das Semicolon angedeutete Gruppen getheilt 
seien: 

YpH=Up (Sy pepe es 
Werden die z, festgehalten, dagegen die z,, veriindert, so durchliiuft der 


m 


Punkt eine M,. Die Constanz aller z, bestimmt also ein Individuum M,, 
ihre Variabilitaét die 6-fach unendliche Schaar der M,. 

Kin Werthsystem z, bestimmt eine M,; durch z,+ €,, sind noch 6 
andere M, bestimmt, die durch MY ) bezeichnet werden sollen. Die £ 
seien annie’ klein, so sind M und M, ‘”) benachbart. P sei ein Punkt 
auf Mu; bestimmt durch 2, oder ¢ Y, oder 2, P, ei Punkt auf M,”, . be- 
stimmt durch x, + &,, oder y, + y,, oder z, + §,,. Dann ist abgesehen 
von einem Zahlenfactor der Inhalt des durch siimmtliche Punkte P be- 
stimmten Grundgebildes gleich der absoluten Determinante der Matrix 


(E nn) 
Die Aufgabe verlangt also, dass 


und damit auch 


ein Minimum werde. 
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Setzen wir 
x oy 02 


se  _— oT ee 
i Tay ies Veg) ay = oa 
g “9 


>} 
Sle 


so folgt, wegen der unendlichen Kleinheit der &, 7, & 


Ep = Zz Xing Ups = 2 Tig I ry Sng 
f t9 


und 


V= \lé Enall? “le En Esa =| > Uy ge Sng Uy: V or briben| 


hfgik 


’ 
> Typ Lay = Uyy, 


h 


“ : 
Deg Uri Vgk = ny 


S9 


Wir setzen 


>. bin bi bee — Urs 


so kommt 
V= |v,,|- 


Die Systeme (a,,), (4,,), (v,,) Sind symmetrisch. 

V soll ein Minimum werden, d. h. wenn die Punkte P schon dieser Be- 
dingung gemiiss bestimmt sind, muss die Variation von V, die bei einer 
Variation des Punktes P, sich ergiebt, verschwinden, und das gilt fiir alle 
p und ausserdem fiir den Punkt P. Eine Variation von P, ist nur dadurch 
méglich, dass die ¢,,, (fiir alle m) sich findern und die §,,, (fiir alle q) 
fest bleiben, da eine Veranderung dieser Gréssen zur Folge haben “eee 
dass P, die Mannigfaltigkeit mM)’ ) verliisst. Die Aenderung von 


pm 


Ag,,, und A,,, diene als Zeichen fiir die Aenderung, die andere von ‘a 


abhaingige Gréssen dadurch erfahren. Dann ist 


AynV = +2 Aan Urs» 


wobei V,. die zu v,, gehérige Subdeterminante des Systems (v,,) ist. 
Ferner ist 


4, Vs =D bulbid ps Ome + b59,,9 mi) A bomi 


dabei ist 6,, das Kronecker’sche Symbol, namlich = 1, wenn 4 = uw, und 
= 0, wenn 4+ yu ist. Also wird 
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4, V=»> V, sr bi, (6-9 ys 9 mk + 6,49 pr 0, i) Abnm 


rsik 


—r, 2AE om 2 } a bi §, ri i. Oink 


rsik 


- = 2b Dd) an 


Da die Variation von V verschwinden sollte, ergiebt sich 


2 Vp Din & 0; 


und das gilt fiir alle p und alle m. 
Diese Gleichungen bestimmen die €,,,; deren Werthe sind dann in 


pm? 


V einzusetzen und schliesslich ist noch der Punkt P xu variiren. Zur 
Elimination der £  setzen wir 


epm 
2 S ,O; pia pf? 


so ist, wie vorher gezeigt 


on (fiir alle p und m). 


pm 


Nun bilden wir 
% 
2st = 2", big bribes = >) Vor Mre3 


daraus folgt wegen 4,,,, = und weil (V,,) das adjungirte System zu (v,,.) ist 


a dy b= 9,,V 


Durch Determinantenbildung ergiebt sich 


D4.t.|=la. 


Ayr| \Sor| aid v*. 


So kommen die ¢,,, nur in der aus den A gebildeten Determinante vor; 


um eine andre gleichgeartete Beziehung zu erhalten, fiihren wir das dem 
System 





(b;,) reciproke System ({;,) 
ein, und bilden 


> ayyh a9 Brg =>) Y,,V, qs Di Dig Si Sex Brg: 
fg 


rsikfg 
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Daraus folgt 


a Ayr dys B,s => Vy F Me bi Sex 0;, 


rsihg 


-> Vu F Mie 
=>". 8,,V 


= V “4 


QP ~~ 


und hieraus durch Determinantenbildung 








z Ayr os Brs 7 LALAE 
|A,-| |A,,| |B,.,| we FJ V*, 





[4pel 1Aol = V2°—*. 
Durch Elimination der 4 aus dieser und der vorher abgeleiteten Gleichung 
findet man schliesslich 
= |Peal 
dat 
In diese Gestalt lisst sich also V bringen durch Beriicksichtigung, 
dass es bei der Variation aller P, ein Minimum werden soll. Nun ist 
aber auch der Punkt P auf seiner M, beweglich, und zwar kénnen die 
ihn bestimmenden Gréssen z,, beliebig geiindert werden. Demnach be- 
stehen weiter die Beziehungen 
ad = 0 (fiir alle m). 


m 


Wegen der Constanz der §,, fiir diese Differentiationen, folgt weiter 





|6,.| ' 

(1) art =0 (fiir alle m). 
Aus diesen @ Gleichungen lassen sich die z,, berechnen, und zwar werden 
sie ausgedriickt durch die z,, Fiihrt man diese Werthe in die y, ein, so 
sind die y, nur noch abhiingig von den 6 Verinderlichen z 

Dadurch wird auf M, die verlangte M, bestimmt. 

Die Differentialgleichungen fiir W, lassen sich noch in eine andre 
Gestalt bringen. Es sei 


r* 


(a,;) das reciproke System zu (a;,), 
und es werde 
N asin 
a Oi, 2 525, = Voy 
ik 
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gesetzt. Dann wird 


> byg Voi = 2 ‘a ai, ky Yi, £9 ky 9 %ink, 29%, Zik, 


i, hy ighgg 


und weil die Systeme (z,;) und (y,,) reciprok sind, 


> j byg Voi = 3 Gi, i, Yi, f Gi, ky Zik, — Z Yi, f ii, — 07 


ty ty hy 


> Voi = >" by, By 
9 9 

> 49 (%9i— By’) aticsin 
g 


Aus diesen Gleichungen folgt 


also 


und 


Voi _— gi’ 


\B,,| = 11 


T—| > 05, 4,52 sk 


Betrachtet man ferner TT als Function aller z,, und z,, so folgt aus 


ott 
7a, 9 


Setzen wir noch 


so ist also 





dass bei constantem 2, 
all = 0 
ist. Demnach haben wir: 
Die Striktionsmannigfaltigkeit M, ist auch bestimmt durch: 


a; bri Mk 


i,k 
sobald fiir alle x dz, = 0 ist. 
Diese allgemeinen Ergebnisse mégen nun an den drei anfangs an- 
gegebenen besonderen Fiillen erliiutert werden. 
I. Curve auf Fltiche. Man setze » = 3, v= 2, 9 =1, 6=1 und 
ersetze 


(2) d = (, 








TUX, Yn %3 % 


durch 

LYz uv v3; Q, 
so giebt g = const. die Curvenschaar, und es wird TT zum Differential- 
parameter > 49 y,. Die Striktionslinie ist nach (2) bestimmt durch 


ik 


d1 =O sobald dg =O. [Stahl-Komm. §. 104.| 
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Il. Fiche im Raume. Es ist n=v=3, 9p =2,6—1; man ersetze 


Uy ey Yr YoYs % 5 % 
durch 
LY 2 UYS % 5 Q; 
so liefert g = const die Flaichenschaar. 
Wegen «,,—= 0), ist a,, =a,, = 0,,, und es wird 
— (29)? 1 (29)? 1 (29), 
m= G5) + G5) + Gi) 
Die Striktionslinie ist bestimmt durch 


dT =O und doy =O. 
Daraus folgt 
om og om og etl og. 


= = z _— ——~ _— 
0x "On"? oy oy? 02 Y Ge) 





w ist ein Proportionalitiitsfactor. Bezeichnet » die Normale der Flache 
y = const., so ist 


— (29\? 
nm — (55) 
und man erhilt drei Gleichungen von der Art 
gio as 
On Ou 
oa~SC og’ 
an 


d. h. geometrisch gedeutet: in dem Punkte in dem die Striktionslinie die 
Fliche g = const. durchstésst, beriihren sich zwei Fliichen go = const. 
und 2? — const. 

on 

Deutet man @ als Fliissigkeitspotential einer wirbelfreien Fliissigkeit, 
so ist die Geschwindigkeit <*, und da dg = ©? dn ist, in einem Punkt 

on on a 

der Striktionslinie aber dw ein Minimum wird, muss pes ein Maximum 
sein. D. h. Die Striktionslinie der Niveauflichen geht durch die Punkte, 
in denen auf einer Fliche die Geschwindigkeit ein Maximum ist. 

Ill. Curvenschaar im Raume. Es ist n=v=—3, 9p=1, 6=2. 
Man ersetze 


Hy HoH, Yr Ye Ys 3 % % 
durch 


LY LYZ 245; 9Y, 
so stellen die Gleichungen m = const., ~ = const. die Linienschaar dar. 
Wie im Fall II ist w,, = 0,,, und es wird demnach 
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| % Pa 


fu | (f= 1,2,3). 


290 2% 


Die Striktionsfliche oa durch 
dai =0, dp=0, dy=0 
gegeben; hieraus folgt als ihre Gleichung 
em oem am 
da’ dy’ Os | 
op 869 66g 
dz’? Oy’ dz 
ay ae ay | 
dz’ dy’ ds | 





== (). 





Auch hier ergiebt sich eine interessante Beziehung, wenn man als Curven- 
schaar die Schaar der Wirbellinien einer Fliissigkeit wihlt. Bezeichnet 
[Kirehhoff, Vorlesungen 1877, S. 169] q den Querschnitt eines Wirbel- 
fadens und k die an demselben Orte herrschende Drehgeschwindigkeit 
der Fliissigkeitstheilchen, so ist das Produkt qk lings eines Fadens 
constant. Die Striktionsfliiche der Wirbelfiiden geht durch die Punkte, in 
denen g ein Minimum ist; dort wird also & ein Maximum; d. h. die 
Striktionsfliche der Wirbellinien geht durch die Punkte, in denen lings 
einer Wirbellinie die Drehgeschwindigkeit ein Maximum ist. 
Entsprechendes gilt auch von dem Stromlinien. 


Dortmund, April 1900. 
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Ueber die tberall oscillirenden differenzirbaren Functionen. 


Von 


A Scuoenruies in Kénigsberg. 


Auf die merkwiirdige Thatsache, dass es iiberall oscillirende stetige 
Functionen giebt, die in jedem Punkte eine bestimmte Ableitung besitzen, 
hat bekanntlich zuerst Herr Képcke durch Construction eines speciellen 
Beispiels dieser Art hingewiesen.*) Mir persénlich ist kiirzlich die Existenz 
solcher Functionen auch von Herrn Brodén bestitigt worden, der auf 
einem andern Wege zu ihnen gelangt sein diirfte, und seine Resultate 
voraussichtlich demnichst veréffentlichen wird.**) Als ich bei Gelegenheit 
meines demniichst erscheinenden Berichts tiber Mengenlehre selbst an das 
Studium dieser Functionsgattung heranging, bin ich zu Formeln gelangt, 
die die ganze Classe dieser Functionen kennzeichnen, so dass ich es fiir 
niitzlich halte, sie hier mitzutheilen. Wie die Herren Brodén und Steifitz, 
die kiirzlich iiber die iiberall oscillirenden Functionen gearbeitet haben,***) 
gehe ich davon aus, die Function dadurch zu bestimmen, dass ich ihre 
Werthe an einer iiberall dichten Menge gleichmissig stetig vorschreibe. 
Man kann so die Structur der Function in der mannigfachsten Weise so 
beeinflussen, dass sie iiberall differenzirbar ist. 


Es sei s==a---b das Intervall, in dem die Function f(x) definirt 
ist, so wihle ich als diejenige iiberall dichte Menge, an der ich die Werthe 
der Function vorschreibe, die Menge der Maxima und Minima selbst. 
Dabei bemerke ich noch, dass es sich nur um lauter eigentliche Maxima 
und Minima handeln soll. Um alle Functionen dieser Art zu erhalten, 
kann man folgendermassen verfahren. 

*) Diese Annalen, Bd. 29, 8. 123, Bd. 34, S. 161 und Bd. 35, S. 104. Die Con- 
struction, die zum Ziele fiihrt, findet sich nur in Bd. 35. Kine dahingehende Ver- 
muthung hatte bereits Herr U. Dini ausgesprochen. 

**) (Nachtriigliche Bemerkung.) Dies ist inzwischen geschehen; Stokholm Vet. 
Ak. Ofy. 1900, S. 423 u. 743. Auch der im folgenden erwiihnte ,,Bericht“ ist in- 
zwischen erschienen. bd 

*“*) Journ. f. Math. Bd. 118, 8S. 1 und diese Annalen, Bd. 52. 


Mathematische Annalen. LIV. 36 
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Das Intervall s =a---b theile man in irgend drei Theile s,, s,, so, 
jedes dieser Intervalle s; in die drei Theile s,,, s;,, s,. u. s. w.*) Es ent- 
stehen so die Theilintervalle 
Sir Sizy Sigiy** * SNy SNiy* °° 

wo N eine Gruppe von v Indices andeuten soll, und alle diese Indices die 
Werthe 0, 1,2 haben kénnen. Sei ferner ¢ = f(b) — f(a) der Functions- 
zuwachs, der dem Intervall s entspricht, und es mégen den Intervallen 
Soy 51> Sg die Functionszuwachse 4,, ¢,, 4, entsprechen, ebenso allgemein dem 
Intervall sy der Functionszuwachs ty. 

Falls nun wieder sy in syo, Sy1, Syz zerfallt, so setze man allgemein 


, Sy Sy , Sy , : 
(1) sno = > (1— éyo), Sy: = > (1— eye), svi = 2 ( évo+ Eye), 


ee. te: — : 
(2) tv = > (1+ no), tv: = > (1+ 92), tv = — =. (pvot Pnz), 


und zwar darf unbeschadet der Allgemeinheit angenommen werden, dass 
tyo und ty: das gleiche Zeichen haben wie ty, dagegen ty, und ty ent- 
gegengesetztes Zeichen, so dass myo + gmyz> 0 ist. Es entspricht dann, 
wenn ty > 0 ist, der erste Theilpunkt von sy einem Maximum, der zweite 
einem Minimum, umgekehrt der erste einem Minimum und der zweite 
einem Maximum, wenn ty <0 ist. Damit man auf diese Weise zu einer 
stetigen iiberall oscillirenden Function gelangt, ist nur noch die Bedingung 
zu erfiillen, dass fiir unbegrenzt wachsendes » mit lim sy = 0 zugleich 
lim ty = 0 wird. Nebenbei ist klar, dass alle sy > 0 sein miissen, so 
dass éyo + Eye > O ist. 
Um die Werthe der Ableitungen zu discutiren, setze man zunichst 





(3) 1+ Pyo - 1+ Pye Pro t+ Pye 
= &yo ——— ™=€n, —— — CO Em 
1— typo 7 1— tye ‘ Evo tf yz F 
so hat man, wie leicht ersichtlich, allgemein 
t 
a N t t 
(4) rl O00 .,°°° tn = Ay Pe 
wo die Indices 7, k,1,--- mit denjenigen, die in N eingehen, identisch 
sind. Setzt man ferner 
(5) tyo t ty 1—@yq ty 3 ty Bua A t 
= — = Pprz — = Pras 4n - 
Syo + Sy1 L+ ty: Sy Sy 8? 


ty + ty 1—@yo ty 8 N Byo-A t 
— —— — == fxg — == Pre Ay —, 
Sy1 + Sys 1+ fyq Sy Sy ° 





*) Bei Brodén nimmt die Zahl der Theile mit wachsendem » unbegrenzt zu 
(a. a. O. 8. 441), ebenso bei Képceke. Es ist aber klar, dass auch die fortgesetzte 
Dreitheilung zu jeder Function dieser Art fiihrt. 





—_— 3c = Rw ee CO o 


— To 


eet se 
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sO 
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so hat man damit diejenigen Quotienten, die die Werthe der Ableitungen 
beeinflussen, und die bei geeigneter Wahl der ey und gy der Function f(x) 
alle méglichen Eigenschaften beizubringen gestatten. 

Soll nun die Function in jedem Punkt eine eigentliche Ableitung 
besitzen, so muss diese Ableitung zunichst im allen Theilpunkten den 
Werth Null haben, da diese Punkte eigentliche Maxima oder Minima sind. 
Es ist daher erforderlich und ausreichend, dass in jedem linken End- 
punkt § eimes jeden Intervalls sy = &,---&. die vordere und in jedem 
rechten Endpunkt &. die hintere Ableitung den Werth Null hat. Fiir die 
andern Punkte dagegen ist nur zu verlangen, dass die Ableitung in ihnen 
bestimmt und endlich ist. 

Nun sei z ein beliebiger Punkt von s, so giebt es fiir ihn stets eine 
Folge von Theilintervallen 
(7) Sir Six» Signy’ * * SNy* °° 
mit bestimmten Indices i, k, 1,--- deren Endpunkte gegen x als ihren 
gemeinsamen Grenzpunkt convergiren und zwar ist « ein Endpunkt eines 
Intervalles sy, falls die Indices zuletzt siimmtlich gleich 0 oder simmtlich 
gleich 2 sind. Soll in w eine bestimmte Ableitung existiren, so muss 
jedenfalls die Reihe der Quotienten 


(8) Si ow... 

. tae ae Se 8 

i ik ikl N 

gegen einen festen Grenzwerth convergiren, und zwar fiir jede Indicesfolge. 


Das gleiche gilt daher gemiiss (4) fiir jedes Product 
Ay = ,0,,.0;,,° ++ Oy. 
Hieraus ergiebt sich bereits eine Reihe wichtiger Folgerungen. 

Da nimlich jedes ay; <0 ist, so miissen alle diejenigen Producte, 
deren Indicesfolge den Index 1 unendlich oft enthilt, gegen Null con- 
vergiren, und hierzu ist jedenfalls hinreichend, und wahrscheinlich auch 
nothwendig, dass jedes aus unendlich vielen Gréssen ey, bestehende Product 
selbst Null ist. Wir wiahlen |lim wy:|< 1, und haben dieser Bedingung 
damit geniigt. Die beziiglichen Punkte « kann man fiiglich als diejenigen 
betrachten, denen die Wendepunkte der Function entsprechen. 

Zur Ableitung weiterer Bedingungen, die sich an die Reihe (8) 
kniipfen, kénnen wir uns nunmehr auf solche Indicesfolgen beschranken, die 
vom v-ten Index an nur noch die Ziffern 0 oder 2 enthalten. Falls zu- 
nichst vom v-ten Index an entweder nur 0 oder nur 2 vorkommt, so 
convergirt die Reihe (8) gegen die Ableitung in einem Punkte &, resp. &,, 
und da diese Null sein miissen, so miissen auch die Producte 


(9) AX == GyGyotnoo*:: und AX = GyGyzGyee--- 
36* 
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den Werth Null haben, und zwar fiir jede Indicesgruppe N. Es miissen 
daher in jedem dieser Producte unendlich viele Factoren « < 1 auftreten, 
die ihre Convergenz gegen Null bewirken. Sei nun fiir irgend ein N ins- 
besondere «ye einer dieser Factoren, so setze man fiir dieses N 

1+ y 1+ yo Pvo + Pye 


=1+ ay ———m am | = § bt a 
? N) N 
1— tng 1— yp Evo + Ez 


(10) 





wo nothwendig by >0 und cy> 0, iiberdies limey<1 ist. Aus diesen 
Gleichungen folgt 


Eno (2 + ay— ey) + Ene (2 a= by— ey) = @y-— by, 
und diese Relation ist so zu befriedigen, dass eyo + éy2>0, pve + py2>0 
ist, und im iibrigen die den Producten eigenthiimlichen Convergenzeigen- 
schaften erfiillt werden. Setzen wir noch 
(11) 1 —cy= YN» @an— by = Eng + Eva, 
so verwandelt sich die obige Relation in 
Eye (by— yn) + éy2 — éyo(1 + ay+ yn) —_ 0, 
wahrend sich aus éyo + éy2 >0 und gyo + gy2 >0 die Bedingung 
Eye by + Eve — Ewo(1 + ay) > 0 
ergiebt. Diesen Relationen, zu denen noch die Bedingung lim yy < 1 


hinzukommt, kann auf mannigfache Weise geniigt werden. Man kann 
insbesondere, was die einfachsten Verhiltnisse liefert, 


(12) évo>0, eve >90, gy2<90, gw >, ay>O 
annehmen. Wird dann noch 





8y9 Y Evo 
(13) Dy eye = Gy und by Eve ae Ky 


gesetzt, wo Ky>0 ist, und Gy nebst Ky der Relation Gy— Ky+1>0 
geniigen, so liefert jedes Grissensystem dieser Art geeignete Werthe der 
e, a, b resp. der « und g. Man erhilt 


Pvo + Owe = (Gy— Ky(1+-ay) + 1) byene 


Pyo t+ Pye 
Evo + Eye 


und 








; b 
= (Gy — Ky (1+ ay) +) ite? 


und ist in der Wahl von eyo >0 nur insoweit beschriinkt, dass jedes Ay 
convergirt, was auf vielerlei Art geschehen kann. Analoge Relationen 
sind zu befriedigen, wenn man bewirken will, dass ayo <1 und ays >1 
ist. Diesen Relationen kann auf mannigfache Weise geniigt werden. 
Um die Begriffe zu fixiren, gebe ich zuniichst ein einfaches Beispiel, 
das dem Fall entspricht, dass stets ay >by und ey, =O ist. Nimmt 
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man nun insbesondere die Factoren 1 — by als gewisse Factoren des Pro- 
ductes TT ae ~) an, so kann man setzen 


1 1 1 1 


1 
b = ayn= — ms é = o= 
al m? °% m + m?? “NO mir *N2 m?? 


wo die Zahl m fiir jedes Intervall sy sogleich bestimmt werden wird, 
und erhialt 








no 1 1 1 
PvE Pua = is — gpk — IwB — 8? 
1 1 1 1 
Pyotr Pye 1 nn m* mm? 
Evo + fye m 1 Pe 
m? 


Man hat nun noch zu zeigen, dass sich die den einzelnen Intervallen sy 
entsprechenden Zahlen m so wihlen lassen, dass wirklich 


(14) lim 4§ = 0 und lim 4) = 0 
ist, und doch jedes Ay gegen einen endlichen Grenzwerth convergirt. Dies 
kann folgendermassen geschehen. 

Man denke sich die bei fortgesetzter Theilung entstehenden Intervalle, 
resp. deren Indices in folgender Tabelle angeordnet 

0 2 

00 02 20 22 
000 002 020 022 - 200 202 220 222 
eter ee 0200 0202... Ce UE 6 sk os 6 ESS 


und setze zunichst die ihnen entsprechenden Werthe m, resp. die Briiche 
1/m durch folgende Tabelle fest 


—3 +3 
—F +3 - a Z 
oe +9 +575 —~% +p 4H 9 
; — +5 Py. — ++ DT nae ie mae 


so dass allgemein das negative Zeichen einem by, das positive einem ay ent- 
spricht, und sich jede Zeile nach folgendem Bildungsgesetz bestimmt. Aus 
jedem Intervall sy entstehen zwei neue Intervalle syo und syz, deren eines 
ein positives, deren anderes ein negatives Zeichen bedingt. Falls nun zu sy 
der Bruch —-1/m gehért, so ordne man den beiden daraus entstehenden 
Intervallen die Briiche —1/m-+ 1 und l/m-+ 1 zu, und zwar tritt das 
negative Zeichen immer bei dem Intervall sy; auf, dessen letzte Ziffer ¢ 
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mit der letzten Ziffer der Gruppe N iibereinstimmt, z. B. beim Ueber- 
gang von 200 zu 2000 und 2002 bei dem Intervall, das zum Index 2000 
gehirt. Falls dagegen zu sy der Bruch + 1/m gehort, so erhalten die daraus 
neu entstehenden Intervalle die Briiche —1/2m und + 1/2m, und auch 
hier soll das negative Zeichen immer bei dem Intervall stehen, in dessen 


Index die letzte Ziffer der letzten Ziffer von N gleich ist. Dadurch wird 


erreicht, dass jede Diagonalreihe nach héchstens zwei positiven Briichen 
einen negativen erhalt und dass, sobald ein negativer Bruch in ihr auftritt, 
lauter negative Briiche erscheinen, und dies so, dass Gl. (14) erfiillt ist. 
Die positiven Briiche dagegen sind so gewihlt, dass durch den von einer 
zur andern Zeile hinzutretenden Factor 1/2 die Convergenz aller Ay erreicht 
wird. Statt dieses Factors kann natiirlich jeder andere constante oder 
variabele Factor benutzt werden, der die Convergenz der Producte Ay 
bewirkt. Auch ist klar dass die obige Werthvertheilung fiir jedes andere 
gegen Null convergirende Product vorgenommen werden kann, und dass sich 
auch dann die Gréssen éyo, év2, év2 den beziiglichen Bedingungen gemiiss 
wihlen lassen. 

Durch das vorstehende ist der Beweis gefiihrt, dass fiir jedes N und 
jedes Product T1(1—,), das den Werth Null hat, immer die Gl. (14) so 
befriedigt werden kann, dass lim Ay stets endlich ist, und jedes aus un- 
endlich vielen Factoren 1 +- ay bestehende Product unbedingt convergirt. 
Freilich ist damit der Beweis der Differenzirbarkeit von f(7) noch nicht 
vollstandig erbracht, doch kann dies jetzt durch Einfiihrung einer neuen 
Bedingung geleistet werden. 

Sei w der durch die Folge (7) dargestellte Punkt, und s,= <z--- a, 
ein von ihm nach links laufendes Theilintervall, ebenso z--- a, = s, ein 
solches, das nach rechts geht, alsdann ist noch zu zeigen, dass auch immer 


lim —! = lim —* = lim 

8, 8. 8y 
ist, wo der letzte Grenzwerth der Folge (8) entspricht. Hierzu bedarf es 
zunachst einer Hilfsbetrachtung. Wir wollen allgemein die Aufgabe lésen, 
die Entfernung eines innerhalb sy = &,---&. gelegenen Punktes x von 
den Endpunkten von sy auszudriicken, vorausgesetzt, dass x durch die 
Folge 

SNiy SNWiky SNiki,*** 
bestimmt ist. Wir setzen noch £,---z’ =s/ und 2 ---& —s,’; alsdann 
gilt folgendes: Liegt x’ in syi, so beginnt der fiir s; sich ergebende 
Summenausdruck mit dem Summand sy, ebenso derjenige fiir s,’ mit sys. 
Liegt 2’ in syo, so treten nur in dem Ausdruck fiir s,’ Glieder sy; auf, 
und zwar sy: + Sy2, und liegt «’ in syz, so treten nur in s, Glieder sy 
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auf, und zwar sy: -+ Sy2. Es trigt also nicht jedes Glied der obigen 
Folge Summanden zu s; resp. s,’ bei; es seien insbesondere 


Sy, Sy", Sy, ?>° 
diejenigen Glieder fiir die dies mit Bezug auf s, der Fall ist, wo N’, N”, N’”,--- 
Indicesgruppen von v’, v”, v’”,--- Indices darstellen. Es stammt dann von 
einem solchen Glied sy entweder der Summand sy,» oder sy'9 + sy'1. 
Bezeichnen wir noch diese eventuellen Summanden gemeinsam durch 
Gyo, 80 folgt - 


(15) 31 = Gy,0 + Ex",0 + Gy",0 + °° 
und analog, kénnen wir setzen 
(16) 8, = 642 + Gye + 6yrg +e: 


wo diese Gréssen die entsprechende Bedeutung haben. 

Nun sei « wieder der Punkt, in dem die Ableitung zu priifen ist, 
und es sei zunachst « ein Endpunkt eines Intervalles sy, insbesondere der 
linke Endpunkt &, und « wieder irgend ein Punkt von sy. Wie oben, 
werde dann & ---’ durch s, bezeichnet, so dass s. mit der soeben ein- 
gefiihrten Grésse s/ identisch ist. Alsdann folgt 
(17) a uh ee 


8. Sy gt Syn gt 


und zwar ist gemiiss den Gleichungen (4) und (5) 


Ty’,0 { “ t 
—— == Ay’: Gyo —, 
5y',0 on 
oder 
T ay: 
N',0 
8 we Ay: By,a * 
®nv'9 oe 


Falls wir nun noch ausdriicklich festsetzen, dass die Producte Ay gleich- 
méssig gegen ihren Grenzwerth convergiren, und dass ebenso die Intervalle 
Sy',o Tesp. Oy',o gleichmdssig gegen Null convergiren, was fiir die oben 
abgeleiteten resp. angenommenen Bedingungen immer von selbst als erfiillt 
betrachtet wurde und auch fiir das Beispiel zutrifft, so folgt unmittel- 
bar, dass 

t ; Ty 9 2 
* == lim —> = lim AL = 0 
+, ®y',0 


lim 


ist, und ebenso fiir ¢,: s,. 

Nicht so selbstverstiindlich liegen die Dinge, falls die Folge (7) keinen 
Intervallendpunkt bestimmt. Bezeichnen wir den durch (7) bestimmten 
Punkt wieder durch 2’ und seine Abstiinde von & und &., wie oben, durch 
s; und s,’, so muss jedenfalls auch 


, 
r? 
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lim “!- = lim —*, = lim 

s, $, ™ 

sein. Man hat nun wieder fiir s; und s,’ die Formeln (15) und (16), wo 
‘sich aber jetzt die Indicesgruppen N’, N”, N’’,--- auf die Indicesfolge 
der Reihe (7) beziehen. Wenn nun zunichst diese Folge unendlich oft 
den Index 1 enthilt, so ist lim Ay =0, so dass demgemiiss bei der voraus- 


gesetzten gleichmissigen Convergenz auch 
t’ t’ 
lim — = lim 4, = 0 
5, ¢, 
ist. Dies gilt iiberhaupt immer, wenn fiir die Folge (7) lim Ay=0 ist. 
Wenn jedoch lim Ay2 0 ist, so hat man folgendermassen zu schliessen. 
Alsdann enthilt die Folge (7) von einer bestimmten Stelle an nur noch 
den Index 0 oder 2, und es wird jetzt immer Gyo = $49 + Sy’1, also 


a8 1 tat tna tte baat 
‘ 8 8yrg H8yy +8y 9 + Sy too: 


in diesem Fall ist aber x der festzuhaltende Endpunkt, und es kommt 
daher, wenn x dem Intervall syp angehdrt, auch der Quotient 

a” _— ty + tyot tyes + he 

s," $y,1 +8y,0 + $y, + 

resp. sein Grenzwerth in Frage. Da nun stets 


t —* 

N N 
=am<0, “TU >0 
®y1 Syo T Sy1 





(19) 





ist, so wird dieser Quotient nur dann gegen lim Ay convergiren, falls immer 
das erste Glied von Zihler und Nenner gegen das zweite Glied nicht in 
Betracht kommt, welches auch die Werthe der in N, resp. N’ auftretenden 
Indicesamzahlen v und v' sein mogen. Dieser Bedingung ist daher noch 
Ausdruck zu geben. 

Entspricht dem Punkte «’ die Indicesfolge ¢, k, ,--- resp. die Intervallfolge 

Si, Sizy Sizis eee Sy, eee SN’; eee SN", Ls. 

so dass vom v-ten Index an die 1 nicht mehr auftritt, so bezeichnen gemiiss 
der Definition von v, v’, v”,--- die Zahlen v+-1, v’+1, v”+1,--- diejenigen 
Stellen, an denen der Index 2 steht, wihrend sonst alle Indices vom »-ten 
an Null sind. Falls also z. B. die Indices 0 und 2 dauernd abwechseln, 
so ist » = v-+ 2, v’—v'+ 2,--- und die obengenannte Bedingung ist 
bereits dann erfiillt, wenn lim (sy::syo) = 0 ist. Falls aber v’— x sehr 
gross ist, oder gar mit v iiber alle Grenzen wiichst, was ja méglich sein 
kann, so liegen die Dinge weniger einfach. Unsere Indicesfolge enthilt 
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dann v’— v—1 consecutive Nullen. Die niichste Nullenfolge reiche vom 
v,-ten bis zum y,’-ten Index, so dass also in der Indicesfolge je 

vy —v—1, v,—v,—1, »,'’—», —1,:-- 


consecutive Nullen erscheinen. Diese Méglichkeit ist noch in Betracht zu 
ziehen. Setzt man nun noch 


y , 
(20) Ay = Ay: A&y2* ayeo * &y200°** ey’ = Ay: Ay’, 
so muss 
s t Biro & 
° N1 ‘ N1 : yi %y1 
(21) lim —— =0 und lm >— =lm—7,-_ =0 
5y',0 N',0 Gy ow Sy'0 


sein, wobei die Indices y; und v; der Bedingung geniigen miissen, dass 
lim Ay20 ist, also jedenfalls 
Aly» Ay, + Any ++: 


gegen einen von Null verschiedenen Grenzwerth convergirt. 

Nun folgt aus der oben (S. 557) angegebenen Constructionsvorschrift, 
dass die Factoren von A’y immer consecutive Factoren des Products 
TT(1 — be) sind, insbesondere solche aus consecutiven Gliedern gebildete 
Theilproducte, dass deren Gesammtproduct endlich und von Null ver- 
schieden ist.*) Man fasse nun die zugehérigen Zahlenquotienten 


. & & 


) ores 


? 
on” = 


ins Auge. Fiir sie kann es eine untere Grenze k so geben, dass fiir hin- 
reichend grosses vy und v’ schliesslich nothwendig v’ << ky bleiben muss, 
damit lim A vS 0 ist. Ist alsdann 4 die nichstgréssere ganze Zahl, so dass 
kv <A ist, so hat man die Bedingung zu erfiillen, dass gleichmiissig 


en e's 
S10 
ist, wo L die beziigliche Gruppe von A Indices bedeutet. Die zweite der 
obigen Bedingungen ist damit, wie leicht zu sehen, von selbst erfiillt. 
Analoge Verhiiltnisse greifen Platz, wenn die Indicesfolge i,k,1,--- den 
Index 2 in langen Folgen enthiilt, resp. beiderlei derartige Folgen. 
Dass diese Bedingung durch Wahl von éyo und éyg erfiillbar ist, 
zeigt das oben angefiihrte Beispiel, in dem 


[[o—») =[](—a) 


*) Genauer ist noch von den ersten Factoren dieser Producte abzusehen, was 
jedoch ohne Belang ist. Solche Theilproducte hat Herr Pringsheim allgemein be- 
trachtet; diese Ann. 22, S. 453. 
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ist. Falls hier in der zu 2’ gehérigen Indicesfolge (7) unendlich viele Folgen 
von Nullen oder Zweien auftreten, so werden durch jede derartige Folge 
gemiiss dem obigen Bildungsgesetz lauter consecutive Factoren dieses Pro- 
ducts bedingt. Wenn also z. B. eine Folge von v’— v — 1 Nullen vor- 


. ‘a 7 1 
handen ist, so mége dem Intervall syo der Factor 1 — — entsprechen, wo 


~~ 


m die oben (S. 557) bestimmte Zahl ist; fiir das Intervall sy'o dagegen sei 


1 ; 
er 1 — -., und es ist daher 


Ay = (i— m +3) aie (i—;) am 7 : 
Nun ist klar, dass ein von Null verschiedener Grenzwerth des zu der be- 
trachteten Indicesfolge zugehérigen Productes Ay nur dann existirt, wenn 
das Product 
[2S ... 
m m mM, 


endlich ist, so dass jedenfalls zuletzt immer 


—<i+te 


m 


bleibt, bei beliebigem ¢ >0. Andrerseits zeigt die obige Constructions- 
vorschrift, dass 
m>v, yti<m<2’t! 
ist*), woraus noch 
p< (1+ e)2’*! 


folgt, und es geniigt daher 4 = (1-++¢)2*+! zu nehmen. Nun ist 


_ Sy1 . ' 
lim — = lim (éyo + éye) 2’-”, 
So 
wie aus der Gl. (1) folgt und hieraus folgt weiter als hinreichende Be- 
dingung 
lim (eyo + eye) - 20+02"F7 = 0, 
und dies lisst sich z. B. erfiillen, wenn wir jetzt die obenstehenden Werthe 
(S. 557) wie folgt abindern: 


1 


1 1 1 1 
b =— ayn — + é€xvo == — éxe = 
~~ eee m 9s”? ad ot” ’ “ee 


aa? 
93” 
2 


wo m dieselbe Bedeutung hat, wie oben. 

Genau genommen hat man nun noch nachzuweisen, dass die vordere 
und hintere Ableitung in z’ auch dann noch gegen den zu « gehérigen 
*) Statt 2 kiénnte jede Grisse 1+ / eintreten, wo f>0 ist. Doch ist dies fiir 
das folgende ohne Belang. 
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Grenzwerth von Ay convergirt, falls man die Endpunkte der Intervalle 
s; und s,’ beliebig wahlt; doch hat dies keinerlei Schwierigkeit und ergiebt 
sich leicht aus den oben gegebenen Ausfiihrungen. Es folgt iiberdies 
auch aus einem allgemeinen von Herrn Brodén gegebenen Theorem*). 
Damit ist gezeigt, dass man sich eine Function der genannten Art 
auf die mannigfachste Weise herstellen kann. Das namliche wird sich 
fiir jedes unendliche Product erreichen lassen, das den Werth Null hat. 


Kénigsberg, im Mai 1900. 


*) Journ. f. Math. 118, 8. 5. 











The Alternating Group on Eight Letters and the Quaternary 
Linear Congruence Group Modulo Two. 


By 


Leonarp Evcene Dickson of Chicago. 


Professor Moore has set up an abstract group which is holoedrically 
isomorphic with the alternating group on / letters*). A very elementary 
proof**) of this result is given in § 1. In an article in the Annalen***), 
Prof. Moore applied his theorem to prove that the alternating group 


G,_, on 8 letters is holoedrically isomorphic with the group L of linear 
ey 


homogenous substitutions on 4 indices modulo 2. In § 2 of this paper 

is given a much simpler set of substitutions of Z corresponding to the 

generators of G, In § 3 these relations are inverted, giving the sub- 
Ls 


stitutions of G,. which correspond to the simplest generators of L. 
18: 


We therefore are able to pass readily from any substitution of either of 
the isomorphic groups to the corresponding substitution of the other. 


§ 1. 
Theorem. The alternating substitution-group on k letters is holoedric- 
ally isomorphic with the abstract group G\k} generated by the operators 
E,, E,,---+, Ex—2 subject to the generational relations: 


(1) E,’ == E},, = (E; E;41)° _— (E; E;)? = I 
where I denotes the identity-operator. 


*) Proc. Lond. Math. Soc., Vol. XXVIII, pp. 357 — 366. 

**) The method of setting up the abstract form of a given concrete group by 
use of a rectangular table of the latter has been successfully employed by the writer 
in recent articles in the Proc. Lond. Math. Soc., and Trans. Amer. Math. Soc. 

“**) Band 51, pp. 417— 444; particularly pp. 435—6. 
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These relations are satisfied by the even substitutions 
Aa = (lets le4s) (4h) (d=1,---,k—2) 
which generate the alternating group on 1,,/,,---,l,. The order O{k} 
of the abstract group G{k} is therefore > > k! 

The theorem being evident for ik = 3, we suppose k 54. Denote 
by G@ the sub-group G{k—1} generated by E,, E,,---, E,—3 and con- 
sider the following sets of operators of G{k}: 

Ri=G, R-».=GE-2, 
Rye-s G@Ey—2 Fx—s, ++ +, Rg = GR» K_s --- E,, 
R, == GE-:::-E,E,, R=—=GH-_;--- E,E£,* 
To verify that these sets 2; are merely permuted upon applying as a 


right-hand multiplier any E,, we give certain of the relations (1) the 
form 


EK, E,E,= E,EPE,, EE;=EE*, EPE;=E;E, (i=3,---,k—2), 
BE B= BBE, BEEK; (i,j=2,--,k—2; i>j+). 
Then E, gives rise to the permutation (R,R,R,), to wit, 
RE=h, RE=R, RE =R, RE =—R (¢t=3,--,k—1). 
For r > 2, the right-hand multiplier E, gives at once 

Roi EF, = GEy-::--Ep41-E-=R,, RB,E, = Rai, 


RE, = GE»: ++ Ey: EE = GE,_2-:: E,E,-1-E,-E,—2 ++: Ey. E;? 
= GE,_:--- E,E,-1E,-:--- REY = R,, 


upon replacing E,E,_,E, by E,-1E,£,—; and moving the first E,_, 
to the left of E,41;---, Hp. and merging it into G. In a similar 
manner, R,E,— R,. These results hold for * = 2, since 
R, FE, = GE: --- LE, E, = GEy-:--- HEP EE? = R,, 

upon applying E,E,?= E,E,, E,E, = E,°E,, ete. Finally, E, (r>1) 
leaves fixed the sets R;(i +1, r, r+1, hk). For k>i>r+1, 

RE, = GE,_:--- E;E, = GE,Ey-:+-- FE; = GEy_»--- FE; = R,;. 
For 1<i<r, we find readily that 
R;E, = GE, —» 79 E,E,-1E,E,—s li E; === GE,» ae E,E,—1,E,—s one E 


iy 
upon replacing #,#,—:/, by EL,-1H,£,—; and moving the first E,_, 
to the left to merge into into G. Hence E,(r> 1) gives rise to the permu- 
tation (R,.R,41) (Ry). 
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lt follows that the product of any operator of these k sets by any 
generator E;, and therefore by any operator of G{k}, is an operator 
belonging to the sets. Taking for the former the identity, we see that 
all the operators of G{k} belong to these & sets. The number of 
operators of G{k} is therefore at most / times the number in G{k—1}, 
whence 


O(k}Sk- Ofk—1)S---Sk(k—1)---40(3} —2 


= - 
“ 


k! 


Combining this with the earlier result, it follows that O{k}) = ; k! 


The proof of the holoedric isomorphism is therefore complete. In par- 
ticular, the sets R,,---, R, give a rectangular array for the abstract 
group G{k} with respect to its sub-group G{k—1)}. 


§ 2. 
Theorem. The group L of all linear homogeneous substitutions on 


4 indices modulo 2 is holoedrically isomorphic with the alternating group 
on 8 letters*). 


The relations (1), for k = 8, are satisfied by the substitutions of L, 


2.4: 3 3 0101 @i3} 
0001 0010 0101 
E, = _— = 
’ 1100/7’ 5, 01007 ’ 1100/7)’ 
0101 1010 0001 
‘1010 /0010 0111 
{0100 _£@301 [0010 
i= Ooo1d0;7 a 1000; {= 01007 
0101 0001 1110 


It follows that E,,---,E, generate a sub-group of L holoedrically iso- 
morphic with the alternating group on 8 letters (holoedric since the 


latter group is simple). Since the order of L is = 8!, the sub-group 
coincides with L. 

The generators E,, ---, E, were derived from the corresponding 
ones given by Moore**). The present ones contain 54 zero-elements, 
whereas those of Moore have only 39. This simplification made the 
calculations of § 3 much briefer. 





*) For references to the literature on this theorem, see Annalen, Bd. 51, p. 419. 
**) Annalen, Bd. 51, p. 435. 
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Transforming Moore’s generators by the substitution of L, 
1000\ 
0100): 
O1107’ 
000 1/ 


we obtain the simplified generators necessarily satisfying (1): 


1010 0101 0010 
( 0011 , 0010 _? O111 
E/= , E, = ’ — ’ 

1000 0100 1000 

1111 1010 1011, 

1010) 0101 0111 
' 0100 ’ O11L4 , 0010 
Ey= . ? E, = ? E, = 

0010 1100 0100 

0101 1111 1110 


Since EF,’ and EF,’ appear to be in as simple form as we can reach by 
transformation, we next transform the set E,',---, E,/ by the most 
general substitution of Z which leaves FE,’ and FE,’ unchanged. Such a 
substitution must have the form X or X(&,&,) (&§), where 


‘lbaQ0 
0100 
0010 
Oabil 


Since the transformation of the set by (&, &,) (&&) can not increase the 
number of zero-elements, but at most changes our notation for the 
indices, we consider only the transformer X, having period 2. It is 
commutative with EF,’ and transforms E,’, E,’, E;° into 


a+1o6 1 b a b a+l b 
ye 0 ab+i1 1 me 0 a+1b+1 1 
ae. ee a oe :&¢ « 6% 
b+1 16+1a+1 b+1 a b+1 a+1 
a b+1 a+b b+1 
E’= 0 a+1i 6+1 1 


1 b+1 a 0 
\b+i atb+1 641 a4+1 
Since FE,” contains exactly three of each of the elements a, a+ 1, 
b, b-+1, the same simplification occurs for each value 0, 1 of a or b. 
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A similar remark applies to E,”. But E,” is simplest for b= 1 (mod. 2), 
the value of a being immaterial. Taking a= 0, we obtain the set 
E,, -- +, E, upon dropping the primes on F,’, E,’, EZ,’ and the seconds 
on E,", E,”, E,”. 


§ 3. 
In virtue of the correspondence of generators 
(2) BE, ~ (23) (12), By ~ (34) (12), By ~ (45) (12), 


E,~ (56) (12), Es ~~ (67) (12), Ey ~ (78) (12), 
we are able to pass readily from any even substitution on the letters 
1,2,---,8 to the corresponding linear substitution of the group L on 
4 indices modulo 2. In order to pass inversely from a general substi- 
tution of L to the corresponding even substitution on 1, 2,-- -, 8, it 
is quite desirable to set up a correspondence of generators between the 
two groups such that the generators of L shall be as simple as possible. 
Now the group L is readily generated by the substitution of the type*) 


B;;: §i = & + &, &/ = & (J=1,---,4; li; tj). 
It is convenient to have also the substitutions of G, a which correspond 


to the permutations of the indices §,, ---, &. ‘We begin with the 
following simple identities: **) 
(5:5) Bu= E;, (&: 64) By, = EE, E;, (&, &,) (2&5) = FE, Ky, 

By By=E,E,, (5&4) By = £, E,, (&, £2) (&5 &4) By = E, E, E, E,. 
Since these relations can be solved in order for E;, E,, E,, E,, E,, Es, 
their left members may be chosen as generators of L. It is therefore 
possible to express in terms of them, and consequently in terms of the 
E,, +--+, E,, any substitution B;; and (§;&;). In virtue of (2), we have the 
correspondences 

(&, &s) Bu, ~ (67) (12), (684) Ba ~ (7) (12), (EE) Ee &s) ~ (84) (56), 
(3) By By ~ (34) (78), (E584) By ~ (23) (78), @ = (E, &) (G5 84) Bye ~ 
(2354) (67). 

Forming the commutator relation 


a (&, £,) (& §5) a (&; &,) (& §5) = Bss By; = (& és) Bs, ? 





*) To multiply a substitution 2 on the right by B;;, we have only to add the 
j™ row to the i row of the matrix of 4. To multiply it on the left by B,,, we 
add the i column to the j column. To express 4 in terms of the B,;, we there- 
fore proceed as if simplifying the determinant of 4 by the elementary rules. 


”) (6; §;) denotes the linear substitution §’ = §;, 5; = §., etc. 
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and the commutator of the corresponding literal substitutions, we get 
(Ey 5) Byy ~ (265) (347). 
We obtain in succession the following substitutions: 
(E, &2 6483) = a [(€§) Bal’, 
(§s &4) Bis = (6: 828485) (E> G4) Boys (6, £2 6,63) *, 
(6, £2) By = By By = (&&,) Be - (658) Bu, 
(E12) (Es 54) = (E1 So) Bre - (Es &) Bre, 
Byy (Es &4) = (&5 &4) Bus = (Es &) Bis - B,, Bs, 
(&3 £4) Bsa = (By, (Es 6) 17, 
Biz = (&3 £4) Byy- Bey - Buy (Es &4)- 
Forming the substitutions corresponding to the right members, we find 
in succession that 
(1 88485) ~ (27) (8645), (65 &) By ~ (24) (17), 
(6&2) Bry ~ (187) (243), (6, 62) (E564) ~ (34) (18), 
(3&4) Big ~ (187) (234), By ~ (16) (25) (34) (78). 
Combining these results with (3), we find that 
By, ~ (23) (45) (67) (18), (€8) ~ (18) (27) (85) (46). 
By simple transformations, we complete the proof of the 
Theorem. The correspondences (2) give reciprocally 
(1 &) ~ (13) (27) (48) (56), (8) ~ (16) (27) (34) (58), 
(6, &.) ~ (18) (27) (36) (45), (&&s) ~ (18) (27) (35) (46), 
(84) ~ (15) (27) (34) (68), (Ey &,) ~ (14) (27) (38) (56), 


Byy ~ (12) (38) (47) (56), By ~ (17) (25) (34) (68), 
B,, ~ (18) (23) (46) (57), Bsy ~ (23) (45) (67) (18), 
By, ~ (17) (26) (34) (58), Bug ~~ (12) (37) (48) (56). 


Given an arbitrary substitution of either of the isomorphic simple groups 
L and G, ey? these two sets of relations enable us to compute immediately 


2 
the corresponding substitution of the other group 


April, 1900. 
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Ueber die asymptotischen Werthe einiger zahlentheoretischer 
Functionen. 


Von 


Epmunp LanpAu in Berlin. 


Es bezeichne w(k) diejenige zahlentheoretische Function, welche 
1) fiir k = 1 gleich 1 ist, 
2) wenn eine von 1 verschiedene Quadratzahl in k aufgeht, gleich 0 ist, 
3) wenn k quadratfrei ist und aus  Primfactoren besteht, gleich 
(—1)® ist. " 
Die Behauptung, dass die unendliche Reihe >)“ 


k=1 


convergire und 


die Summe 0 habe, das heisst, dass die Function 


g(x) => eG) 
k=1 
fiir «= oco den Grenzwerth 0 habe, ist ohne strengen Beweis schon von 
Euler*) ausgesprochen worden. Nachdem Herr Gram**) den Nachweis 
gefiihrt hatte, dass die Function g(x) jedenfalls nur zwischen zwei end- 
lichen Unbestimmtheitsgrenzen oscilliren kann, hat Herr von Mangoldt***) 
die Convergenz der Reihe, also den Satz 


(1) tim g(a) = 0 


bewiesen. Damit ergab sich auch das erste nicht triviale Resultat iiber 
eine andere Function 


*) ,_Introductio in analysin infinitorum“, T. 1, Cap. 15, Nr. 277, Ex. 1, p. 229, 
Lausanne, 1748. 

**) Undersggelser angaaende Maengden af Primtal under en given Graense“, 
Det Kongelige Danske Videnskabernes Selskabs Skrifter, 6. Raekke, naturviden- 
skabelig og mathematisk Afdeling, II, 1884, S. 198 und 291. 


ao 
***) Beweis der Gleichung > ef) = 0“, Sitzungsberichte der Kdniglich 
k=1 
Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1897, 8. 835—852. 
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~y w(k) log k 
fa) = So, 


k=1 
von der Mébius*) ohne strengen Beweis behauptet hatte, dass sie sich 
fiir «= oo der Grenze —1 nihere. Da nimlich zwischen den Func- 


tionen f(x) und g(x) die von Herrn von Mangoldt**) aufgestellte Beziehung 
besteht: 





(2) |log x g(x) — f(@)| <3 + C, 

wo C die Euler’sche Constante bezeichnet, so ergiebt sich aus (1) 
lim pa == (), 
once og © 


anders geschrieben: 

(3) f(x) = {log x}, 

wenn unter {F(#)} eine Function verstanden wird, deren Quotient durch 
F(x) fir «=o den Grenzwerth 0 hat. O(F(a)) bezeichne im Folgen- 
den eine Function, deren Quotient durch F(x) fiir grosse x nicht beliebig 
grosser Werthe fihig ist, also zwischen zwei endlichen Unbestimmtheits- 
grenzen oscillirt, mégen dieselben verschieden sein oder in 0 oder einem 
anderen Werthe zusammenfallen. 

In meiner Doctordissertation***), welche, wie die erwiahnte Arbeit 
Herrn von Mangoldts, sich auf die von den Herren Hadamard+) und de 
la Vallée-Poussin}+) gefundenen Ergebnisse aus der Theorie der Rie- 
mann’schen ¢-Function stiitzt, bin ich auf einem einfacheren Wege zu der 
Kuler’schen Gleichung (1) gelangt, indem ich direct die asymptotische 
Gleichung (3) nachgewiesen habe, woraus (1) unter Anwendung der Un- 
gleichheitsbedingung (2) folgt. 

Die bedeutenden auf die Vertheilung der Nullstellen der Riemann’- 
schen Function €(s) beziiglichen Resultate, zu denen Herr de la Vallée- 
Poussin }7}7}) in neuester Zeit gelangt ist, gestatteten diesem, den Nachweis*+) 


*) , Ueber eire besondere Art von Umkehrung der Reihen‘, Journal fiir die 
reine und angewandte Mathematik, Bd. 9, 1832, 8. 122. 
*) 1. c., S. 889. 


a 
*“**) Neuer Beweis der Gleichung > = 0“, Berlin, 1899. 
+) ,,Sur la distribution des zéros i la fonction £(s) et ses conséquences arith- 
métiques“, Bulletin de la société mathématique de France, t. 24, 1896. 
+t) ,,Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers‘, Annales de 
la société scientifique de Bruxelles, t. 20, 2° partie, 1896. 
tt) ,,Sur la fonction ¢(s) de Riemann et le nombre des nombres premiers in- 
férieurs & une limite donnée“, Mémoires couronnés et autres mémoires publiés par 
Vacadémie royale de Belgique, t. 59, 1899. 
*+) l. c., 6tes Kapitel, 8S. 63—67. 
37* 
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zu fiihren, dass g(~) héchstens von der Gréssenordnung ag ; ist, das heisst, 
dass eine endliche Zahl h existirt, fiir welche identisch 

(4) log x |g(a)|<h 

ist. Herr de la Vallée-Poussin hat also, wie sich aus einer Vergleichung 
der Relationen (2) und (4) ergiebt, den Nachweis gefiihrt, dass f(x) fiir 
alle x zwischen zwei endlichen Grenzen enthalten ist, 

(5) \f(*)| < H. 

Darauf habe ich*) unter Anwendung der neuen Sitze Herrn de la 
Vallée-Poussin’s iiber die Vertheilung der Primzahlen den Nachweis der 
Gleichung 
(6) lim f(x) = — 1, 
also den Convergenzbeweis der Reihe ere erbracht; damit ist, 

k=1 
wie sich aus (2) ergiebt, bewiesen, dass 
lim sup (log # g(~)) <4 + € 


ist, wahrend in der (allerdings fiir simmtliche  giltigen) Ungleichheits- 
bedingung (4) die Constante h einen sehr grossen Werth hat. 


wo 


eT - ; 1 Sw (hk) 
beiden f § 1 ten Reih — und — 
Da die beiden fiir $i(s) > 1 convergenten Rei ds um 2 = 


durch die Relation 
>: .we® oi 
kK kK’ 
k==1 k=1 
verbunden sind und die Summe der ersten aw Glieder der ersteren fiir 
s=1 von der Ordnung log x ist, so kénnte man vermuthen, dass die 


Summe g(x) der ersten x Glieder der Reihe >" von der Ordnung 


k=1 





ist. Euler hatte — unerlaubterweise — die Folgerung 


Tek) 
in SH 


k=1 


log x 


daraus gezogen, dass das unendliche, auf alle Primzahlen erstreckte Product 
1 ‘ ° 1 
| [(:—;) wegen der Divergenz der Reihe a = den Werth 0 hat, 


P P 
also daraus, dass 

*) ,Contribution & la théorie de la fonction £(s) de Riemann“, Comptes rendus 
des séances de l’académie des sciences, Paris, t. 129, 1899, S. 812 —815. 
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lim [J (1—) = im S*? = 0 
ae ee 


ist, wo & alle Zahlen durchliuft, deren Primfactoren siimmtlich < x sind; 
der Euler’sche Satz selbst hat sich als richtig herausgestellt. Da nun 


Herr Mertens*) bewiesen hat, dass I[G-;) von der Ordnung fog - 





psx 

ist, so kénnte man erwarten, dass dies auch die Ordnung von g(z) ist. 
Ich werde jedoch im ersten Paragraphen dieser Arbeit elementar nach- 
weisen, dass also log « g(x) sich tiberhaupt keiner von 0 verschiedenen 
Grenze nihern kann, dass also log xwg(x) sich entweder der Grenze 0 


nihert oder — wenn g(x) genau die Ordnung ope hat -— zwischen 


zwei nicht zusammenfallenden und zufolge der Ungleichheitsbedingung 
(4) endlichen Unbestimmtheitsgrenzen oscillirt. Im § 2 werde ich unter 
Anwendung der Gleichung (6) zeigen, dass der erste dieser beiden denk- 
baren Fille eintritt, dass also 


(7) lim (log x g(x)) = lim (log « Za a) on @ 
te oer k==1 


ist. Im § 3 werden genauere Abschiitzungen der beiden Functionen f(x) 
und g(x) gegeben und im § 4 einige Folgerungen aus den gefundenen 
Siitzen gezogen werden. 


§ 1. 


Wiirde sich log x g(x) fiir = oo einer positiven Grenze 2c niéhern, 
so ware fiir alle ~ oberhalb einer gewissen Zahl n 


9(°) 2 toga 
es ware also fiir v < = 
g (=) = log == log »? 
[=] [i] 


NX (< aa 1 c 
aye )2 > lees’ 


v=] v=1 


also 


ein Ausdruck, der mit einem fiir 2 = oo zwischen endlichen Grenzen be- 
findlichen Fehler durch das Integral 





*) Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie“, Journal fiir die reine und an- 
gewandte Mathematik, Bd. 78, 1874, S. 53. 
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x 
n x 


a 
1 dy d log » ' n 
eft log x—logv © tag a—lg»v ¢[— log (logz—logy)}, 
i 


e 
1 


= ¢ (log log x — log log n) 
ersetzt werden kann, also jede Grenze iiberschreitet. Dies steht jedoch 
mit der von Herrn Gram*) angegebenen Identitit 


z 
x 


= D5 H()- B50) +B 4066) 


n | 


in Widerspruch; denn wegen 
lgy)| <1") 


IWI1 /2\i_- wt 
St o(2)[s Bi <tee + 1 tel] <logn +2, 
fe 
also fiir alle x zwischen zwei endlichen Grenzen enthalten, so dass that- 
1a: Le 1 x : . 
sachlich auch >» = § (=) endlich bleiben muss. 
1 

Die Annahme, dass log x g(x) sich einer negativen Grenze niahert, 
fiihrt ebenso zu einem Widerspruch. 

log x g(x) nahert sich also entweder der Grenze 0 oder keiner Grenze. 


ist 


§ 2. 


Der Ausgangspunkt des im Folgenden zu erbringenden Nachweises 


der Behauptung 
lim (log x g(x)) = 0 


ist die von Herrn Cesaro***) aufgestellte Identitat 


(8) > > #(5) 108» = Sn? 


t=1 ’ p,m 





wo links v alle Theiler von ¢ durchlauft, rechts » alle Primzahlen und m 


*) l. «., S. 197, Gleichung (43), wo r =1 zu setzen ist. 
*) S. Gram, 1. c., 8. 198 und 291, v. Mangoldt, 1. c., 8. 837. 
***) Sur diverses questions d’arithmétique, Mémoires de la société royale des 
sciences de Liége, 2° série, t. 10, 1883; es ist die Gleichung (12), S. 318 mit der Be- 
merkung auf 8. 320, Z. 7—6 v. u. zu combiniren. 
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alle positiven ganzen Zahlen, fiir welche p” <2 ist. Die Quelle dieser 
Identitét ist der Umstand, dass die Summe > w(; ) log v verschwindet, 


v 


wenn ¢ keine Primzahlpotenz ist, dagegen gleich log p ist, wenn ¢ eine 


Primzahlpotenz p” ist. Wie man aus der Zerlegung ¢ = : -v leicht sieht, 
ist die linke Seite von (8) mit der Summe*) 


x 


log » (= et . log v - u(k) 
Pa » 9 > a v at 
k=1 


v==2 v=2 





identisch; denn v und _ k durchlaufen unabhingig alle Zahlen, fiir 
welche vk < a ist. 
Im Folgenden werde ich eine dritte Form derselben benutzen, niimlich 


x ax 
2 . k , 
u(k) og v 
(9) iP tee 
k=1 v=2 


und diese Summe werde ich in dhnlicher Weise behandeln wie Herr 
x 
x 


s 
von Mangoldt**) die analoge Summe >)*© > = , deren Betrachtung ihn 
k=1 v=] 
zu der Ungleichheitsbedingung (2) gefiihrt hat. 
Es ist fiir ganzzahlige Werthe von y 


Sun fie dv+ D+ 0 (£4) = + logty +D+ 0 (= ¥), 
1 








” y 
v=2 
wo D eine Constante bezeichnet, auf deren Werth es im Folgenden nicht 
ankommt. Dies gilt auch fiir gebrochene y, da 


y 


fee dv =O (°") 
v y 
ty] 


ist. Daher ergiebt sich 


*) Die Summationsgrenzen brauchen im Folgenden durchweg keine ganzen 
Zahlen zu sein; der Summationsbuchstabe hat alle im Summationsintervall mit Ein- 
schluss der Grenzen enthaltenen ganzzahligen Werthe zu durchlaufen. 

™) 1. c. S. 838. 
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z x x 
2 


SP SM = SP be E+ + oF 4 7) 


k=1 v=>3 k=l 


= x 
|S oft tg 2)| = £0 Moe f= 2 O(et ngs — tog Ca 
k=1 


= + O(wlogx + Odog x) — slog x + 2) = O(1), 


ferner 
d k) 
- a“ 
> D= Do (5) = 00) 
k=l 
und 
k) 1 x 1 
Fy gt = ODE = OW) 


file Fe 
ist, so ist die Summe (9), also die linke Seite der Gleichung (8) mit 
einem fiir « = oo endlich bleibenden Fehler durch 


= Ps * log? _ = . log? zee — log «> of log k 
k=1 k=1 k=1 


1 : k 
a "y a ) log? k 


k=1 
ersetzbar. 


Andererseits hat Herr Mertens*) nachgewiesen, dass die rechte Seite 
der Gleichung (8) mit einem fiir «= co endlich bleibenden Fehler gleich 
log z ist. Es ergiebt sich also 


(10) ; log® x g(a) — log x f(x) + = See = log « + O(1) 
k=1 
Es ist zu beachten, dass zur Aufstellung dieser Relation nur elementare, 
d. h. von der Theorie der Functionen complexen Argumentes und insbesondere 
von der Theorie der £-Function unabhingige Hilfsmittel herangezogen 
worden sind; nunmehr mache ich jedoch von dem Satze Gebrauch, dass 
lim f(x) = — 1 


ist. Ich beweise zunichst den 





lc, 8. 49. 





>» 
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Hilfssatz: 


(11) Sere * = {log x}. 
k=1 


Beweis: Es ist 


=z = om Ssh bgt =< > (Ff) —f(k—D) log k 
k=1 k=1 to 
= >) Fk) (log k — log k+- 1) + f(a) log ((2] + 1) 
k=1 
= — S'7(H) log (1+ |) + £@) log « + 0(Z) 
k=l 


= Sw (j: — ah) + fe) loge + 0(4) (0<e<1). 


k=1 
. mo. | 
Offenbar convergirt > fk) aya; ferner ist 
k=1 
f(x) log « = — log x + {1} - log a = — log x + {logz}, 
also 
+ (Kk) log? k  F(k) 
>" om —->F — log x + {log x}. 
k=1 k=1 


d sei eine beliebig kleine positive Grésse. Dann ist » so bestimmbar, 
dass fiir alle k >n 


sit nde 
1+ f@| Se 
ist; also ist 


x 


SO |s| SO +| Sls Fb 
‘ k=l k=n 


k=1 





wo @ eine endliche nur von 6 abhiingige Zahl bezeichnet, die also fiir 


hinreichend grosse « kleiner als A log x ist. Da fiir n >2 


x 


>t < log x 


k=n 


ist, ist also fiir hinreichend grosse x 
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- k F) 
SO ct ge 
k=1 . 


no) om 


log x = 8 log z, 


1 k 
> (E+ 42) = tog 2}, 
k=1 
DS HH Dh + (hog x} = — 0g x + (10g 2}, 
k=1 k=1 
k=1 


was zu beweisen war. 


Die Gleichung (10) ergiebt also 
: log? x g(x) + log x + {log x} = log x + O(1), 
log? « g(x) = {log x}, 
log x g(x) = {1}, 


lim (log 2 ee) ot. 
ae k=1 


Man kann auch auf folgendem Wege, gleichfalls unter Benutzung des 
soeben bewiesenen Hilfssatzes (11), zu dieser Gleichung gelangen, indem 
man ihn statt mit (10) mit der von Herrn von Mangoldt*) aufgestellten 
Gleichung 


(12) log? « g(a) — S78 28 * — (log x} 
k= 1 


das heisst 


combinirt. Aus (11) und (12) folgt namlich durch Elimination von 


> w(k) log? k 
k 
k=1 


log? x g(x) — {log «} = {log x}, 
log « g(x) = {1}. 
Der zuerst gegebene Beweis verdient jedoch den Vorzug, weil die Glei- 
chung (12) bisher im Gegensatz zu (10) nicht elementar bewiesen werden 


kann. Ihre Herleitung ist der einzige Theil des v. Mangoldt’schen Con- 





1c, 8. 845. 
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vergenzbeweises der Reihe >, in welchem von der Theorie der 
k=1 
-Function Gebrauch gemacht wird. 
Eine dritte Beweisanordnung ergiebt sich durch Combination von (10) 


und (12). Die Elimination von See ergiebt hier 
k=z] 
log? x g(x) — log « f(x) = log « + {log x}, 
(13) log x g(x) — f(z) = 1+ {1}. 
Die Gleichung (13) sagt aus, dass die Function 


 w(k) SY w(h) log & 
woe Sep Se 
k=1 k=1 


von der Herr v. Mangoldt*) zuerst bewiesen hat, dass sie zwischen end- 
lichen Grenzen enthalten bleibt, sich fiir «= oo der Grenze 1 nihert, 
und es ist bemerkenswerth, dass sich dies ohne Zuhilfenahme anderer 
transcendenter Hilfsmittel ergeben hat als der in der v. Mangoldt’schen 
Arbeit enthaltenen. 

Aus (13) folgt unter Benutzung von 


f(#) =—1+ {1} 
der behauptete Satz 


log x g(x) = {1}. 


§ 3. 
Am erwihnten Orte**) habe ich mich damit begniigt, den Nach- 


weis der Convergenz der Reihe > eet 
k=1 

gestellten Betrachtungen will ich nunmehr in eine solche Form bringen, 

dass sie zugleich eine Abschitzung des Restes — (1+ /(x)) der Reihe 


liefern, der durch Weglassung der ersten « Glieder entsteht. Ersetzt man 


zx 
in Sm . fiir ; = IT p* den Factor log k durch >« log p und 
k=1 p Pp 


beriicksichtigt, dass wegen des Factors u(k) nur solche / vorkommen, 


zu fiihren. Die dort an- 


*) 1. c., S. 839. 
**) Contribution etc.“ 
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in denen jeder Primfactor genau einmal aufgeht, so ist, da k alle Vielfachen 
von p durchlauft, 


= 


) log k ) 
fe) = pe) pa =D) log p STH), | 


' k=1 psx m=1 
woraus sich leicht 


— f(a) = > log p (5 (2 Me tos =P +53 > ~ 


psx 
lo 
= 2(2) + Dime (hols) + pot) 
ergiebt. mds 
In die erste Summe fiihre ich die durch die Gleichungen 
(0) = 0, . 
8 p : 
é(“) = a a (x > 0) 


x & 


erklirte Function ¢(x) ein. Von derselben hat Herr Mertens**) bewiesen, 
dass fiir alle x |e(a)| <1 

ist und Herr de la Vallée-Poussin***), dass 

(14) &(a) = O(¢—*V82) 


ist, wo b eine positive Constante bezeichnet. Die Einfiihrung der Func- 
tion ¢(”) geschieht mit Hilfe der Identitit 


&(v) — &(v—1) = v + ve(v) — (v»—1) — (vp—1) e(v—1) 
= 1+ ve(v) — (v—1)é(v—1) = log v oder 0, 


je nachdem vy prim oder zusammengesetzt ist; es ergiebt sich 


(15) > 8? 9(=) = >t =efe) — ene”) 9(=) 





psz v=] 
-Sh0 (2 )+ > eco (2 ) 
+See 


*) Die Anwendung des Summationsbuchstaben p bezeichne, dass nur die Prim- 
zahlen des betreffenden Intervalles durchlaufen werden sollen. 
*) 1. c., S. 48. 
“*) Sur la fonction etc.“, S. 54. 
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also unter Anwendung der Gram’schen Identitiit 


Sioe)=i 


und durch partielle Summation der zweiten Summe auf der rechten Seite 
von (15) 


Zale) 1+ (0) 9a) +592) 


(16) —f(2)=1 + do) (9 (5) —9 (-4)) +> 9 (*) 
+ >" bog » (52 9 (5) +539 (5) +--+ hag (t2e))- 
2 ss (> 9(; ) i 9; ) Esl’ (7=))) 


1) Fir die erste Summe der rechten Seite ergiebt sich unter An- 
wendung des von Herrn de la Vallée-Poussin*) bewiesenen Satzes 


(17) g(x) = O(— 5) 


durch passende Zerlegung in drei Theile: 





Viogz Viogx . 
la) O(o( —s-F))/< 2 (| a(5)| + |: >+i)|) 
Viogx , 
~ °2 (cca tees tinge ware 
Viogz 








oe 1 : Vlog x =) — ( 1 ; 
°Z log a. 2— —log (Vlog x + D == log « . Tazz) 











1 B) Seo (o(2 (= )—g( =))|- oS o—bViog> Pas 
—_ Viogx Tits > 
_ 0 Sewn >= 
a Vioge sz<et . 





*) ,,Sur la fonction etc.“, S. 67. 
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Wegen v?< z, ~ < + ist 


x 


: +1 
DEA DE AS toed +0400) on 555 04 0°44 











1 <kse 
=e (144) +0(2 fe +0(2)=9() 
| Ve Tr eo Viog 
| Seon) Gea) 3 
Viogz Viogx 
r 
Vion + log » ‘ e—Viog Viogz 
= ae “log > 2 
Vlog x . 
Es ist 
Vz 
e— Viog» e—*Vicgx 
jz wef wafer 
v v 
Viogz log 5 lo log 
a - 74Vioalons (Vicelese 1) ” 0(Vio _ a Viog log, 
«ax @e i +5 og log x e 


ams O(e-° V log log) , 


wo ¢ eine positive Constante bezeichnet. 


ly) 26) —g( 4 Nox e Vier SS 


spi <*s = 
~oSevar 3} 
sqi “#85 
— Vas * — Viogz - - 4 Viog x 
ame € o> > “ost ) = O(log ze v3 ). 
oe sti <**; a 


Wenn man das Glied héchster Ordnung in den unter 1a), 18), ly) 
gefundenen Theilresultaten beibehilt, ist also 


2 (9 (5) — 9 Ga) = Ol"). 


*) Denn die Intervalle ..-2, ©... 


x 
mare ergeben zusammen 1--- x 
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2) Was die zweite Summe in og anbetrifft, so ist 


o [Se oS 





rm > ge — Tog» 
oF 
—_ — ¥ loge —logVloga log a 9 
= gs O (log Vlog log x) = 0 (*8. a “). 
28) Aus (14) folgt leicht 
|e(v—1)| = O(e- "Vee, 








also 
&(v— gy w\| =. 5 —bViogy 
Se %(2)|-0 SO 
Viog x Viog z 
* — bVio ¥ e—?Vi0 Viog x 
= rf : dv -+- o(< — =) = O(e y—eViog loge) | 
" ‘ Vlog x 
Viog x 
wie in 18). 


3) Die dritte Summe in (16) ist dem absoluten Werthe nach 
log p ax 
< zz aa g (=) ? 


wo » alle Primzahlpotenzen*) bis # oder auch bis oo durchliuft und p 
die zugehérige Basis bezeichnet; es ergiebt sich durch passende Zerlegung 
in zwei Theile 


32) , ed ee? te 








nslogx nislogz 
log p 1 log p 
-0>= isge gles =m! De 
nslogx nslogz 


Die auf alle Primzahlpotenzen erstreckte Reihe 


TMD owrlpt pt) DH 


n Pp Pp 





convergirt; demnach ist 


2s l()|- 


nislogx 








= O(f5): 


*) mit Exponenten > 2. 
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SMP o(3)|- 0 MP of) 
logzén logzin 


da der Rest der convergenten Reihe = =? 


Ye "%(y;) 


ist, wie man leicht zeigen kann. 
Alles in Allem erhalte ich also das Resultat 


f(z) = —1 + 0(eViowons) 
Daraus ergiebt sich mit Hilfe der beim Beweise des Hilfssatzes auf S. 577 
angestellten Betrachtungen 


Sewers ™ _ > + O(1) + f(a) log # + O(7) 
k=1 


k=1 


Ge —e Viog log k — 
we —> 1+ ole 8 gk) a log a+ O (log x e-° Viog log x) *) 


k=3 





=> 5 ote oft e—¢ Viog log « dy — log x + O (log a e~< Vios log =) 
k=38 3 : 
ogz 


=logx+ O(1)+ 0 J} e—eVieg vy dy — log x + O(log xe—¢ Vive log =) 


log 3 
= O(log xe—?Viegtog=) | 
Die Gleichung (10) verwandelt sich demnach in 
; log’ x g(x) + log « + O (log a e~¢Vieg toga) log x + O(1), 
log’ x g(x) = O(log x e—¢ Viog log) ” 


1 


(18) 92) = 0(-___ =): 


log x ef Viog log x 


Bei passender Wahl zweier positiver Constanten ¢ und y ist also fiir alle 


x > e**) . 
2) |<. 


k=l 


log x ee V log log 








*) Fir k=1 und k=2 wire Vloglogk imaginiir; durch Weglassung der 
beiden ersten Summenglieder entsteht aber nur ein endlicher Fehler, der gegen 
log x e—¢ Viog log 2 vernachliissigt werden kann. 

*) Fiir «<e wiire die linke Seite imaginiir. 
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cr 


§ 4. 
Daraus folgt, dass die von Herrn von Mangoldt*) mit M(x) und 


von Herrn Mertens**) mit (x) bezeichnete Function a u(k) héchstens 


k=1 
von der Gréssenordnung 
> 


log ae Viog log x 
ist; denn 


M@)= > uh => wk => (9 —gh—1)k 
k=1 


k==l k=1 


=> 9h) k—E+D) + 9@ (21 +1) 


=—>' 9) +9@) (21+) 


k=1 





x 
ad O — _. O (- — ast) aS O (sess) . 
log ue Viog log u log a e° Vlog log log # ec Vlog log z 


Unter den unterhalb x gelegenen quadratfreien Zahlen, deren Anzahl 
bekanntlich 





Vz Vz Vz 
g(x) => wm) [4] = > a(S +00) =2 SY? + (yz) 
= 2 4 4.20 > + O(V2) = 4 + O(V2) 
n=1 Vz 


betriigt, giebt es also nicht nur asymptotisch ebensoviele, die aus einer 
geraden als solche, die aus einer ungeraden Anzahl von Primfactoren 
zusammengesetzt sind***), sondern es lisst sich iiber die Differenz dieser 


beiden Anzahlen (deren jede asymptotisch gleich 5 a ist) aussagen, dass 





sie héchstens von der Ordnung —-—~——— unendlich wird. 
oe log a ec Viog log x 


*) l.c., S. 850. 
**) [Ueber eine zahlentheoretische Function“, Sitzungsberichte der Wiener 
Akademie, Bd. 106, Abt. 2*, 1897, S. 761. 


a 
***) Dies folgt schon aus der Convergenz der Reihe > o®, s. v. Mangoldt, 


k=1 
S. 849—851 und des Verf. ,,Neuer ete.“, 8S. 15—16. 


Mathematische Annalen, LIV. 38 
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Wenn x(x) die Anzahl der Primzahlen <x und allgemeiner ,(z) 
die Anzahl aller Zahlen <2 bezeichnet, welche quadratfrei und aus 
vy Primfactoren zusammengesetzt sind, so ist, wie ich a. a. O. gezeigt 


habe*), 
a (log log a)" ~* 
+e (: log « ): 


a 1 x (log log «) 
C2) = Si ees 


v—1 


Hier hat sich eine asymptotische Abschitzung von 


1—m(#) +4 (@) — + (— 1a) ++ 


ergeben, da dieser Ausdruck mit > #@) iibereinstimmt, wahrend 
k=1 
1+ x, (2) + 24(2) +--+ (@) $= a2) = 5,2 + (V2) 
ist. , 
Es bezeichne 4(i) im Anschluss an Liouville**) +-1 oder —1, je nach- 
dem k aus einer geraden oder ungeraden Anzahl von Primfactoren besteht, 
mehrfache Primfactoren mehrmals gerechnet. Dann ist bekanntlich 


a(k) = "a (58), 


m 


wo m’ alle quadratischen Theiler von & durchlauft; denn u (5) ist fiir den 
gréssten quadratischen Theiler m? von k gleich (—1)”, wo @ die Anzahl 
der verschiedenen Primfactoren von k bezeichnet, und es ist stets 


A(m?n) = a(n); 


fiir die anderen quadratischen Theiler m? von k ist aber =, nicht quadrat 


frei, also 


Demnach ist 


1a) = Say = Da(B)—F Des), 


k=1 k=1 me m=1 


wo k alle Zahlen durchlauft, welche durch m? theilbar sind und unterhalb 
x liegen, d. h., wie auch direct ersichtlich ist, 


*) Sur quelques problémes relatifs 4 la distribution des nombres premiers‘, 
Bulletin de la société mathématique de France, t. 28, 1900, p. 37. 

**) Sur quelques fonctions numériques“, Journal de mathématiques pures et 
appliquées, 2° série, t. 2, 1857, p. 246. 





mm 


an 


~ | A ~*~ DD AF.) 
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ie ee Vz logta 
La) = DI D'u) — DM) — > US) +S (vr) 
log? x yz 


al > - ES. Jee eRe > B.A 
e Vlog (log z — 2 log m) 7 0 , m? 


a1 m*(log a — 2 log mje S 
log? x 
aay Sosa +203, 
= = an: ; 
a= m*(log « — 4 log log x)e° ,¢ Viog (log 2—4 og log 2) wl m 


zr 


= 0( ese 3) + add 
log lo m= log? x 
log a eV ee. m=1 e 


an & — 
& xe Vlog log :)> 


so dass nicht nur, wie schon Herr von Mangoldt*) gefunden hat, es bis x 
asymptotisch ebensoviele Zahlen giebt, die aus einer geraden, als solche, 
die aus einer ungeraden Anzahl von Primfactoren zusammengesetzt sind, 
sondern sogar die Differenz beider Anzahlen von angebbar geringerer 
Gréssenordnung unendlich wird. Bezeichnet 6,(7) die Anzahl aller Zahlen 
<a, welche aus v Primfactoren zusammengesetzt sind, mehrfache mehr- 
mals gerechnet, so ist 


x (log log x)" ‘w(log log ax)" 
6,(x) = (v— “Ti ~ loga of o(? ‘log a “) or 
— ») xav)—-s-- — v »(x) —=— a ) 7 
1—6, (2) +6,(#)—---+-(—1)" 6, (@) + =m ( a — Ae 


1+-6, (x) +6, (2) +---+6,(a) +--=[a2]=a+ O(1). 


Mit Hilfe der erhaltenen Abschitzung fiir g(x) lassen sich Unglei- 
chungen fiir Ausdriicke der Form 


SP FR, =>) 9h) F—FU+1) + g@) Fe] +1) 

k=1 k=1 
aufstellen. Im Besonderen ergiebt sich die absolute Convergenz aller 
Reihen der Form 


(19) DoH Go, 


k=1 


*) le, S. 852. 
**) Sur quelques ete.‘* p. 38. 
38* 

















5R8 E. Lanpav. 


wo G(k) von einer gewissen Stelle a an positiv ist und monoton abnimmt, 


ferner der Bedingung geniigt, dass das Integral 


; * GW) 
@°) ae u eeViog log u aa 


einen Sinn hat. Dies ist fiir 





G(u) = 


u 


der Fall, da 


ay Pap 1 
—c Vlog log u i 
. 0 (aes log =) ¥ 


also fiir a>e 


@ x 
du _ du ss o( 1 )= O(1) 
~ e Vlog log u u log u (log log «) log log a 
a 





logu é 
ist. Also convergirt die Reihe 


Zz 0) 


k=1 


absolut. Es ist jedoch zu bemerken, dass die bedingte Convergenz dieser 
Reihe schon aus (13) durch folgendes Verfahren hergeleitet werden kann. 
Ks ist nach (13) 


1 wk k) log k (k 
1 + {1} =loge S'* — $1 nt ow ->" D log 
k=nl 


k=1 k=1 


=> log - (gtk) — gik—1)) 


k=1 


-S aw (log = ES ea ri) + 9(#) log 8 eta 
=>'9%) log (1+ 3) + {1} 
k=1 


=S9® (jg) +0) <<). 


520", 


Da |g(k)#,| <1 ist, convergirt die Reihe , ist fiir jedes kh 








k=1 
eine ganz bestimmte Zahl zwischen 0 und 1); also convergirt, wie be- 


hauptet, die Reihe 2. 


k=1 





an 


86; 
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Analoge Siitze gelten iiber die mit Liouville’schen Coefficienten be- 
hafteten Reihen. Ich hebe besonders hervor, dass sich aus 


® nf 3 ) 
ae) ->" 0m 


k=l 
mit Hilfe der Identitat 


Vz 
G(x) -> 9 (=) 


m=1 


leicht ergiebt, dass 
ack) o(— a ) 
( om * 
¥(: t) ->4f log a e°Vi08 log 2 ) 
ist. Daraus folgt weiter, dass 
Sie logk 
ee 
k=1 
sich einer Grenze nihert, genauer, dass das Restglied von der Ordnung 
e~*Vieglogz ist, Der Werth dieser Grenze stimmt mit 


SV Alogk gd HA) __ @ £28) ae 
na Sigs --See” 
ve : §(28) §(s) 2° (28)\ , n* 
—— lin (- "EG te) t@=—F 
iiberein. 


Noch zwei asymptotische Folgerungen mégen hier Platz finden, weil 
sie sich auf Summen beziehen, bei denen der absolute Betrag des Sum- 
manden sich nicht monoton iindert, bei deren Behandlung also das ge- 
wohnliche, von Abel herriihrende Hilfsmittel der partiellen Summation 
versagt. 

Bezeichnet g(«) den in x enthaltenen echten Bruch, also die Function 
x — [a], so ist erstens zufolge einer schon von Meissel***) mit ungeniigen- 
dem Beweise ausgesprochenen und von Herrn Lipschitz+) bewiesenen 
Identitat 





*) Die » Gelinas Sie, — —— 2 = +o -ste —--+==0 ist auch 
k=1 

schon von Euler auf heuristischem Wege hergeleitet worden, 1. c, 8. 229. 

**) §. Cantor, ,,zur Theorie der zahlentheoretischen Functionen*, Mathematische 
Annalen Bd. 16, 1880, S. 586, aber auch schon Euler, 1. c., 8. 228. 

***) Observationes quaedam in theoria numerorum“, Journal fiir die reine und 
angewandte Mathematik, Bd. 48, 1854, 8. 303. 

+) ,Sur des séries relatives & la théorie des nombres“, Comptes rendus des 
séances de l’académie des sciences, Paris, t. 89, 1879, p. 949. 





Se i 
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1= Dae [Z]- Dew (F—e(f)) —20—S'a 0 (7) 


=1 — 
. 5 5)» (2) — 0(—_*.__). 
(21) 2 HW) Q (=) = o(— ages: 


Zweitens besteht, wenn (x) die von Tschebyschef*) eingefiihrte Be- 
deutung 


v(x) = &(x) + (Vx) + 0(\/2) +- = 2 rep ed — > 1(@ log [3 | ) 


k=1 
hat, die Identitat**) | 
> w(h) [=| log & = — v2). 
k=1 


Auf die Analogie der beiden damals noch unbewiesenen Siatze 


tim =e = lim - > u(t) |z | log k = — 


k=1 
und 


lim f(2) = lim a u(k) : log k = lim = > w(h) - log k = — 1 
r= r= Sant za 73 
hat schon Herr Gram***) hingewiesen. Aus der von Herrn de la Vallée- 
Poussin bewiesenen Relation 


B(x) = a+ O(a e—Viog=) 
folgt in Verbindung mit der schon von Tschebyschef}) gemachten Be- 


merkung, dass sich ~(x) und #(x) nur um eine Grésse O(Vx) unter- 
scheiden, 


w(x) =a + O(xe—Vie8e) | 


x 


a+ O(a e-? Vieg=) — — >)» [z j | log k --> u(k) log k (, r—e(; )) 


k=1 


=—xf(z) +Zre logk (7) =2-+ O(xe-Virsivez) +>» (k)logke(;), 
k=1 


k=1 


Demnach ist 


(es k I; on _ a % 
(22) 2 >a ) log ke ($) 0 aa :) 
*) Mémoire sur les nombres premiers‘, Journal de mathématiques pures et 
appliquées, 1°°° série, t. 17, 1852, p. 371. 
**) S. Gram, l. c., S. 238. 
*) 1 c., 8. 238 und 299. 
+) Le., 8. 378. 








-_ 


Ss = lhl 
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Die Summen (21) und (22) sind also von weit geringeren Gréssenord- 
nungen als man durch das primitivste Abschiitzungsverfahren 


|w(k) @ (=) | <1 


erhilt (naimlich O(z) bezw. O(log x)); dagegen weiss man von der 
Summe 
x 
< ny 1 ax 
(23) > we) Ee (=) 
. k=1 
nichts ausser der selbstverstiindlichen Thatsache, dass sie héchstens von 
der Ordnung log ist. Diese Summe spielt bei der Bestimmung des 


mittleren Werthes der Function g(m) eine Rolle. Herr Mertens*) ist bis 
zu der Gleichung 


Yow = = 2 :> w(t) = e(=) + 0) 


n= 1 k=1 


gelangt, aus der er die Folgerung 


& 
> p(n) = + xv? + O(« log x) 
n=1 , 

gezogen hat; eine genauere Abschitzung der Summe (23) wiirde einen 
Fortschritt in dieser ‘rage mit sich fiihren. 


Juni 1900. 


*) Ueber einige asymptotische Gesetze in der Zahlentheorie“, Journal fiir die 
reine und angewandte Mathematik, Bd. 77, 1874, S. 290. 











Ueber die mittlere Anzahl der Zerlegungen aller Zahlen von 
1 bis x in drei Factoren. 


Von 


Epmunp Lanpav in Berlin. 


Es bezeichne 7(v) die Anzahl der Theiler der ganzen Zahl v, also 
die Anzahl der Zerlegungen von v in zwei Factoren und t(x) die summa- 
torische Function 


r(2) = >) T(r) *). 
v=1 


Dann ist bekanntlich **) 


*) aw braucht keine ganze Zahl zu sein; in allen folgenden Summen hat der 
Summationsbuchstabe alle zwischen den angegebenen Grenzen enthaltenen ganz- 
zahligen Werthe zu durchlaufen. 


*) §. z. B. Bachmann, ,,die analytische Zahlentheorie“, Leipzig 1894, 
S. 407—410, 413—414, 490—491; dort ist iibrigens die einfachste Quelle der 
Identitat 


oa lye). mn 
® Se--Se)-0a 

v=1 v=1 
nicht deutlich genug hervorgehoben: die linke Seite giebt die Anzahl der Paare 
a, b an, fiir welche ab< & ist. Fiir jedes solche Paar ist aber entweder a < Yx 
oder b< Ya oder beides. Umgekehrt geniigt jedes Paar, fiir das a < Va und 


[yz] 
b < Vx ist, wirklich der Ungleichheitsbedingung ab <a. Es giebt >} [=] 
= = x 
[yz] iste 
Paare, fiir welche a < Yu ist, s' [F|: fiir welche b < Vx ist. Dabei sind 
= aa Lb 


b=1 
aber diejenigen [yz]° Paare als zu beiden Categorien gehérig doppelt gezahlt, fiir 
welche zugleich a << Vz, b<Yzx ist, so dass sich gerade die rechte Seite von (1) 


ergiebt. In dem Falle, dass a eine Quadratzahl bedeutet, ist dies genau der 
Cesaro’sche Beweis. 
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x Vz Vx 
r(e) = > F]-2D>'[5]-Weh =2 D (5+ 0) —V2+ oy 


v=sl v=1 


—2( 2(loglVal-+ 0+ o(7)) + o(V2))—=+ O(Vx)+ O(1) 
=2x(log(Vx + O11) + C)—«+ O(yz) 
=2x( Flog + o(7;)) + (20—1)«+ O(y2) 

t(«) =alogx + (20—1)2+ O(V2), 


wo C die Kuler’sche Constante bezeichnet. 
Wenn analog T7;(v) die Anzahl der Zerlegungen von v in drei 


Factoren und 
t,(2) =>! Ts(v) 
v=1 
die Anzahl aller Systeme dreier ganzer positiver Zahlen a, b, ¢ be- 
zeichnet, fiir welche 
abe <u 
ist, so ist einerseits, wen man zuerst c von 1 bis « laufen lisst, 
(2) %5(2) = >) x(=), 
c=1 
da fiir jedes ¢ alle diejenigen Werthepaare «a, b zulassig sind, die der 
Ungleichheitsbedingung 
ab< “ 


geniigen; andererseits ist, wenn man zuerst nach a und 6 summirt, 


(3) a) = > [S]- > 70) [2] 


absx v=1 
Die beiden Formeln (2) und (3) liefern jedoch keine sehr genaue Ab- 


2 
schittzung der Function 1, (x) fiir grosse 2; eine bis zur Ordnung «* log x 
reichende Berechnung ergiebt sich als Specialfall aus allgemeineren Unter- 
suchungen von Herrn Piltz, von denen am Schlusse die Rede sein 
wird. Die erwiahnte Rechnung ist neuerdings von Herrn Franel*) in 
*) ,,Sur une formule utile dans la détermination de certaines valeurs asympto- 
tiques“, Mathematische Annalen Bd. 51, 1899, p. 369 ff. 
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sehr viel einfacherer Form ausgefiihrt worden, unter Benutzung einer 
Identitat*) 


ev Wl — ee 
) 2n@)—3 > De) +8D [a]—tver —sh2| «(2-), 


a=1 b=1 





welche der Mertens’schen Identitit (1) entspricht; sie fiihrt die erwihnte 


Genauigkeit O(a log) bei der Abschiatzung der Function 1,(2) da- 
durch herbei, dass sie — geometrisch gesprochen — von der Symmetrie 
der Function abe zur Abzihlung der zwischen der Fliiche abe = x und 
den Coordinatenebenen im positiven Octanten gelegenen Gitterpunkte Ge- 
brauch macht. 

Wenn ich im Folgenden die erwihnte Frage noclunals aufnehme, sa 
geschieht es zuniichst, weil es méglich ist, an Stelle der Identitiét (4) 
eine andere zu verwenden**), welche ohne jede Rechnuny bewiesen werden 
kann, ferner, weil Herr Franel zur Lésung einer erforderlichen Hilfsaufgabe 


@ ~ 
sich auf die Theorie der Dirichlet’schen Reihen = stiitzt, so dass es 
ean n 
wiinschenswerth erscheint, auch dieses Hilfsmittel zu eliminiren und die 
Berechnung von 1,(x%) in ebenso elementarer Weise durchzufiihren wie 
diejenige von t(”), welche Anfangs erwihnt wurde. 


Die erwahnte Hilfsbetrachtung bezieht sich auf die Function 


t(«) = > ~~ tea > Te) ' 


ab=1 y=] 





Die in der Anmerkung 2 auf Seite 592 erwihnte Schlussweise ergiebt: 


(a : Vz 
2S S5-(S4 
Ve ve 
—25 (ews) +6+0(6))— (3) 
Ve — 
=2>'- (log ({ + O(1)) +C+0(2))— (>=) 


*) Le, p. 385. 
**) (9), s. S. 596 dieser Arbeit. 
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Vz Ve 
—23 5 (os 5+04-0(5)) (32) 
a=1 a=1 
—2oge+ S22 0S 1.5 ey. 
(5) (= (2loge-+20— 52 5s 2 Sree 4 o(F -): 


a=1 a=] a=1 
Ve 
‘ ‘ P 7 . 1 
Mit Hilfe der Euler’schen Summenformel sind die Summen und 


a=l . 


V3 
loga _. - : 
> wae mit so grosser Anniherung zu berechnen, dass alle Glieder der 


rechten Seite bis auf O 5 ) genau sind, erstere Summe also bis auf 





o( ;)) letztere bis auf O (7; =) genau. Es ist, wenn 
Va log x 


Vi — [Vz] = 


gesetzt wird, 





Ve : 
2) + — welVAl+ C+ spy + (2) 
= log (Vx —#) + C oT sya com o(; ), 
Ve 
6) 2 amy get C+ ae 0 (=); 
Vz 
ae log? [Vz] — C, + 4 1 y Eel + o(8 2) 
, eave + Of = : 
eid ad de ae +0("*) 
' = ier 20) oe tm oft) 
(7) ae + tog? — 2. — + o (82). 





*) C, bezeichnet eine Constante, die tibrigens, wie bekannt, gleich dem Coef- 
ficienten von (s—1)* in der Entwickelung der ganzen transcendenten Function (s— 1) £(s) 
nach Potenzen von s — 1 ist. 
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Setzt man (6) und (7) in (5) ein, so ergiebt sich 


t(2) = (Flogz + C— “wet 0(z)) (2 oge+ 0+ SE +0(5 ) 
— plete +26, — SO + 0A) + (72) 


= + log? x + 2C log x + C? + 20, + 0(7z)"): 
= x 


Nach dieser Vorbereitung gehe ich zur eigentlichen Aufgabe iiber, 
den asymptotischen Werth der Anzahl der Systeme ganzer positiver Zahlen 
a,b,c za berechnen, welche der Ungleichheitsbedingung 


(8) abe<a@ 
geniigen. Es mégen erstens alle Systeme gezihlt werden, fiir welche ausser- 


dem ¢< a ist; deren Anzahl betriigt fiir ein bestimmtes ¢ (=) ; zweitens 
mégen diejenigen Systeme gezihlt werden, fiir welche a) < a ist; fiir ein 
Werthepaar a, b giebt es [3 zuliissige Werthe von c. Auf diese Weise 
erhalt man Jede Lésung von (8) mindestens einmal, da nicht zugleich c > x 
undab> zx’ sein kann, und zwar sind cijenigas Lésungen doppelt geziihlt, 


fiir welche zugleich ¢< x’ und ab < a! ist; deren Anzahl betrigt 
[2 x ‘] r(x a) Demnach — sich als Grundformel 


(9) ts (2) ->: (= ) +3Is)- 


a 


-3(t (£ log = +201) +0 (V2)) + (5 +0()) 


— (4 +0(1)) “ ow quale + 0(c' ')) 


= («log a + (2C— ba) $42 Sm 4 ye 2054 


c=1 c=1 c=1 


+ at (<}) +0 (x3 log x) — = wlogx—(2C—1)x 


*) Diese Formel hat Herr Franel ausser in der erwahnten Arbeit (S. ve! ‘noch- 
mals in ,,sur la théorie des séries‘*, Mathematische Annalen, Bd. 52, 1899, S. 538, 
abgeleitet, gleichfalls von der -Reihe ausgehend. Herr Berger (,,Recherches sur les 
valeurs moyennes dans la théorie des nombres“, Upsala, Nova Acta, 1887, 8. 63) hat 
die Summe ¢(x) abhnlich wie im Texte behandelt, ohne jedoch die obige Genauigkeit 
der Abschitzung zu erreichen. 





ee 


., 
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Hierin ist 


1 
as 


Di — vale o)+O+ 0(4)- jog «+ C+ 0(4): 


1 
a3 


DE = F log' lx" ]— 0, + a i sat zg log? — C,+ om): 


e=1 


t (a) = + log? +> * Clog x + C2?+ 20, + 0(- i) 
94. ve0te —o let 
V0 Ey Vz 0 (x') 0 («*) 
einzusetzen, was in Uebereinstimmung mit Herrn Franel’s*) Endresultat 
(10) 1,(a) = = aw log? « + (83C—1) aw log x + (80°—3C+3C,+ 1a 
+0 We log «) 


ergiebt. 


Allgemein bezeichne 1;(x) die Anzahl der Zerlegungen aller Zahlen 
<a in k Factoren und ¢,(”) die Summe 


i. % 
2 (hy ly * “ay? 
@, Ay-+ ap = 1 
so dass also die oben betrachteten Functionen r(x) und ¢(x) mit 1,(x) 
und ¢,(%) zu bezeichnen sind, wihrend 


t,(x) = [2] = 24+ O(1), 


. ' 1 
t (a 2) = 2 = og fe J+ © + 0(Z) = log (e+ 0m) + C+ O(Z) 
a=1 
1 
=lg«##+C+ 0(—) 
ist. 
Betrachtet man zuerst diejenigen Lésungen von 


Gy Ag +++ Oe SX, 


bei denen 
1 
(11) a <a* 
ist, dann diejenigen, fiir welche 
k—-1 
(12) Ay Mg++ G1 <2 7 


*) Lc. 8. 386. 
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ist, und bringt dann die gemeinsamen Lésungen von (11) und (12) in 
Abrechnung, so ergiebt sich als Verallgemeinerung von (1) und (9) 


# 7 1 k-1 
(8) n@)—Sna(3) +5 leat |—letl ale), 
a=1 @, ++ ap 4 =1 
ferner 
1 k—1 x 
a 7 ae eer Ta 
@. w= > ()+S. Ds 
a=1 ++ ayy =1 a=1 


Ist 7, (v) die Anzahl der Zerlegungen von vy in k Factoren und bezeichnet 
{(v) eine beliebige zahlentheoretische Function, so ergiebt sich analog 


1 k—1 as 


= x — 
x a” a % 7 bed so | 
> T.(v) f(v) = > > f (a,- ++ 14) + > > f(@,-++a,—1 4) 
v=1 a=1 @---a, 4=1 Gayl a=l 
1 t—1 


a* x . 
—> > f(ay:++ 4-14). 
a=1 a:--ay_4=1 
Hierin sind (13) und (14) als Specialfille enthalten. 

So lassen sich successive t,(”), t;(”)--- berechnen. Die Ermittelung 
des asymptotischen Werthes von 1(x7) bildet jedoch schon den Gegen- 
stand der Doctordissertation von Herrn Piltz*), auf welche oben hin- 
gewiesen wurde. Da dieselbe wenig bekannt und zuginglich ist, benutze 
ich diese Gelegenheit, um deren Schlussresultat mitzutheilen. Was die 
dort angewendete, der Theorie der Dirichlet’schen Reihen angehérige 
Methode betrifft, so liasst sie sich kurz dahin charakterisiren, dass fiir den 
vorliegenden Fall die Richtigkeit des ,,Piltz’schen Princips“**) nachge- 
wiesen wird, welches darin besteht, dass unter gewissen Voraussetzungen 
aus einer Gleichung 


*) Ueber das Gesetz, nach welchem die mittlere Darstellbarkeit der natiirlichen 
Zahlen als Producte einer gegebenen Anzahl Factoren mit der Grésse dieser Zahlen 
wiichst“, Berlin, 1881. 

**) S. Bachmann, 1. c., S. 483. 





bate 


+ = O&O Wwe Ww 


— 


n 





x 


e 
1 
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Sor-> Ji fa(a) 2d 
v=1 


die asymptotische Folgerung 


a Cy-tw Ps fine) a *dz 


y=1 


gezogen werden darf. Das Piltz’sche Resultat lautet in etwas veriinderter 
Bezeichnungsweise folgendermassen: 

»Wird aus der Entwickelung der Riemann’schen §£-Function in der 
Umgebung von s = 1 


&(s) = + >) Cn (s—1)" 


durch Potenzirung die Reihe 


k Ci, 
g(s) = mar a ae, +--+ —— + he Fee} 
+ en(s—1¥ ++ 


gebildet, so ist fiir alle Werthe von s 


(15) Snore fe > aot log"! udu 


v=1 a=1 


1 1 “ 
me(S— 1)" +0 * ee O\n” = : 
+3 z(s—1)"+ ¢ (, i) 4 (, * log* 2) 


Durch eine leichte Umformung gewinnt dies Resultat eine iibersicht- 
lichere Form. Es ist fiir s + 1 





[w-*log"tudu== — jw (SS log" u +e = —" log" 2 + aa o> log" x 


—ns 


i went ae yi 


in Sone - ‘(u+1) loge a 4 OO 


u=0 @—1"™ (s—1)" 


Das Integral der rechten Seite von (15) hat also den Werth 
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k n—l k 
= Cuk (n—1) (n—2) --- (w+) Car (n—1)! 
ae logt« + >) n—1)! (s— 
n=1 





(n—1)! (s—1)** (n—1)! (s—1)" 
n=1 “w= 
k—1 k k 
——gi~ > log" « -(s—1)" > nx 4+ > Oak 
— u! om (S—1)" ee (5 —1)” 
a=0 n=u-+1 n=1 


ao 


Die ferner in (15) vorkommende Reihe >’ Cnz(S— 1)" convergirt fiir alle s, 
m=0 


stellt also in Bezug auf x eine Constante dar. Mithin ist fiir s + 1 


a a k—1 
(16) SPT) = Sa ty a) = t+ Sy logs + B 








v=1 @, dy->-ap==1 “=O 
1 1 
aa eT a r) +0 Ls logt—* 2) 
wo die Constanten 
k 
Cc 

ba SE ak 
; u! “a (s—1)"’ 


n=u-+1 


2 % 
B= Da tz 


m=0 





1 1 
sind. Fir k>2 ist oa gegen Ae tad zu vernach- 
lissigen, fiir k= 1 dieser Ausdruck gegen jenen, fiir s + ; <1 das 


constante Glied gegen den grésseren der beiden Ausdriicke. 
Aus (16) ergiebt sich fiir s = 0, dass 


x k—1 eT "9 1 
(17) ae) => 1%) = 2 peers Daren+ 0 (a! * log'-22) 
v=1 u=0 n=u-+1 
(k > 2) 
ist. 
Fiir s = 1 hat die obige Transformation der Piltz’schen Formel (15) 
keinen Sinn; vielmehr ist alsdann 


x 
. 


x 
*log"—1u 1 
—s m—1 = nn GO Ce ce n 
Ju log"—! wu du _| = — du = — log*z, 
1 


1 
also 


x k 
T, C - 
(18) &(v)=— rH) Soot Nogts + onr-+ O(a F log*-* 2) (k>2). 
n=1 


v=1 
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Da aus 
1 
&(s) = —( + €+- &£.6—1) + -:, 
1 3C =, 80*+30, 
£°(s) = (s—1)® + (s—1)? me: 1 + lee 
Cy,= 1, Cy =3C, C, = 3C* + 3C, 
folgt, ergiebt sich fiir k — 3 aus (17) 


T;(“) = x(b, log? x + b, log 7+ by) + O (a* log x), 
1 


C33 = me b, = C,, — Cy = 3C—1, 
by = — (— Cy + Cy; — Cys) = 30? — 30 + 3C, + 1 
ist, in Uebereinstimmung mit (10). 
Da ferner 


S6)— pte teteat., 
Cy = 1, Cy=2C, Gy = C?+20C, 
ist, folgt aus (18) fiir k = 2 








also 


wo 


t@)—4(2) — 2 —S'5, = by logte +B, og 2 + B+ 0("?), 


v=1 ab=1 
wo 


Rs aad 1 
Bb, = > Cn =F, By = + Cyy=2C, By = My = C?+ 2C, 


ist, was mii dem auf 8. 596 direct hergeleiteten Ausdruck von ¢(zx) 
identisch ist. 


Juni 1900. 
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Sulla riduttibilita della funzione «*— A in un campo qualunque 
di razionalita. 


Von 


A. Capexii in Neapel. 
(Auszug aus einem an Herrn F. Klein gerichteten Briefe.) 


Il sign. Wendt, nel fascicolo teste comparso dei mathem. Annalen, 
tratta la questione della riduttibilita dell’ equazione «"— A =O per un 
campo di razionalita qualunque K. Questa questione era gia stata risoluta 
dal sign. Vahle n*), nel 1895, per il campo naturale di razionalita e poi 
da me**), nel 1897, per un campo K qualunque. 

La sua trattazione @ basata sulla distinzione di due casi, secondoché, 
cioe, lequazione di grado g(m) che ha per radici le radici primitive di 
x2" — 1= 0, 2 irreduttibile ovvero riduttibile nel campo K. I criterii di 
riduttibilita da lui dati danno quindi luogo a due enunciati differenti, 
secondoché si verifichi l'uno o laltro dei due casi. 

Poiché il sign. Wendt cita solamente il lavoro del Vahlen, credo sia 
opportuno ricordare, in questi stessi Annali, i criterii da me ottenuti, che 
risolvono completamente il problema e danno luogo ad enunciati pid 
semplici di queili del sign. Wendt. Io ho trovato quanto segue: 

I. Se n= p*g?rv--- & il numero » decomposto nei suoi fattori 
primi distinti, affinché lequazione 2” — A = 0 sia riduttibile nel campo 
di razionalita K, @ necessario e sufficiente che sia riduttibile in questo 
campo almeno una delle equazioni: 


a —A=0, co —A=0, a”?—A=0,:-- 
*) Acta Mathematica, 2° fascicolo del vol. XIX. 
**) Rendiconto della R*. Acc. della Scienze di Napoli, Nota I* (Dicembre 1897). 
Cfr. anche la Nota II* (Febbrajo 1898). I risultati sono ottenuti applicando alcuni 
teoremi di indole pit generale (Cfr. Jahrbuch tiber die Fortschritte der Math., Jahr- 
gang 1897 und 1898). 
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II°. Affinché Pequazione a** — A = 0 (in cui p @ numero primo) sia 
riduttibile nel campo K, @ necessario e sufficiente che si verifichi uno 
dei due casi seguenti: ‘ 

a) il numero A @ la potenza p”* di un numero del campo K; 
b) p=2, «>1, —A é il quadruplo della quarta potenza di 
un numero del campo K. 

E poi manifesto che questi risultati si possono anche riassumere cosi: 
affinche Vequazione «" — A =O sia riduttibile nel campo K, é necessario 
e sufficiente che si verificht wno dei due sequenti casi: 

1) il numero A é la potenza h* di un numero del campo K, essendo 
h un divisore di n. 

2) il grado n é un multiplo di 4, — A é il quadruplo della quarta 
potenza di un numero del campo K. 


Napoli, Luglio 1900. 
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Note sur la sommation de la série de Lambert. 
Par 
CarL Hansen a Copenhague. 


M. Ch.-J. de la Vallée Poussin a fait la somme de la série de 
Lambert au moyen des intégrales des fonctions @, de Jacobi en démontrant 
la formule suivante*) 


1 
s 
—" 0 (v,q) ~_ ) 
Pee {es a cot rv) cot av dr, 
0 





ou 
@ 1\2 
O(v,q) = 2 S(t) sin (2n + 1)av**). 


n=1 


La fonction sous le signe / se présente sous une forme indeterminée pour 
la limite inférieure. 
Nous nous permettons donc d’établir ici une autre expression pour 


m 


la somme de la série > a 


m? 
q 


dans laquelle lintégrant reste fini et 


déterminé dans tout l’intervalle d’intégration, les limites comprises. 
Posons: 


wo 


F@ =>; — 


m=1 





on a alors: 

1) F (q) —2F(@) => +. 
ame 1+¢ 

Mais: 


2F(q 





f+ Be +4" 


*) Annales de la société scientifique de Bruxelles, t. XX, partie 1°, 1896 § 58. 
**) Voir Jordan. Cours d’analyse de l’Ecole polytechnique, 2. édition 1894 t. II § 409. 


= m=1 
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dou: 
= 2m 

F(q) — 2F (q’) = —— — = Sean 

Nous avons en outre: 
— 2m 3m by ee 7° q° 
oe ee ae eee wig —iat: 

dot enfin: 
2 F(q) — 2F(q@) = > (—1)"+ + 
(2) (q) Witte 


m=1 


En comparant les formules (1) et (2) nous obtenons la formule remarquable 


8) 35-30% 


m==1 m=1 





Considérons maintenant les expressions suivantes*) 


6 0'(v, 9) @ ¢™ . 
00, 9) = 2 cot nv t42>)£ sin 2mav 


¢ m 





m=-1 


9," (», 4) aw _ 
(0, @) =42 5 1)". sin 2mav. 


et 





m=1 
En multipliant ces deux équations avec tg avdy, puis en intégrant de 


1 
Oa y on aura 


1 
3 
6 (v, q) oe 
Ov, 9) tg avdy — = Wf Be 
° =. * 


et 


rl. a 





;, Sin 2mav tg avdy 


2 
2 


9, (v, 9) ym es 
fi 6,4) 8 avdv = f Se Y 7 sin 2mav tg avdv 
0 


Mais: 





1 
2 


fein 2mav tg xvdv = (—1)"+'. >™), 
0 





*) Voir Jordan, Cours d’analyse, t. IT, § 454. 
**) Voir le mémoire de M. Ch.-J. de la Vallée Poussin, loc. cit. 
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et les formules précédentes peuvent s’écrire: 


1 

f = me 1 4 ‘ 
@ ar . = "sa ——e 2 ig svdv — 4? 

m=1 omg O(v, a: d 

‘o 
1 

5) x q” a 1 0 @,' (v, o : ; 
(9) D fn hehe a0, (v,q) guvav. 


m=1 
0 


On voit immediatement qu’on a la formule 


ao 
y >: q” 
1 _— 2 i — 1 nm 
—q" +4 


m=1 m=1 m=1 





En y remplagant les deux termes du membre de droite par leur valeur 
tirée des équations (3), (4) et (5) nous aurons la formule suivante 





1 1 
-y 2 
= m 1 1 0 
-~ ~=7- 9, (v9) Y tg av dv — = @, #) -tgavdy. 
m=1 : ~4@ ’ (0,9 "4 Ov, i ') 


0 
Dans cette formule les fonctions sous les signes J restent finies et 
déterminées dans tout l’intervalle d’intégration, les limites comprises. C’est 
le résultat que nous nous proposions d’obténir. 
Les recherches sur la série de Lambert nous ont fait connaitre quel- 
ques identités remarquables que nous allons établir. 
Posons 


f@ -[J ate. 


m=1 


On a alors: 


log f(g) - 9 log (1+-¢") = >) a" — a ae ae 


m=1 


=o 


m=1 





En différentiant par — aq ona 


=* m=1 
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On voit immediatement qu’on a la relation: 


20s -3e ap Snes 


et Videntité (6) peut s’écrire 


O 226-2 tees 


m=1 m==1 q 


2 
=) 





En partant du produit 
9(q) =| | (1—q”) 
m=1 
on obtiendra de la méme maniére l’identité suivante 
2 L.. q’ = i 
(8) a5 x2 a a) 


Mais il est bien connu que les produits f(q) et m(q) peuvent s’exprimer 
sous forme finie au moyen des fonctions @, de Jacobi, on a en effet*) 


ll —f —{- 9, (0) ? 


m==1 


et 
3m?-+-m 


‘ae +2 
[[o-m=S oe? 


m=1 m=— 


Il résulte done des formules (7) et (8) qu’une propriété semblable existe 
pour les expressions 


Sow: + Sor (s cy 


m=1 m=1 


z* : +e SS) 


m=1 m=1 


et 





Géttingen, le 2 mars 1900. 


*) Voir Jordan, Cours d’analyse, t. II § 425 et 426. 





Berichtigungen zum Aufsatz von G. Ricci und T. Levi Civita ,,Méthodes de 
calcul différentiel absolu et leurs applications“ Dieser Band 54 Seite 125ff.: 


1°. Page 131 au lieu de 


Ou,, 6x,, ox, . . . ox,, Ox,, fe, 
=z =: a= il faut lire ~ ~—-:--~—: 
04s, 04s OY sn OY, Yrs °F rn 
2°. Page 174. La condition ¢ énoncée aux lignes 4°™° et 5'*™° doit étre 
modifiée de la maniére suivante: 
c) qu'il existe une famille de surfaces o orthogonale aux lignes de courbure de 
C et telle que le produit de la courbure géodésique de C pour la distance d’une 
surface o de la surface infiniment voisine soit constante pour une méme surface. 
D’ou il suit que: 
Si la congruence C est normale, la famille oo! des surfaces orthogonales est 
isotherme. 








